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ИНЖЕНЕРЛИК ИНШООТЛАРИ НАЗАРИЯСИ  
ТЕОРИЯ ИНЖЕНЕРНЫХ СООРУЖЕНИЙ  

 
УДК 517.923 

РОЛЬ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПРИ РЕШЕНИИ ТЕХНИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 
 

Эшмаматова Дильфуза Бахрaмовна –  к. ф-м. н., доцент; Хикматова Рано Артиковна 
Ташкентский государственный университет транспорта 

Сафарбаева Нигора Мустафаевна - старший преподаватель НИУ ТИИИМСХ. 
Тураева Севара Фазлиддин кизи – студент. Ташкентский Финансовый институт  

 
В статье рассматривается методы решений дифференциальных уравнений, которые эффективно используются 

при решении задач физики и механики. 
Ключевые слова: дифференциальные уравнения, алгоритм интегрирования, численные методы,  рекуррентные 

соотношения. 
Дифференциал тенгламаларнинг техник масалаларни ечишдаги ўрни 

Ушбу мақолада физик ва механик масалаларни ечишда қўлланиладиган дифференциал тенгламаларни ечиш 
усулларининг мазмун ва моҳияти етарлича ёритилган. 

Калит сўзлар: дифференциал тенглама, интеграллаш алгоритми, рақамли усуллар, такрорланиш муноса-
батлари. 

The role of differential equations in solving technical problems 
This article includes some methods and techniques of solving differential equations, which is effectively used in solving 

problems of physics and mechanics. 
Key words: differential equations, integration algorithm, numerical methods, recurrence relations. 
 
Введение. Сегодня, с развитием науки и тех-

ники, роль математики возрастает. В частности, 
математика используется в физике, механике и аст-
рономии, а также при решении экономических за-
дач, анализе биологических процессов и многих 
других областях. Многие процессы в этих областях 
описываются с помощью дифференциальных урав-
нений. Дифференциальные уравнения представ-
ляют собой математическую модель изучаемого 
процесса, а изучение дифференциальных уравне-
ний приводит к полному описанию процессов. 

Во многих задачах науки и техники требуется 
находить неизвестную функцию, которая удовле-
творяет уравнению, связывающему эту функцию, 
ее производные и независимую переменную. Про-
стейшая такая задача встречалась в интегральном 
исчислении, где находили функцию по данной ее 
производной, то есть находили функцию, удовле-
творяющую уравнению  ( )y f x  .      

Прикладные решении задач 
Задача 1. Найти кривую, обладающую тем 

свойством, что отрезок любой ее касательной, за-
ключенной между осями координат, делится попо-
лам в точке касания. 

Решение. Пусть  y f x  - уравнение искомой 

кривой,  ,M x y - произвольная точка этой кривой, 
а AB – касательная к кривой в точке М. Угол, обра-
зованный касательной с осью Ox, обозначим через 
. Из дифференциального исчисления мы знаем, 
что угловой коэффициент касательной к кривой ра-
вен 

k tg  ,   

 0180
PM PM y

tg tg tg
PA AM x

              (1) 

и получаем уравнение 
y

y
x

           (2) 

которое связывает неизвестную функцию, ее 

производную и независимую переменную. 
Проверкой можно убедиться, что уравнению (2) 

удовлетворяет любая функция вида /y С х . Та-
ким образом, мы получили семейство гипербол. 
Найдем гиперболу, которая проходит через точку 

 0 2, 3M . Подставляя координаты точки в фор-

мулу /y С х , получим 3 / 2С , 6С  . Следо-
вательно, уравнение гиперболы, проходящей через 
точку  0 2, 3M , имеет вид 6 /y х  

Задача 2. Груз, масса которого m, закреплен на 
верхнем конце вертикально расположенной пру-
жины (рессоры). Его отклоняют от точки О на не-
которое расстояние, а затем отпускают. Опреде-
лить закон движения груза, если сила, действую-
щая на него со стороны пружины, пропорцио-
нальна сжатию (растяжению) пружины и направ-
лена в сторону точки О (точки, в которой нахо-
дился верхний конец пружины, когда она была в 
свободном состоянии). 

Решение. Если груз движется прямолинейно 
вдоль оси Ox, то согласно закону Ньютона 

1

n

k
k

ma F


      (3) 

где  
2

2

d x
a

dt
   - ускорение груза,   x x t  - ис-

комый закон движения груза, 
 1, 2, ...,kF k n  - проекции сил на ось Ox, дей-

ствующих на груз. 
В нашем случае на груз действуют две силы: 

1F mg i
 

 - вес груза и 

 2F c x i 
 

- сила, действующая со стороны 
пружины, где  c – коэффициент жесткости пру-

жины, i


- единичный вектор, направленный вдоль 
оси Ox. Проекции этих сил равны 

1 2,F m g F c x  .  Получаем уравнение 
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2

2

d x
m c x mg

dt
   

содержащее неизвестную функцию  x и ее вто-
рую производную. 

Проверкой можно убедиться, что уравнению 
2

2

d x
m c x m g

dt
           (4) 

где  2 /k с m  , удовлетворяет функция 

1 2 2
coskt sinkt

g
x c c

k
    , 

где  c1  и c2  - произвольные постоянные. 
Действительно,  подставим значение  x  в левую 

часть уравнения (4): 
2

2 2 2
1 22

2 2
1 2

cos sin

cos sin

d x
k x c k kt c k kt

dt

c k kt c k kt g g

    

     

Таким образом, функция 1 cos ktx c   
2

2 sin kt /c g k   удовлетворяет уравнению (4). 

Поскольку x зависит от двух произвольных по-
стоянных, то для получения определенного закона 
движения нужно задать два дополнительных усло-

вия. Например, найдем закон движения 
груза, если 

в момент времени 0t     его отклонили на вели-
чину  x  и придали ему скорость 0. Тогда получим

 
0 1 1 02 2

g g
x c c x

k k
      

Далее 

1 2sin kt cos kt
dx

c k c k
dt

   

0
0 2 2

v
v c k c

k
    

Таким образом, искомый закон движения 

0
0 2 2

coskt sin kt
vg g

x x
kk k

     
 

 

В каждой из рассмотренных задач мы получили 
для искомой функции уравнение, которое содер-
жит производную искомой функции. 

При интегрировании дифференциальных урав-
нений мы находим их решения, которые выража-
ются через элементарные функции и интегралы от 
них. Однако доказано, что во многих случаях ре-
шения дифференциальных уравнений, хотя и су-
ществуют, но не выражаются в виде конечной ком-
бинации элементарных функций и интегралов от 
них. Например, решение уравнения  2 2y x y     
нельзя найти в таком виде. 

Для нахождения частных решений в таких слу-
чаях широко применяются различные численные 
методы, эффективность которых существенно воз-
росла с развитием компьютерных технологий. В 
настоящее время численные методы позволяют 
находить решения дифференциальных уравнений 
практически с любой требуемой точностью [1,2]. 

Отметим, что имеются справочники по диффе-
ренциальным уравнениям, в которых приведены 
решения большого числа встречающихся диффе-
ренциальных уравнений. 

Метод Эверхарта относится к числу неявных 

одношаговых методов, что обеспечивает его схо-
димость и устойчивость. Основным достоинством 
одношаговых методов является то обстоятельство, 
что для них разработаны надежные оценки локаль-
ной погрешности дискретизации. Кроме того, ме-
тод Эверхарта показал себя как самый эффектив-
ный по точности и быстродействию в экспери-
менте по исследованию алгоритмов и программ 
численного прогнозирования движения небесных 
тел. 

Вследствие того, что повышение порядка ап-
проксимирующей формулы в большинстве слу-
чаев улучшает основные свойства методов, разра-
ботка группы методов Эверхарта более высокого 
порядка, по сравнению с существующими, явля-
ется актуальной задачей с целью создания более 
точного и эффективного алгоритма численного ин-
тегрирования [3]. 

Алгоритм и программа численного интегриро-
вания методом Эверхарта ранее были разработаны 
до 27 порядка, однако использование этих алгорит-
мов свыше 19-го порядка не приводило к повыше-
нию точности вычислений. 

Рассмотрим основную идею построения метода 
Эверхарта на примере решения уравнения вида 

 ,x F x t      (5) 
Представим правую часть в виде временного 

ряда 
  2

1 1 2, n
nx F x t F A t A t A t         (6) 

Интегрируя это, получим выражения для опре-
деления координат и скоростей: 

  
2 3 2

1 1 1 12 6 1 2

n

n

t t t
x x x t F A A

n n



     
 

   (7) 

 
2 3 1

1 1 1 22 3 1

n

n

t t t
x x F t A A A

n



     


     (8) 

Полиномы (7) и (8) не являются рядами Тей-
лора, а коэффициенты 𝐴 вычисляются из условия 
наилучшего приближения x  и x с помощью конеч-
ных разложений (7) и (8). Для связи  А - значений с 
F - значениями воспользуемся вспомогательным 
выражением 

    1 1 2 2 3 2 3F F t t t t t t t t t          (9) 
Уравнение  (5) усечено по времени tn. В каждый 

фиксированный момент времени ti имеем 
2 1 1 2F F t   

 3 1 1 3 2 3 3 2F F t t t t                    (10) 
…………………………. 
Принимая  n j n jt t t    найдем i через разде-

ленные разности: 
 1 2 1 2/ tF F   

  2 3 1 3 1 32/ t /F F t     

   3 4 1 4 1 42 2 43/ t / /F F t t                    (11) 

    4 5 1 5 1 52 2 53 3 54/ t / / /F F t t t         

…………………………. 
Приравнивая коэффициенты при одинаковых 

степенях  t в уравнениях (6) и  (9), выразим коэф-
фициенты Ai  через i: 
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   1 1 2 2 2 3 3

11 1 21 2 31 3...

A t t t

c c c

    

   




  
  

 

 2 2 2 3 3 22 2 32 3A t t c c             

3 3 33 3A c                    (12) 
Коэффициенты cij определяются из следующих 

рекуррентных соотношений: 
cij =1        i = j, 
cij =1        i > j,                 (13) 

1, 1 1,i j i j i i jc c t c         1 j i   , 
для алгоритма интегрирования пятого порядка 

41 2 3 4c t t t  ,      42 2 3 3 4 4 2c t t t t t t   ,  

43 2 3 4c t t t                   (14) 
где   2 3 4, ,t t t    являются корнями кубического 

уравнения 
   
   

2 3 4 2 3 3 4 4 2

2 3
2 3 4 1 0

t t t t t t t t t t

t t t t t

    

     
                       (15) 

Таким образом, нахождение решения уравне-
ния  ,x F x t  сводится к нахождению узлов раз-
биения  t1 шага h. 

Вопрос нахождения узлов разбиения шага  
h=[0, T] рассмотрим на примере алгоритма инте-
грирования пятого порядка. 

В начальный момент времени  1 0t    известны  

1 1, ,x x F .  Значения  x в моменты времени 

2 3 4, ,t t t  определяются с помощью трех предска-
зывающих уравнений: 

2 3 4 5
2 2 2 2

2 1 1 2 1 1 2 32 6 12 20

t t t t
x x x t F A A A

 
      

 
    (16) 

2 3 4 5
3 3 3 3

3 1 1 3 1 1 2 32 6 12 20

t t t t
x x x t F A A A

 
     

 
      (17) 

2 3 4 5
4 4 4 4

4 1 1 4 1 1 2 32 6 12 20

t t t t
x x x t F A A A

 
      

 
     (18) 

И двух исправляющих уравнений для нахожде-
ния положения и скорости на конце шага  h: 

 
2 3 4 5

1 1 1 1 2 32 6 12 20

T T T T
x T x x T F A A A       (19) 

 
2 3 4

1 1 1 2 32 3 4

T T T
x T x F T A A A             (20) 

Эта схема является неявной, так как коэффици-
енты, стоящие в квадратных скобках (16) – (18), не-
известны при первой итерации [4,5]. 

Уравнение (16)–(20) обеспечивают пятый поря-
док точности относительно  t. Можно увеличить 
порядок точности в вычислении  x  и x до седьмого 
порядка путем специального выбора подшагов  

2 3 4, ,t t t . С этой целью увеличим количество раз-
биений интервала интегрирования, добавив два до-
полнительных времени  5 6,t t . Затем вычислим для 

5t и  6t  значения 4  и 5 , а также новые значения 

4A  , 5A   и   1 2 3, ,A A A   . 

Из уравнения (19) можно найти поправки x ,  
улучшающие значения координат: 

   

 

3 4
1 1 2 2

5
763 3

54

6 12

20 30 42

A A T A A T
x

A A T A TA T

  
   

  
  

           (21) 

Выражая в уравнении (13)  51 54, ,c c  через 

41 42 43, ,c c c  , а также полагая 

32
2 3,

tt
h h

T T
      и       4

4

t
h

T
              (22) 

Выражение  (17)  может быть записано в виде 

  6 4341 42
4 5 5

7 4341 42
5

1

6 12 20 30

1

12 20 30 42

cc c
x t T

cc c
T

  
       

  
  

    
  

 



 

Значение  x  в последнем выражении можно 
обратить в ноль при выполнении следующих усло-
вий: 

4341 42

4341 42

1
0

6 12 20 30

1
0

12 20 30 42

cc c

cc c

 
   

 
   

            (23) 

Проводя подобные рассуждения для скорости, 
приравнивая к нулю  x  , получим третье условие 

для определения 41 42 43, ,c c c   . Тогда соответ-

ствующие данным разбиением коэффициенты i jc   
будут определяться из системы алгебраических 
уравнений 

4341 42

4341 42

4341 42

1
0

2 3 4 5

1
0

3 4 5 6

1
0

4 5 6 7

cc c

cc c

cc c

  
   


      

  
    


             (24) 

Из решения этой системы 

41 2 3 4

42 2 3 3 4 2 4

43 2 3 4

4

35
6

7
12

7

c h h h

c h h h h h h

c h h h

   

    

      

             (25) 

следует, что значения величин  2 3 4, ,h h h   яв-
ляются корнями следующего полинома третьей 
степени 

3 212 6 4
0

7 7 35
h h h

          
   

            (26) 

которые имеют следующие значения: 
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               (27) 

Использование этих узлов позволяет получить 
решение уравнения   ,x F x t  с точностью до 

седьмого порядка для обеих компонент x и  x . 
Однако при применении метода Эверхарта, к 

решению уравнений движения небесных объектов, 
увеличение порядка метода не приводило к повы-
шению точности и эффективности вычислений. 
Показано, что главная причина заключалась в спо-
собе нахождения значений Ai [6]. 

Заключение. Поскольку дифференциальные 
уравнения являются одним из основных математи-
ческих устройств для изучения непрерывных фи-

зических процессов, изучение физических поня-
тий, таких как динамика механических систем, тео-
рия колебаний, часто приводит к решению диффе-
ренциальных уравнений. 

Специализированный метод Эверхарта эффек-
тивно использовать при решении уравнений дви-
жения в задачах небесной механики. 
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Ushbu maqolada talabalarning hisob-grafik ishlarini bajarishda balkaning to‘rt xil turdagi ko‘rinishlari va ularning 
yechilish usullari ko‘rsatilgan. Bu turdagi masalalarni yechishda konstruksiyalarning gorizontal, vertikal va burchak ostida 
bo‘lgan holatlar uchun ham yechish usullari keltirilgan. 
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В этой статье описываются четыре различных типа балок и способы их решения, когда учащиеся занимаются 
математикой. Существуют также решения этой проблемы для горизонтальных, вертикальных и угловых конструк-
ций. 
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This article describes four different types of beams and ways to solve them when students do their math. There are also 
solutions to this type of problem for horizontal, vertical, and angular structures. 
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structure, project, building elements, movable hinge, fixed hinge, technical imagination, equations of equilibrium, system 
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Oliy ta‘lim tizimida amalga oshirilayotgan o‘zga-
rish va islohatlar oliy o‘quv yurtlarining professor- 
o‘qituvchilari oldiga talabalarga bilim berish jarayo-
nida murakkab va ma‘suliyatli vazifalarni bajarishni 
taqoza etadi. 

Texnika oliy o‘quv yurtlarida talabalarning kasbiy 
tayyorgarligi uchun muxandislik kompetentligi muhim 
masala hisoblanadi. 

Talabalarda chuqur va mustaxkam bilimni shakl-
lantirish hamda rivojlantirishda ularning bilimlarini 
umumlashtirish ma‘lum bir tizimga keltirish alohida 
axamiyat kasb etadi. 

Nazariy, amaliy, texnik va qurilish mexanikasi 
fanlaridan talabalarning bilimlarini umumlashtirish va 
tizimlashtirishning asosiy vazifasi xar bir talabaning 

aqliy faoliyati va kundalik hayoti uchun zarur bo‘lgan 
umumtexnika fanlarini o‘rganish va bilim olishlarini 
davom ettirish uchun yetarli kompetentligining mus-
tahkamligini ta‘minlashdan iborat. Ma‘lumki, mexa-
nika fanlarini o‘zlashtirishi texnik tasavvurning paydo 
bo‘lishiga, matematik madellashtirishning axamiyati 
haqidagi tasavvurlarini rivojlantirish va ilmiy dunyo-
qarashni shakllantirishga imkon beradi. 

Shuningdek, ushbu fanlardan talabalarning bilimla-
rini umumlashtirish va tizimlashtirish – matematik-
mantiqiy xulosalarni chiqarishga, inshoot element-
larini konstruksiyalash va loyihalashga, gipotezalarni 
muloxoza qilish va asoslashga, konstruksiyalarni 
hisoblash kompetentligini shakillantirishga amaliy 
yordam beradi. 
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