*7-mavzu, Chizigli
tenglamalar sistemasi.
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/. 1.
Kramer
formulasi.




“Noma”lumlar koeffisientlaridan tuzilgan determinant tenglamalar
sisremasining asosiy determinanti, undagi j-ustun o’rniga ozod hadlardan
iborat ustun go’yilgan determinant esa j-yordamchi determinant deyiladi va
ko’rinishida belgilanadi.
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*Dastlab, berilgan tenglamalar sistemasidan har bir i-tenglamani
ko’paytiramiz va hosil bo’lgan tenglamalarni qo’shamiz:

* Determinantni yoyish hagidagi teoremaga ko’ra: .Endi sistamadagi har bir i-
tenglama ga ko’paytirilib qo’shilsa, ,..., qo’shilsa, tenglik hosil bo’ladi.

*Demak, sistemadagi noma”lumlar formula yordamida xisoblanar ekan. Bu
Kramer formulasidir.

* tenglikdan quyidagilar kelib chigadi:
* da sistema yagona echimga ega, uni birgalikda deyiladi.
* bo’lsa, sistema cheksiz ko’p echimga ega.



Misol. Krama= 0 er formulasi yordamida yeching:

(X TX TX —X, =2
Xy T 2%, + 3%, —4x, = -2
{ 2Ky T X — X TX =15
4%, 3%, +2x; —4x, =0

o0l =l
SR

215 RS ¢ —1 1_3’ﬂ‘_
s 2 —4
L —
| A

= T — | =
4 3 0 -4
X¥3=1,%,=2,%,=3,%, =

1L by 1l
1 2 3 -4
Y12 1 47
4 3 2 -4
1 21 -1
1 -2 3 -4
:E,JI
2 2 -11
4 0 2-4
1 1 112
1 3 -2 “——
> 1 —q c|=12 bo'lganlig
4 3 20

uchun



7 2.
Matrisaviy
usulda echish.



Berilgan tenglamalar sistemasini matrisaviy

fyy Gy 7 Ly 3 b,y
ﬂ':j. ﬂ-:: “Ipr ﬂ':?‘! Haq bﬂ - D2 e b =
o= 2 yoki A-X =B ko’rinishida yozish
a1 oz o Epypn # A, b:rz
mumkin.

Agar |Al =0 Dbo’lsa, A 'matrisa mavjud va yagona bo’lishidan
ATt .A.Xx=A1-Byokix=A""1-B

Nomalumlardan iborat X-ustun matrisani bunday topish matrisaviy usul
deyiladi.

Misol.Yuqoridagi sistemani shu usulda gayta echamiz.

lal = A= 3 ekanligini hisoblaganmiz.

1 —1

a1
1 2 3 —4 - g
a=|, | 2, ;| matrisaga teskarl .« nitopamiz.
4 3 2 —4
2 3 -4 i 1 -1 11 -1 1 1 -1
Ag,=11 -1 1 |=5:A5 =1 -1 1l |=—434;A=|2 3 —4|=-3:4A4h =|2 3 —4|=2
3 2z -4 3 2 —4 3 2z -4 2 -1 1
1 3 —4 1 1 -1 11 -1 1 1 -1
J!L_: =—|2 —1 1 = —bB J'!l:: = |2 —1 1 =6 J!L:: =—|1 3 —d| = J'!l:: = |1 3 —d4| = —3
a4 2 —4 4 2z —4 4 2 -4 2 —1 1
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['7.3.
Noma’lumlarni
ketma-Kket yo’qotish
(Gauss) usuli.



* Berilgan chizigli tenglamalar sistemasi koeffisientlari orgali

quyidagi jadvalni tuzib olamiz.

* Bu jadval berilgan sistema kengaytirilgan matrisasi deyiladi.

* Tushunarliki, har bir satrda bittadan tenglama turibdi, fagat

tenglik o’rniga chizigcha tortilgan.

* Bu matrisa ustida o’tkaziladigan har bir elementar almashtirish

berilgan sistemaga ekvivalent sistema hosil giladi. Shu sababli,
elementar almashtirishlar yordamida kengaytirilgan matritsani
uchburchak ko’rinishiga keltirib olamiz, buning uchun bo’lishi Kifoya
agar bo’lsa, birinchi tenglamani boshga yo’ldagi tenglama bilan
almashtirish orgali bunga erishish mumkin.

* Faraz qilaylik, elementar  almashtirishlar  yordamida

kengaytirilgan matritsa ko’rinishga kelsin.

* Unga mos sistema



By3Xy = RygXg - @ygxg v Ty = By

py é::-‘f: + C:z‘fz_‘i— - + Lo, = O2 - - - -
Conxg 4 o 4 Capiy = Ca ro’rinishida bo’ladi.
e
Bu sistemadan dastlab =,, , so’ngra =,_, ., ...... , Va nihoyat =, topiladi.
Bu usulda 2-tenglamadan =,, ni 3-tenglamadan =, ra =%, , ... , N - tenglamadan
=, .¥o. ... X, 5, Ketma - ket yo’qotilayotganligi uchun noma'lumlarni ketma - ket

yvo’qotish usuli deyiladi. Bu usul Gauss nomi bilan bog’liq bo’lib, talabalarga
elementar matematikadan ma’'lum.

Misol. Avvalgi usullarda yechilgan sistemani garaylik. Uning kengaytirilgan

1 1 1 — 1 1
i ] 1 2 3 —a |—= . .. , ) , .
matritsasi - - o5 = ko’rinishda bo’ladi. 1- yo’l elementlarini (-1) ga
4 3 2 — 4 O
ko’ ’paytirib 2-yo’lga (-2) ga ko’paytirib 3-yo’lga, (-4) ga ko’paytirib 4- yo’lga
qo’shamiz, natijada, kengaytirilgan matritsa.
1 1 1 — gl 2
D l 2 P 3 _‘4.- ] - - = . » . W . [ 3
o 1 3 3 1 ko'rinishiga keladi. 2 yvo'lni 3 ,4 —wo'l elementlariga qgo’'shami=.
O —11 —2 0|—=s
1 1 1 — 1 2
O 1 2 — 3 —
O O —1a1 O —3
o o o —3|—a1z2
Ny + Wy, + Hg — X, — 2
. E a+ Pxg— 3w, — —4
Bu matritsaga mos sistema. 2 _};3 ity
. = —
—3x, = —12
Ko’rinishida bo’ladi. Ketma-ket =. = 4: x; = 3 larni topib 2-tenglamaga
go’yamiz.
X, +2-3 —3 -4 = —4

Bu erdan =. = 2 ekanligini topib, 1-tenglamaga o’tamiz.

%, +2+3 —4=2_ Demak, x; = 1.



~7.4. Bir
jinsli
sistemalar.




Agar garalayotgan chizigli tenglamalar sistemasida barcha ozod hadlar nol
bo’lsa b, = 0,(i = 1,n), bunday sistema bir jinsli deyiladi.

319%y T 2%y T Ay, =0
1%y T 35y T T agX, =0
a,.:¥, +a,-X, +-+a,,x, =0
Bu holda x, =x, =x; = - =x, = 0 sonlar har bir tenglamani ganoatlantirib,

sistemaning trivial yechimi deyiladi.

Bir jinsli sistemaning trivial bo’Imagan notrivial yechimlarini gidiramiz.

Kramer formulasiga ko’ra A,=4,=--=4,=0 Notrivial yechim mavjud
bo’lish1 uchun 4=0 bo’lishi zarur. Unda sistema cheksiz ko’p yechimga ega
bo’lad.

Notrivial yechimlarni topish uchun sistema uchburchak ko’rinishga
keltiriladi.

A= 0 ekanligidan sistema oxirgi tenglamasida ikki noma'lum qoladi. Ulardan
birini ozod parametr deb olib, golgan noma'lumlarni u orgali yoziladi.

Parametr cheksiz ko’p qiymat gabul qgilgani uchun notrivial cheksiz ko’p
yechimlarni topamiz.



Misol .

2¥, +x; — 4w, = 0 _ - ! ] -
3x, 4+ 5%, — 7% =0 sistema notrivial yechimlari topilsin
4%, — O, — Bxy; =
I 4] 12 1 —4] |2 1 -4 ] IR
a=3 5 -7|=3lo 7 -2/=:lo 7 -2/=0 bo’lgani uchun trivial bo’Imagan
= —b o =7 2 o0 0

yechimlar mavjud.
Sistemaning oxirgi tengligi —7x, + 2x; = 0 ko’rinishda bo’ladi. Agar x; = 74
desak, x, = 24 bo’ladi. Ularni birinchi tenglamaga qo”yib:
2%, +24—4-74=0 wva x, = 134
Demak, (134; 24; 74), A € R ko’rinishdagi uchlik sistemaning yechimidir.
Bu yechimlar oilasi trivial yechim (0; 0; 0) ni o’zida saqlaydi.
Shu paytgacha garalgan sistemalarda noma'lumlar soni tenglamalar soniga

2y9%; +a,%; +-+ay,x, = b
- daq X T danaXa T """ T dAa X == bﬂ
teng edi. Umuman,q "7t T ntmT2omen,
By Hq T g T T B Xy — bm

sistemalarni ham garash mumkin. Bunday sistemalar birgalikda bo’lishi asosiy va
kengaytirilgan quyidagi matritsalar rangiga bog’lig bo’ladi.
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Teorema. (Kroneker-Kopelli): Tenglamalar sistemasi birgalikda bo’lishi
uchun A va A matritsalar ranglari teng rangA—=—ranga bo’lishi zarur.

Mavzuga doir misol va masalalar.

1. Determinantlar hisoblansin.

5 1. SLricy — oS Sir< o cosZa _1 E
1. |3 —2| 2)- COSc SETLCE 3. sir< ;5 cagzﬁl - — b,
3 <L —5
5). |8 w —2
2 — -]
Nollari ko’p gator elementlari bo’yicha yoyib hisoblang:
1 £ 1 —3C 1 3 1 0 0
1. () i L8] 2). 0 — — 3). ‘—2 —3 1 ‘
£ O — b 1 — 3 =3 = —2
Tenglamalarni yeching:
3 = —= = = 4+ 1 =4+ 2
1). 2 —1 =3 = 0O; 2). ‘X—I—3 = 4+ 4 =+ 5| = 0O;
=4+ 10 1 1 =4 6 =+ 7 =4+ 8
Ccos8x —sin5x
s cos5x | o
4. Determinant xossalaridan foydalanib hisoblang:
sin= o 1 cos< o sin< o cos2o cosZe
1). |sin=g5s 1 cos<3 2). |sin= 3 cos23 cosZ 3
SETLT 1 Cos Ty ST ) cos 2y CcCosEyp
(a, + b,)~ = +-E]'12 a4 by
3). |[(a, + b)) a,? + b~ a., b,
(az + by)~ 332+b32 Az b
S Determinant xossalaridan foydalanib hisoblang:
1 1 1 a1 0 a1 1 1
a1 — 1 1 1 [ 1 1
AL 1 1 —1 1 2)- 1 1 0 1
1 1 1 — 1 1 1 1 O
a1 = =3 =1 325 59 N 52
3) 1 <1 9 1 & ) s ) FO FT 5
) a1 a8 27 (S ; 4.3 a8 A2 52
1 1 & 81 256 29 4.9 a5 50
6. Uchburchak ko’rinishiga keltirib hisoblang



i 2 = = o 1 2 2 == 2
— (8 3 - T 2 2 2 - 2
1. —1 —2 O - - 7 2) 2 2 3 - - - 2 3).
— Il — 2 —3 0 2 2 == ol
Q0 1 i == 1 L 1 1 > 1
1 (8 1 1 1 L 1 -- 1
1 1 0 - 1 ). 1 1 T - 1
1 1 1 -- 1 1 -- L
3 = 3 <L <} 2 R .
7. S = = _4} B = [:2 5), C = I:,? _1:} bo’lsa, & - B — 2C ni hisoblang.
s 1 i . b 1 N . . = ) e
8. A = (1 Ry B — (—.i 1:} bo’lsa, (i+1)- A + (i 13 - B ni hisoblang.
o. Hisoblang.
1 — 2™ 1 a™ . A 1™n ] — A ™, COS oF — sin o
D (3 — - 2 (D 1:} » B (:'D JL} o (3 — 2 » simn o COSs oF
10. Kwvadrati no’l matritsa bo’lgan barcha kvadrat matritsalarni toping.
11. Kyvadrati birlik matritsa bo’lgan barcha kvadrat matritsalarni toping.
12. Quyidagi matritsalarga teskari matritsani toping.
1 2 —= 1 = 2
1) {:f ;Lj 2) (D 1 > ) 3) (2 1 —2)
0 O 1 2 — 2 1
13. Matritsaviy tenglamalarni yeching.
1 2 5 —2y  —1 2 2 1y . —3 2 D T 4
22 (3 4) ) (5 ) 2) x- (5 —4) _ (—5 6) 2 (3 2) = ( 5 —3) _J ( 3 —1)
1 —3 (8
1) 3 - N = 1{] 2 -
2 —l 10 w =
14. Matritsa rangini hlsoblang.
0 =y 10 1 1 — 1 2 3 <L
<3 = 18 v 2 a1 — 1 2 O
12 10 18 40 17 | 2 —1 2 1 1 3
3 — 7 = = 13
15. Tenglamalar sistemalarini 1) Kramer formulasi 2) Matritsaviy 3) Gauss
usullarida yeching.
B3x+ 2w = 7 5x + 2w = 4 Ky, X + 2Z2xg — — 1
—2 {4:{—53;:40 2 7%+ a4y — 8 = e
Az, 4+ =, + Ay, — — 2



' Ny + A=, + Adxm, — 3L
S, —— X, x5 — 10
2, + 2%, + Bx; — 2x, — 6 =y, + 2x, + Bxg, + A, = 5
Sy 1+ 2, — g - 2, — 4 ) Sz, + 2, x5 + P2x, — 1
23, — B, + P2xwg +x, = —8 Az, 4+ B, + P2xy =, = —5
A 4+ 3w 4+ = — 1 X + ay + aZz — a= ax + by +— = — 1
7) X+ Ay + =z —= A g)4x + by + bZz — b= Q) {K—Fab}-'—l—z:b
X 4+ % + Az — A= X 4+ cyv + 2z — 3 x4+ by + az = 1
16. Bir jinsli tenglamalar sistemasini yeching:
X, + 2, + B3x5 + 4x, — O K1+xz+xg—l—x4ig
X, + X + 2x5, + 3x, — 0O Hz + Xg + X, + x5 =
1) e 2) XN, + 2, + 3Ixg =— 0O
X, + 5%, + x5 + 2x, — O e 4 D 4 T, — O
i = = g —
o, + 5B, + 5Exg; + 2x, — 0O x. 4+ Zx, + 3x. — O

Oliy algebra elementlariga doir joriy nazorat uchun uy vazifalari.

1, agar . — 3 fc — 2
I. = = — o = ——=— kompleks son berilgan, bunda k= {D, gt e — 3k — 1
(—AFY - (I )P -1
— 1 ,axgar 7t — 3Kk
a) z ni algebraik formada yozing va zZ ni hisoblang.
b) z ni tirgonometrik formada yozing va z"N*2° | $/= larni hisoblang.
c) z ni ko’rsatkichli formada yozing.

2. =% 4+ Wx + 1 = 0O tenglama yechimlari =, ,X.,Xz bo’lsa, quyidagilarni hisoblang
1) =3 + X3 + X3 ; 2 XTI Xo + g XS+ XoXo + XoXS + XIS, + XogxT;

= = =
=5 o . o

4)

-+
S e Iy B (o + AT (g #1732

3. Ferrari usuli bilan yeching;

. e =
xt — x4 (a— 2 MYz 4 ox+ (22— 1) — o,
= =L 1 &
yordamchi kubik tenglama bitta yechimi — %

q. Gorner sxemasi yordamida
Poix) — x° 4+ (1 — WNIx® — Wx? — x= 4+ (W — 1)d)x+ N wva



P,x)=x"—(N+1)x*+ (N+x)x* = (N+1)x+ N ko’phadlar EKUB va EKUK
lari topilsin.
X+N

2 5 T kasrni sodda kasrlarga yoying.
:'In+2:-l"l'+',~:"-.l'—1_rl:.:3+2|MN_1‘|}:E_N:{_EN g y y g

6. Nollari ko’p gator elementlari bo’yicha yoyib hisoblang.

1 2 3 -5
2 N 1 0
3 0 2 N

¢ X —Nx, X, —x,=3
g, ok NX, + 2%, = ()
R X3 + X, — (]

AMEEAX, + 2X, — X, = —1

sistemani 1) Kramer goidasi, 2)Matritsaviy,

3) Gauss usuli da yeching.






