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ANIQMASLIKLARNI OCHISH
(Lopital goidalari)
1. IKKi funksiya orttirmalarining nisbati haqida teorema (Koshi teoeremasi)

Koshi teoremasi. f(x) va g(x) funksivalar [EI: b] segmentda aniglangan va uzluksiz
bo’lsin. Agar bu funksivalar (a.b) intervalda chekli f'(x) va g'(x) hosilalarga ega bo'lib,
vxe(a b) uchun g'(x)=0 bo'lsa. u holda shunday ¢ (a < c <b) nuqta topiladiki.
f(b)-fla) _ f'c)
glb)-gla) gc)

bo ladi.
1-misol. Ushbu

-
3

X

flx)=e*  va  glx)=
funksivalar [— 3. 3] segmentda Koshi teoremasining shartlarini ganoatlantiradimi?
Berilean funksivalar [— 3. 3] segmentda uzluksiz. (— 3. 3) da
re=e v )=
[1 + I‘J
hosilalarga ega. Birog. g'(0)=0. Demak. f(x) va g(x) funksiyalar Koshi teoremasining

shartlarini ganoatlantirmavdi.

1+x°

Ma lumki. funksivalarning limitini topish muhim masalalardan biri bo lib. ayni pavtda
ularni hisoblashda ancha gqivinchiliklar vuzaga keladi. Funksivalarning hosilalaridan




1)

"

3)
4)

foydalanib ularning limitlarini topishni osonlashtiradigan qoidalarmavjud bo’lib. ular Lepital
goidalari deviladi. Biz quvida shu goidalar bavonini keltiramiz.

0
2. a ko rinishidagi anigmasliklar.

1-teorema. f(x) va g(x) funksiyalar uchun quyidagi shartlar o rinli boIsin:

f (T) va g(x] funksiyalar a nuqtaning biror atrofida aniglangan va chekli hosilaga ega.
lim /()= 1im &lx)=0;

I—a I—a

a nugtaning biror atrofida g'(x)=0

f'(x)

lim =~ -chekli yoki cheksiz.
xsa & (‘f)

U holda

. fx) . fl=)
lim o= lim o

tenglik o rinli bo ladi.

Ishoti. /X hamda 9 funksivalarnine X = @ nuqtadagi givmatlarini nolea teng deb
olamiz

fla=0 gla=0
Natijada |




lim -0 - lim _0N-
o ﬂf(.r)- 0= f(ﬂ}! y o qd= 0 =g(@

bo'lib, f @) va 9O funksivalar ¥ = @ nuqtada uzluksiz bo'lib goladi. Endi ixtiyoriy
xela,b) pugta olib. [@.X1 segmentda [ va 9X) fanksivalarni qaraymiz. Bu

seementda f&) va gx) funksivalar Koshi teoremasining shartlarini ganoatlantiradi. Demak

@ vaX orasida shunday € (@ < C < X} nugta topiladiki

foo-fa  fw
gxi- g  gic

tenglik o rinli bo ladi.
Agar f{@=p, 9@ =0 1o Lishini e tiborga olsak. unda keying tenglik

fo _fo©
gixy gic)
ko rinishea keladi.

Ravshanki, X = @ ,da € = @  Demak,

lim F@ _ lim f'{‘-"'}zk
Y->agX) x-agic)

Bu esa teoremani isbotlavdi.

Izoh. Agar bu teoremaning shartlari @ pugtaning chap (voki o' ng) varim atrofida bajarilsa. u




foo

holda teorema 9(X) ning @ nugtadagi chap (voki o'ng) limitiga nisbatan o rinli bo"ladi.

1-misol. Ushbu limitni hisoblang.

Tim € cosax‘
X = 0pfx _ msﬁ,t;
Bu mf(x]= e™ —cosax, g{ )= e™ —cosf& bo'lib, ular uchun teorema shartlari

bajariladi:
2).Jim /(x)=0=1im &(x)-
b) /'(x)= a(e”™ + sinax), g(x)= (e +sin fv).
Y fx) _«a . (T +sinox) «a
2 hmrs s e "5
u holda teoremaga ko ra:
lim L% fx) _a
x ) g(t) ﬁ

2-teorema. f ) va g funksivalar uchun quvidagi shartlar o rinli bo lsin:
a. f x) va g funksivalar (r::r, + ::::} da aniglangan va chekli hosilaga ega;
b. 1im f()=1im g(x)=

X —»—x X —=—2




C. g.':x}*o . ‘v’IE(r:I,+:::};

d. —— -chekli voki cheksiz.
im0
U holda

i £6)_ L)

= gx)  g'x)

tenglik o rinli bo ladi|
2-misol. Ushbu

im T —IFE arc;‘gif limitni hisoblang.
T ol 1+ —|
I‘.‘- x _,l'l
Bu yerda
f(x]=:r—2ar::afgx, g(x}=h1Lx+l]
X

funksivalar teoremaning 1)-3) shartlarini ganoatlantirishini tekshirish qivin emas.
Ravshanki.




B

‘Demak, 4) shart ham bajariladi. Shuning uchun teoremaga ko ra:

. flx . T —2arctgx
lim Etilﬂlm —\ =2
) M)
X

3. - ko rinishidagi anigmasliklar.
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3-teorema. f(x) va g(x) funksiyalari uchun quyidagi shartlar o rinli bolsin:

bu funksivalar a nuqtaning biror atrofida aniglangan va chekli hosilaga ega.
limf(x)==.  lime&lx)=qe:

X — a7 =i

a nugtaning shu atrofida g'(x)=0;:

lim F() ekt yoki cheksiz.

X3+ gi(x}
. S . S
U holda llm — = llm —
x—sa E(I} x—ba g(x}
tenglik o rinli bo ladi.
3-misol. Ushbu
]11(3:—%)
1 ———=— limit hisoblansin.
Iim _— imit hisoblansin

x
I—}—_l
-



Bu yerda
f@)=lx=2).  gl)=res

bo lib. ular teoremaning 1)-3) shartlarini ganoatlantiradi va

i f'(_a:}= li I_Ij - 1; cos ¥ x .
Y €) Bl S s SN
: ? cos T x : 2
Keyingi limit o ko rinishidagi anigmaslik bo lib.
fl(x)zcu::s‘ X, g,(x)= I_%
funksiyalar 1-teoremaning barcha shartlarini ganoatlantiradi. Shu teoremaga asosan:
. cos’x . 2cosx(—sinx)
lim——=lim 1 =0.
raI X — - X
Demak. 3-teoremaga ko ra.
In( x — =)



4. Boshqa ko rinishdagi anigmasliklar.

lim /(x)=0. limsg(x)=>bo Isa f(x) glx)
ko pavtma 0-=C lc:: ariﬂishdagi aﬂiqmasiij{abﬂ‘lib, uni
7(x)- g(x)= f(x) _ glx)

E\- =

1 1

glx)  rlx)

ko rinishda ifodalash orgali 0 voki i ko rinishdagi anigmaslikka keltirish mumkKkin.
oo

Shuningdek, 1ym f(x)=+=. limgl(x)=+= bolsa. f(x)-glx) ayirma so—=
X—pa x—sa
ko rinishdagi anigmaslik bo'lib. uni ham

1

1
of (x)-glx)= g(f] fl(-"f}.

] S glx),

ko rinishda ifodalab. % ko rinishdagi anigmaslikka keltirish mumkin.

Shunday qilib. funksiva hosilalari yordamida 0-=¢ va =c —-c ko rinishdagi anigmasliklarni




ochishda. ularni — yoki ko rinishdagi anigmasliklarga keltirilib. so'ngra yuqoridagi

0
teoremalar qo llaniladi.

Ma'lumki, x > a da f(:s:) funksiva 1. 0 va « ga, g(x] funksiva esa mos ravishda «. Ova
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0 ga intilganda
[7(x)F* darajali-ko rsatkichli ifodada 17, 0°, «® ko'rinishdagi anigmasliklar kelishi
mumkin. Bu ko rinishdagi anigmasliklarni ochish uchun avvalo
r=lrel”
ifoda logarifmlanadi:
Iny=g(x)-nf(x)
x—a da g(x)in f(x) ifoda 0-o0 ko'rinishdagi anigmaslikni ifodalashi ravshan.

Izoh. Agar f(x) va g(x) funksiyaning f'(x) va g'(x) hosilalari ham f(x) va g(x) lardek
yugorida keltirilgan teoremalarning barcha shartlarini ganoatlantirsa, u holda
i L) g L) _ iy S0
glv) gl gl

tengliklar o rinli bo ladi, va ni bu holda Lopital gqoidasini takror qo llash mumkin bo ladi.




4-misol. Ushbu

lim (zgx )"

=
E— —
4

limitni hisoblang.

Bu limit 17 ko rinishdagi anigmaslik bo'lib, yuqorida avtilganlarga asosan:

= (1gx )&
ifodani logarifmlash natijasida

Iny = In rgx
lim ]JIIl (w o

,.—5-—

9 ko rinishdagi anigmaslikka keladi.

0
Endi Lopital goidasini go llasak:

1 1

. (In zgx ) - I’gx-l:Di:I - :

lim [ 1],=1 3 =—lim sin 2x =-1.

x— o fo 2 3 x— = _— x—s

4 (g x) 4 cos © x 4

(2g2x)’

Demak.
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MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOL

VA MASALALAR
xctgx —1 %1
Iim——— 10. lim——- (620).
x—0 X x—sl X _]
; 3tgax — lligx cos(2m +1)x
lim <= - 11. me N,
o 3sm4dx —12sm x llm CGS(2H+])‘€ .
1 alex —1 _}z
jgzsmlx—l' = . hx-x+1
2 lm——
. x(e® +1)—2(e™ —1)
Iim : - . Inx
x—3l X 13. llm]ﬂ - :
1 1—cosx” x—+0 Sm;
1M = . 2 - % 1n
- x° sin x
= x i x 14 llm E
lim =———  (a=>0)- E
x—=0 - A ) a3 o '5
. arcsin 2x — 2 arcsin x 15. hm —— 5 |-
Iim - - o \1-x% 1-x
x—l X
In x
lim (£ >0)
r— X
. x* —1
Iim ——

x—>l



