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На третьем иерархическом уровне системы осуществляется анализ про-
цесса в фазах. В системах 3.1 твердой и 3.2 жидкой фазы изучается  и вза-
имное межфазное воздействие процесса экстракции. 
Входные параметры системы твердой фазы: это расход растворителя в 

твердую фазу – Gэр, температура растворителя – Тэр, концентрация 
растворителя–аэр; выходные параметры: расход масла из твердой фазы – 
Gэр, концентрация мицеллы, перешедшей из твердой фазы в растворитель – 
амц.    
На 4-иерархическом уровне системы осуществляется анализ процесса 

экстракции на уровне частицы. Входные параметры данного 
иерархического уровня: Gэр- расход растворителя в частицу, температура 
растворителя - Тэр. аэp - концентрация масла в растворителе. и выходные 
параметры:  расход мисцеллы из частицы и ее концентрация  
Созданная для данного иерархического уровня математическая модель 

включает математические описания  процесса экстракции, происходящего 
в частице. 
В системе, 5-иерархическом уровне, изучается процесс экстракции в 

квазислоях частицы. Считается, что частица делится на  равные слои. 
Например, на 5 равных слоев, и вещество (масло) из внутренних слоев пу-
тем молекулярной диффузии переходит в следующие поверхностные слои, 
а на самом внешнем слое, масло путем конвективной диффузии переходит 
в объем растворителя. Входные  параметры данного иерархического уров-
ня следующие: Gэр- расход мисцеллы в слой, аэр– концентрация масла в 
мисцелле на входе в слой, Fташки- поверхность внешнего воздействия слоя, 
и выходные параметры:  Gмой- расход мицеллы из слоя, амц- концентрация 
масла в мицелле, перешедшей из слоя в следующий слой. 
Методом многоступенчатого системного анализа и синтеза создана ком-

пьютерная модель для процесса внутреннего слоя, в прикладной програм-
ме  Matlab (рис. 2). 

 
Рис. 2. Компьютерная модель для процесса внутреннего слоя, в программе  

Matlab. 
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Графовое   моделирование  линейных систем  с запаздыванием на основе 
совокупного применения теории дифференциальных уравнений с откло-
няющимся аргументом, аппарата динамических графов и рассмотрения 
систем с позиций динамичности структур и процессов позволяет   полу-
чить  алгоритм  расчёта  процессов в системах данного класса, легко реа-
лизуемый на любом  из современных языков программирования   высокого 
уровня.  В  работе  выполнен  сравнительный  анализ решения линейного 
дифференциального уравнения   1- го порядка   с запаздыванием  методом 
шагов  и методом  графовых моделей.  

 
Требуется определить выходной сигнал системы, описываемой  
дифференциальным уравнением [1]:  

( ) ( ) ( )dx ax t bx t u t
dt

      

для всех моментов времени   t > t0, причем в момент времени  t0  на вход 
системы подается воздействие  u(t)= 1 (t). Значения параметров a=1, b =1. 

 Вариант 1. Решение с использованием метода шагов. Рассмотрим вна-
чале формирование выходной величины на отрезке времени  t0, t0 + τ. На 
этом отрезке в реальной системе с нулевыми начальными условиями с вы-
хода цели обратной связи сигнала не будет, т.к. он задерживается звеном 
запаздывания на время, равное величине запаздывания. Таким образом, 
выходной сигнал   x(t) для 0 0[ , ]t t t   определим, решив неоднородное  

дифференциальное уравнение 1-го порядка ( ) 1dx ax t
dt

   . Для его решения 

используем один из известных методов, например, вариацию параметров. 
Решение однородного уравнения находим из характеристического уравне-
ния r+1=0, отсюда r=-1, 1

t
hx C e . Предполагая, t

px ue ,  

1t t tdu e ue ue
dt

      , 1tdu e
dt

  , 
0

t
t tu e dt e  , получим частное решение 

1t
px ue  . Общее решение будет иметь вид 1 1t

h px x x C e    , где 1C  - по-
стоянная интегрирования, характеризующая состояние системы в момент 
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времени t=0 . При нулевых начальных условиях получим 1 1C    и  
1( ) 1 tx x t e    (*),  где    [0, ]t  . 

Из выражения (*) найдем мгновенное значение сигнала  x при t = τ: 
( ) 1x e    . Функция  x(t) полностью определяет выходной процесс на от-

резке времени [0, ]t  . Сигнал 1( ) ( )x t x t , проходящий через звено запазды-
вания, будет воздействовать на вход системы уже на отрезке времени  [τ, 2 
τ]  и исходное уравнение системы можно записать в виде: 

1( ) 1dx x x t
dt

     , или   ( )tdx x e
dt

      (**).  

Найдем значение сигнала x(t)  для [ , 2 ]t    Решение, удовлетворяющее 

однородному уравнению 0dx x
dt

  , следующее ( )
2

t
hx C e   . Частное реше-

ние находим посредством вариации параметров. Предполагая, что 
( )t

px ue   , имеем частное решение ( ) ( )( )t t
px uе t е       . Общее решение 

имеет вид ( ) ( )
2 ( )t t

h px x x C e t e         . Где 2C - постоянная интегрирова-
ния, характеризующая состояние системы в момент времени  t  . Из ре-
шения на предыдущем отрезке мы имели ( ) 1x e    , откуда 2 1C e    сле-
довательно, на промежутке времени  [ , 2 ]t    на выходе системы получим 

( ) ( )
2( ) ( ) (1 ) ( )t tx t x t e e t e            и значение выходного сигнала при 2t  . 

Аналогично  рассмотрим промежуток времени [2 ,3 ]t   .  На этом отрез-
ке начальной функцией  является сигнал 2 ( )x t    на выходе  цепи    обрат-
ной связи. Следовательно, уравнение  системы  можно  записать   Следова-
тельно, уравнение системы можно записать в  виде 

( ) ( )[(1 ) ( ) ] 1t tdx x e e t e
dt

              (***).  

Находим решение однородного уравнения 0dx x
dt

   , ( )
3

t
hx C e    

Частное решение ищем в виде ( 2 )t
px ue   . 

Общее решение имеет вид  
2

( 2 ) 2 ( 2 )
3

( 2 )[( 1)( 2 ) 1]
2

t t t
h p

tx x x C e e t e e        
          

Где  C3   -постоянная интегрирования, характеризующая состояние сис-
темы в момент времени  t=2τ .   Его значение мы уже нашли из решения  на 
предыдущем отрезке: 

3 2 (2 )C x   
Следовательно, на промежутке времени [2 ,3 ]   выходной сигнал  описы-

вается   функцией  
( 2 )

2
2 ( 2 )

(1 ) [( 1)
( 2 )( 2 ) 1]

2

t

t t

x e e e e
tt e e

   

 





    

  

     


    

.  

Найденные функции 1 2 3( ), ( ), ( )x t x t x t  полностью определяют выходной 
процесс системы на интервале времени от t=0 до t=3τ.  
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Продолжая последовательно описанную выше процедуру можно полу-
чить решение на любом интересующем нас интервале времени. 

 
Вариант 2. Решение с использованием графовой модели системы. Исхо-

дя из дифференциального уравнения системы и учитывая то, что звено за-
паздывания задерживает сигнал с выхода цепи обратной связи на время τ, 
граф, определяющий поведение системы на отрезке времени ],0[ t , 
можно изобразить в виде, представленном ниже рисунке (рис.1,а). 

 
 
а) 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.1 
 
По графу можно определить выходной сигнал системы на отрезке 

1 1( ) (0) (0)
( 1) 1

x p u x
p p p

 
 

, 1 1( ) [ ] (0) 1
( 1)

tx t L u e
p p

   


, 1( ) ( )x t x t  

Функция    x1(t)  определяет выходной процесс системы на отрезке вре-
мени [0, ]t  . При t   имеем ( ) 1x e    . Так как сигнал x1(t)  проходит 
через звено запаздывания, то оно появляется на выходе цепи обратной свя-
зи в виде функции 1( ) ( )y t x t    на следующем отрезке времени [ , 2 ]  . 
Сигнал x1(t-τ)   является начальной функцией, а мгновенное его значе-

ние - x1(τ)=  x(τ)   начальным условием на отрезке [ , 2 ]  . Исходя из этих 
соображений, строим граф для [ , 2 ]t    (рис.1,б).  Из рассмотрения графа 
находим  

2

1 1 1( ) ( ) ( )
( 1) ( 1) ( 1)

x p u x
p p p p p

   
  

. Из последнего соотношения нахо-

дим  
( ) ( )

2( ) ( ) (1 ) ( )t tx t x t e e t e           .  
Значение выходного сигнала при  t=2τ равно 2(2 ) (2 ) (1 )x x e e        . 

],0[ t

)0(u
1
1

p/1

)0(x)( poy
1 1

ap

)( pu )( px

]2,[ t

)(u
1
1

p/1

)(x)( poy
1 1

ap

)( pu )( px
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Функция x(t)=  x2(τ)     определяет выходной процесс на отрезке [ , 2 ]t   . 

Рассмотрим далее промежуток времени ]2,[ t . На выходе цепи об-
ратной связи появляется сигнал 2( ) ( )y t x t , который является начальной 

функцией, а мгновенное значение )(2 x - начальным условием для этого 
промежутка времени.   Для отрезка [ , 2 ]t   , имеем

3 2
1 1 1( ) ( ) (2 ) (2 ) ( )

( 1) ( 1) ( 1)
x p x p u x x p

p p p p
   

  
.  

Выполнив обратное преобразование Лапласа для последнего соотноше-
ния, будем иметь 

( 2 )

2
( 2 )

(1 ) [( 1)( 2 )
( 2 ) 1] 1

2

t

t

x e e e e t
t e

   



 



    

 

     


  

. 

Выполняя последовательно указанную выше процедуру, можно полу-
чить решение и на последующих интервалах времени. Из рассмотренного  
примера  налицо  видно  преимущество  графового  метода [2]. Использо-
вание  графовой  модели в  значительной  степени  упрощает описание  и 
анализ системы, исключает непосредственное  интегрирование  дифферен-
циального  уравнения  с  запаздывающим  аргументом.  
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СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ФОРМЫ ПУСТОТЕЛЫХ ШАРОВ 

ВАСИН А.Н., ИЗНАИРОВ Б.М., ИВАНОВ А.И., МИРОШКИН А.Г., МУКАТОВА Г.Х. СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ФОРМЫ ПУСТОТЕЛЫХ ШАРОВ 

В статье говорится о исследовании суперфинишной обработки на при-
мере пустотелых шаров, позволяющей исправлять отклонения их от сфе-
ричности. 

 
Спектральный анализ заключается в гармоническом анализе отклонений 

от круглости профилей сферы путем разложении их функций в тригоно-
метрический ряд Фурье. Измерение величины отклонений формы произ-
водится в процессе ощупывания поверхности вращающегося шара. Коле-
бания щупа датчика, вызываемые погрешностями формы, преобразуются в 
колебания электрического напряжения. Они усиливаются и подаются на 
автоматический анализатор гармоник, снабженный самописцем. Схема 
этого устройства представлена на рисунке 1. 
Пустотелый шар 1 устанавливается в магнитную оправку 4 на прецизи-

онном шпинделе с конусом Морзе № 2. Датчик 2 изготовлен в виде виб-
рощупа с агатовым наконечником, контактирующим с шаром. При ощупы-
вании поверхности шара якорь датчика с наконечником перемещается от-
носительно неподвижного магнитного корпуса на величину отклонения от 
круглости, в результате чего в катушке возникает э.д.с., пропорциональная 
скорости перемещения щупа. Сигнал от датчика 2 проходит через усили-
тели 6 и 7, а затем - через анализатор 8, где он разлагается на гармониче-
ские составляющие. Результаты измерений фиксируются на бумажной 
ленте при помощи самописца 9 в виде диаграммы, в которой по оси абс-
цисс отложены в логарифмической шкале номера гармоник, а по оси орди-
нат - соответствующие амплитуды в микрометрах.  
В качестве заготовок использованы партии пустотелых шаров, обрабо-

танные абразивными брусками 63С6С28КА на бесцентрово-
суперфинишном станке в течение 10 минут  1 . 


