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ного случая (105). 4.6. Лемма, линейно-квадратичная задача
оптимального управления, диссипативные системы и теория
рассеяния (106).

5. Первые результаты о неущербности S-процедуры . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 108
6. Общая постановка задачи о неущербности S-процедуры . .. .. .. .. .. .. . 110

6.1. Результаты о выпуклости образа. Конечномерный случай (112).
6.2. Результаты о выпуклости образа. Бесконечномерный слу-
чай (113). 6.3. Двойственность Лагранжа (116). 6.4. Двойствен-
ность Фенхеля (117).

7. S-процедура для эрмитовых форм . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 118
7.1. Примеры выполнения условия Фрадкова (118). 7.2. Метод ли-
неаризации (119). 7.3. Обобщенная S-процедура (120).

8. S-процедура и лемма Калмана–Попова–Якубовича . .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 120
8.1. Лемма Калмана–Попова–Якубовича и двойственность Фенхе-
ля (120). 8.2. Лемма Калмана–Попова–Якубовича для ограничен-
ного интервала частот (122).

9. Заключение . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 123

Б. Т. Поляк, П. С. Щербаков. Техника D-разбиения при решении линей-
ных матричных неравенств . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 135

1. Введение и постановка задачи . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 136
2. Построение областей D-разбиения . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 138

2.1. Скалярный случай (138). 2.2. Два параметра (139). 2.3. Об-
щий случай. Граничный оракул (140).

3. Примеры . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 141
4. Робастность . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 147

4.1. Один параметр (148). 4.2. Два параметра (151). 4.3. Общий
случай. Робастный граничный оракул (151).

5. Заключение . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 153

Г л а в а 2. Частотные методы и абсолютная устойчивость нелиней-
ных систем . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 155

А.Х. Гелиг, А.Н. Чурилов. Частотные методы в теории устойчивости
систем управления с импульсной модуляцией . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 155

1. Введение . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 155
2. Основные понятия систем с импульсной модуляцией . .. .. .. .. .. .. .. .. . 157
3. Примеры импульсной модуляции . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 161



Оглавление 7

4. Устойчивость систем с мгновенными импульсами . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 164
5. Устойчивость систем с импульсами конечной длительности . .. .. .. . 167
6. Заключение . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 171

М.Р. Либерзон. О некоторых исследованиях по абсолютной устойчивости
динамических систем . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 176

1. Вводные замечания . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 176
2. Истоки. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 178
3. Гипотезы и примеры . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 180
4. Методы и подходы . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 181
5. Виды динамических систем . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 186
6. Приложения . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 187
7. О возможных направлениях развития теории абсолютной устойчи-

вости . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 191
8. Заключение . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 192

П. В. Пакшин, В. А. Угриновский. Стохастические задачи абсолютной
устойчивости. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 243

1. Введение . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 243
2. Ранний этап. Применение метода априорных интегральных оценок

В.М. Попова к задачам абсолютной стохастической устойчивости 247
3. Применение частотной теоремы В. А. Якубовича к задачам абсо-

лютной стохастической устойчивости . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 251
4. Подходы к анализу абсолютной стохастической устойчивости, не

использующие частотную теорему . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 257
5. Стохастическая частотная теорема . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 260

5.1. Конечномерные системы (260). 5.2. Бесконечномерные си-
стемы (263). 5.3. Связь с задачами стохастического линейно-
квадратичного оптимального управления (265). 5.4. Стохастиче-
ская частотная теорема для бесконечномерных систем (267).

6. Задачи стабилизации стохастических систем . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 268
7. Стохастическая устойчивость нелинейных импульсных систем . .. . 271
8. Заключительные замечания . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 273
Приложение . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 277

Г л а в а 3. Устойчивость и колебания нелинейных систем . .. .. .. .. .. .. . 289

А. Х. Гелиг. Неклассические дифференциальные уравнения . .. .. .. .. .. .. .. . 289
1. Дифференциальные уравнения с разрывными правыми частями. .. . 289
2. Системы с гистерезисными функциями. . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 295
3. Системы с импульсной модуляцией . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 297
4. Системы со скачками . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 299

Д. В. Ефимов, А.Л. Фрадков. Условия колебательности по Якубовичу для
нелинейных систем . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 303

1. Введение . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 303



8 Оглавление

2. Колебательность по Якубовичу . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 304
3. Условия колебательности для нелинейных систем общего вида . .. . 306
4. Примеры . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 313
5. Индексы возбудимости . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 314
6. Заключение . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 318

И. Е. Зубер. Инвариантная стабилизация и задача слежения. .. .. .. .. .. .. .. . 320

1. Введение . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 320
2. Инвариантная стабилизация линейных нестационарных систем . .. . 320
3. Инвариантная стабилизация нелинейных систем . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 322

4. Задача слежения . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 325

Г. А. Леонов. Фазовая синхронизация. Теория и приложения. .. .. .. .. .. .. .. . 327

1. Введение . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 327
2. Синхронные и асинхронные электрические машины . .. .. .. .. .. .. .. .. . 328

3. Системы фазовой автоподстройки частоты . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 336
4. Самосинхронизация неуравновешенных роторов . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 343
5. Уравнения систем фазовой синхронизации . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 345
6. Некоторые общие понятия теории фазовой синхронизации . .. .. .. .. . 347
7. Прямой метод Ляпунова для систем фазовой синхронизации. .. .. .. . 351
8. Метод положительно инвариантных конусных сеток. Аналог круго-

вого критерия . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 359
9. Метод нелокального сведения. Распространение результатов Три-

коми на многомерные системы фазовой синхронизации . .. .. .. .. .. .. . 363
10. Заключение . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 368

Г. А. Леонов. Семейства трансверсальных кривых для двумерных систем
дифференциальных уравнений . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 373

1. Проблема Айзермана. Необходимые и достаточные условия абсо-
лютной устойчивости двумерных систем . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 374

2. Проблема Колониуса–Хинрихсена–Вирта . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 382

3. Локализация аттракторов уравнения Льенара. Гипотеза Одани . .. . 387
4. Уравнение Льенара и аттракторы квадратичных систем . .. .. .. .. .. .. . 390
5. Системы сравнения в задачах синхронизации . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 402

В. Резван. Колебания по Якубовичу в свете нового критерия диссипатив-
ности . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 408

1. Введение . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 408
2. Частотное неравенство и абсолютная устойчивость . .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 411
3. Основной результат . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 413
4. Некоторые примеры . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 414
5. Заключение и будущие исследования . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 417



Оглавление 9

Г л а в а 4. Адаптивные системы . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 426

В. А. Бондарко. Адаптивные субоптимальные системы с переменной
размерностью вектора подстраиваемых параметров . .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 426

1. Введение . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 426
2. Постановка задачи . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 430
3. Переход к рекуррентным целевым неравенствам . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 433
4. Субоптимальное управление непрерывными объектами . .. .. .. .. .. .. . 437
5. Адаптивные субоптимальные регуляторы . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 439
6. Пример . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 440
7. Заключение . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 441

А.Л. Фрадков, Б.Р. Андриевский. Метод пассификации в задачах адап-
тивного управления, наблюдения и синхронизации . .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 452

1. Введение . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 453
2. Пассивность и пассификация . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 455
3. Применение метода пассификации к задачам адаптивного управле-

ния . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 460
3.1. Адаптивные системы с неявной эталонной моделью (460).
3.2. Адаптивная стабилизация и слежение для систем в фор-
ме вход–выход (462). 3.3. Адаптивная настройка типо-
вых законов управления (467). 3.4. Комбинированные сигнально-
параметрические алгоритмы управления с неявной эталонной мо-
делью (468). 3.5. Метод шунтирования в адаптивных систе-
мах (469). 3.6. Адаптивное управление угловым движением стенда
«Вертолет» (471).

4. Адаптивное управление нелинейными объектами . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 476
5. Метод пассификации в задаче адаптивной синхронизации нелиней-

ных осцилляторов . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 478
5.1. Задача адаптивной синхронизации (478). 5.2. Условия дости-
жения цели синхронизации (480). 5.3. Синхронизация и адап-
тивные наблюдатели (481). 5.4. Передача сообщений на основе
синхронизации хаотических систем (483).

6. Адаптивная синхронизация при ограниченной пропускной способ-
ности каналов связи . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 486
6.1. Постановка задачи и описание метода синхронизации (486).
6.2. Теоретические оценки точности синхронизации (488).

7. Заключение . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 490

Г л а в а 5. Оптимальные системы . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 500

А. Е. Барабанов. Инвариантность и полиномиальный синтез стратегий в
линейно-квадратичной игре . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 500

1. Введение . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 500
2. Инвариантность и игровая линейно-квадратичная задача управле-

ния . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 502



10 Оглавление

3. Полиномиальный оператор Лурье–Риккати . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 505
3.1. Матричные многочлены с ограничениями на степени
строк (506). 3.2. Операции над матричными многочленами и
рациональными функциями (507). 3.3. Полиномиальный оператор
и полиномиальное уравнение Лурье–Риккати (507).

4. Синтез регуляторов при невырожденном операторе Лурье–Риккати 509
4.1. Класс Φ-решений уравнения объекта (509). 4.2. Параметри-
зация множества всех решений уравнения объекта в невырожден-
ном случае (510). 4.3. Построение субоптимального регулятора по
функции Φ0 (512).

5. Синтез регулятора при минимальном значении γ. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 512
5.1. Классификация нуль-пространства оператора Лурье–Риккати
по степеням (512). 5.2. Ортогональное разложение ядра операто-
ра Лурье–Риккати (513). 5.3. Φ-решение в случае вырожденного
оператора Лурье–Риккати (514). 5.4. Параметризация множества
всех решений уравнения объекта в общем случае (515).

6. Общее решение задачи H∞-оптимального управления в случае
полной информации . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 516
6.1. Свойства оператора Лурье–Риккати и решений задачи управ-
ления в зависимости от γ (516). 6.2. Алгоритм расчета регулятора
через передаточные функции (517).

7. Заключение . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 518

А. С. Матвеев. Теория оптимального управления в работах В.А. Якубо-
вича . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 534

1. Введение . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 534
2. Линейно-квадратичная теория оптимального управления и частот-

ная теорема . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 535
3. Невыпуклые задачи глобальной оптимизации в теории управления 543

3.1. Введение (543). 3.2. Правило решения задач невыпуклой гло-
бальной оптимизации (545). 3.3. Критерии корректности правила
Якубовича (547). 3.4. Априорные условия корректности правила
Якубовича (550). 3.5. S-процедура (554). 3.6. Некоторые кон-
кретные классы задач, допускающих применение правила Якубови-
ча (556). 3.7. Связь с теоремой Теплица–Хаусдорфа и родствен-
ными результатами (569).

4. Абстрактная теория оптимального управления . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 571
4.1. Введение (571). 4.2. Основополагающие работы (573).
4.3. Дальнейшее развитие абстрактной теории и ее приложе-
ния (582).

5. Оптимальное гашение вынужденных колебаний и оптимальные си-
стемы слежения. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 586
5.1. Введение (586). 5.2. Оптимальное гашение вынужденных ко-
лебаний при неизвестном внешнем воздействии (587). 5.3. Уни-
версальные регуляторы для оптимального отслеживания сигна-
лов (591).

6. Заключительные замечания . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 592



ПРЕДИСЛОВИЕ

В.А. Якубович — один из тех, кто внес фундаментальный вклад
в создание современной теории управления. Его статья 1962 г., со-
держащая частотную теорему, включена в специальный том «Control
Theory: Twenty-Five Seminal Papers» (Wiley — IEEE Press, 2000), в ко-
тором представлены 25 статей, оказавших, по мнению международной
комиссии, наибольшее влияние на развитие теории управления в XX в.
Этот результат, дополненный в 1963 г. американским математиком
Р. Калманом, известен как «лемма Якубовича–Калмана». Она устанав-
ливает связь между частотными методами в теории управления и мето-
дами функций Ляпунова и применяется в разных областях, таких как
устойчивость, адаптация, оптимальное управление, странные аттракто-
ры. Использование этой леммы позволило получить разнообразные ча-
стотные критерии абсолютной устойчивости, которые придали «второе
дыхание» методу функций Ляпунова. Более того, поскольку различ-
ные свойства систем управления естественно выражаются в терминах
функций Ляпунова, эта лемма позволила получить частотные условия
того или иного типа поведения решений, охватывающие все условия,
которые могут быть получены путем использования функций Ляпунова
из некоторых многопараметрических классов (таких как функции вида
«квадратичная форма», «квадратичная форма плюс интеграл от нели-
нейности» и т. д.).

В цикле статей В.А. Якубовича, опубликованных в 1963–1970 гг.
в журнале «Автоматика и телемеханика», а также в других работах,
был развит метод, названный им методом матричных неравенств, кото-
рый позволяет найти частотные критерии для целого ряда разнообраз-
ных свойств нелинейных систем: устойчивости в целом и неустойчиво-
сти в целом, существования устойчивых в целом периодических и почти
периодических режимов, автоколебательности. Он построил абстракт-
ную теорию абсолютной устойчивости, обобщающую известные резуль-
таты и позволяющую распространить их на новые типы уравнений
(интегральные уравнения, уравнения с запаздывающим аргументом,
уравнения в гильбертовом пространстве и пр.). Работы В.А. Якубовича
по методу матричных неравенств получили признание среди специ-
алистов и нашли многочисленных последователей в России и за ее
пределами, применялись к теории диссипативных систем, адаптивных
систем и т. д. В книге «Linear Matrix Inequalities in System and
Control Theory» (S. Boyd et al., SIAM Studies in Applied Mathematics.
Vol. 15. Philladelphia, 1994) В.А. Якубович назван «отцом» научно-
го направления, связанного с исследованием линейных матричных
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неравенств (в почетной компании с А.М. Ляпуновым, названным там
же «дедушкой» этого направления).

В сборнике представлены труды учеников и последователей
В.А. Якубовича, посвященные обзору и истории развития выше-
перечисленных направлений, а также изложению ряда новейших
достижений в этой области. Журнальные версии статей, помещенных
в сборник, вощли в специальные выпуски журналов «Автоматика
и телемеханика», Вестник Санкт-Петербургского университета,
International Journal of Robust and Nonlinear Control, посвященных
80-летию В.А. Якубовича, публикуемые в конце 2006 г. Уникальность
сборника в том, что «под одной крышей» собраны работы ведущих
отечественных и зарубежных специалистов, специально написанные к
юбилейной дате.

Книга будет полезна всем, желающим ознакомится как с историей
важного направления в теории управления, так и с новейшими дости-
жениями в теории управления и теории нелинейных систем.
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А.Х. Гелиг,† Г. А. Леонов,† А.Л. Фрадков††

Владимир Андреевич Якубович
(к 80-летию со дня рождения)∗

Владимир Андреевич Якубович родился 21 октября 1926 г. в Но-
восибирске. В 1949 г. он окончил механико-математический факультет
МГУ. Еще на третьем курсе под руководством С.А. Гальперна началась
его научная деятельность. Владимир Андреевич обобщил один резуль-
тат Германа Вейля по асимптотическому поведению решений нелиней-
ных дифференциальных уравнений, за что получил первую премию на
конкурсе научных студенческих работ. Две другие его работы, выпол-
ненные в студенческие годы [1, 2], были представлены И. Г. Петровским
и А.Н. Колмогоровым для публикации в Докладах АН СССР. Кафедры
И.М. Гельфанда и В.В. Немыцкого рекомендовали В.А. Якубовича
в аспирантуру. Однако судьба распорядилась иначе. В конце пятого
курса Владимир Андреевич в частной беседе и затем на комсомольском
собрании факультета высказался с осуждением явлений антисемитиз-
ма, имевших место на мехмате. Ему был вынесен строгий выговор «за
распространение вредных слухов и извращенное толкование советской
национальной политики». Решением партийного бюро факультета его
кандидатура была вычеркнута из списка рекомендованных в аспиранту-
ру. Попытки И. Г. Петровского и других трудоустроить В.А. Якубовича
в МИАН и МФТИ не увенчались успехом. Тем не менее по инициативе
декана факультета В.В. Голубева Владимир Андреевич получил неожи-
данно хорошее распределение в Ленинград, в НИИ судостроительной
промышленности, с предоставлением комнаты в общежитии. В этом
НИИ он проработал три года в должности инженера.

В 1953 г. Владимир Андреевич «без отрыва от производства»
защитил кандидатскую диссертацию, в которой усилил результаты
А.М. Ляпунова и Н. Е. Жуковского по критериям устойчивости реше-
ний уравнения Хилла. Педагогическую деятельность Владимир Андре-
евич начал в Горном институте, а в 1956 г. перешел на математико-
механический факультет Ленинградского университета. В 1959 г. он
защитил докторскую диссертацию по устойчивости решений линейных
гамильтоновых систем с периодическими коэффициентами. Он возгла-
вил группу сотрудников, которая вскоре была преобразована в лабора-
торию теории автоматического регулирования, впоследствии переиме-
нованную в лабораторию теоретической кибернетики. В 1970 г. на базе

†) Санкт-Петербургский Государственный Университет.
††) Санкт-Петербургский Государственный Университет. Институт проблем

машиноведения РАН, Санкт-Петербург.
∗)Оригинал статьи опубликован в специальном выпуске журнала «Автома-

тика и телемеханика». — 2006. — № 10. — C. 4–20.
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этой лаборатории была создана кафедра теоретической кибернетики,
которой Владимир Андреевич руководит по сей день.

В.А. Якубович — ученый с весьма широким спектром научных
интересов. Первым направлением его исследований явилось изуче-
ние линейных периодических гамильтоновых систем. Он получил ряд
глубоких результатов: изучил структуру функционального простран-
ства гамильтонианов, построил разнообразные критерии устойчивости
и неустойчивости, предложил новый геометрический подход к тео-
рии колебательности линейных гамильтоновых систем. В теории па-
раметрического резонанса В.А. Якубович получил ряд важных вы-
водов. Он показал, что применяемый в практике инженерных рас-
четов метод построения границ областей динамической неустойчиво-
сти может приводить к «потере» ряда областей, и предложил метод,
позволяющий выявлять все области динамической неустойчивости.
С помощью развитой теории он провел анализ крушения Такомского
моста (США, 1940 г.) и обосновал гипотезу о том, что в этой катастро-
фе существенную роль сыграло явление параметрического резонанса
[31, 79]. Эти результаты вошли в монографии [108, 212]. Первая из них
была переведена за рубежом в виде двухтомника [129].

В.А. Якубович — один из тех, кто внес фундаментальный вклад
в создание современной теории управления. Его статья 1962 г. [38],
содержащая частотную терему, включена в специальный том «Twenty
Five Seminal Papers in Control» (Wiley—IEEE Press), в котором пред-
ставлены 25 статей, оказавших, по мнению международной комиссии,
наибольшее влияние на развитие теории управления в XX в. Этот
результат, дополненный в 1963 г. американским математиком Р. Кал-
маном, известен как «лемма Якубовича–Калмана». Она устанавливает
связь между частотными методами в теории управления и методами
функций Ляпунова и применяется в разных областях, таких как устой-
чивость, адаптация, оптимальное управление, странные аттракторы.
Использование этой леммы позволило получить разнообразные ча-
стотные критерии абсолютной устойчивости, которые придали «второе
дыхание» методу функций Ляпунова. Более того, поскольку различ-
ные свойства систем управления естественно выражаются в терминах
функций Ляпунова, эта лемма позволила получить частотные условия
того или иного типа поведения решений, охватывающие все условия,
которые могут быть получены путем использования функций Ляпунова
из некоторых многопараметрических классов (таких как функции вида
«квадратичная форма», «квадратичная форма плюс интеграл от нели-
нейности» и т. д.).

В цикле статей В.А. Якубовича [41, 43, 49, 50, 53, 54, 69, 70, 73,
103, 128], опубликованных в журнале «Автоматика и телемеханика»,
а также в работах [47, 51, 55, 57, 58, 61, 68, 90, 92, 258, 265, 267], был
развит метод, названный им методом матричных неравенств, который
позволяет найти частотные критерии для целого ряда разнообразных
свойств нелинейных систем: устойчивости в целом и неустойчивости



Владимир Андреевич Якубович (к 80-летию со дня рождения) 15

в целом, существования устойчивых в целом периодических и почти
периодических режимов, автоколебательности. Им была построена аб-
страктная теория абсолютной устойчивости [181, 185, 186], обобщаю-
щая известные результаты и позволяющая распространить их на но-
вые типы уравнений (интегральные уравнения, уравнении с запазды-
вающим аргументом, уравнения в гильбертовом пространстве и пр.).
Работы В.А. Якубовича по методу матричных неравенств получили
признание среди специалистов и нашли многочисленных последовате-
лей в России и за ее пределами. В книге «Linear Matrix Inequalities
in System and Control Theory» (S. Boyd et al., SIAM Studies in Applied
Mathematics. V. 15. Philladelphia, 1994) В.А. Якубович назван «от-
цом» научного направления исследований линейных матричных нера-
венств (в почетной компании с А.М. Ляпуновым, названным там же
«дедушкой» этого направления).

Еще одной областью научных интересов В.А. Якубовича является
теория оптимального управления. Он построил вариант абстрактной
теории оптимального управления [146, 159, 163, 165, 167, 171, 243, 275],
который позволяет получать необходимые (а в ряде случаев и доста-
точные) условия оптимальности типа «принципа максимума» Понтря-
гина для разных классов уравнений. В исследованиях последних лет
В.А. Якубович нашел новый подход к проблеме невыпуклой глобаль-
ной оптимизации [227, 228, 232, 250, 261, 278]. Эффективность этого
подхода подтверждается решением конкретных задач стохастического
и детерминированного оптимального управления. В работах по опти-
мальному гашению колебаний и оптимальному отслеживанию им раз-
работана концепция «универсального регулятора», обеспечивающего
оптимальность управления при заранее неизвестных помехах и отсле-
живаемых сигналах [240, 241, 244, 245, 251, 252, 254, 260, 279], а также
инвариантность выхода системы относительно внешнего возмущения
[273, 274, 276].

Для В.А. Якубовича характерно сочетание плодотворной работы
в абстрактных областях математики с успешными исследованиями при-
кладных задач. Он обладает счастливой способностью ставить содержа-
тельные математические задачи на основе анализа запросов практики.
В.А. Якубович является одним из создателей математической теории
обучаемых распознающих систем. Предложенный им аппроксимацион-
ный подход [48, 56, 59, 64, 65, 67] позволил решить целый ряд задач по
разработке алгоритмического обеспечения для изделий новой техники.
За проведенные исследования по оборонной тематике В.А. Якубович
трижды был отмечен благодарностью министра.

В теории адаптивных систем управления и обработки информа-
ции В.А. Якубовичу принадлежит получивший большую популяр-
ность метод рекуррентных конечно-сходящихся алгоритмов решения
целевых неравенств, с помощью которого решен широкий круг за-
дач [60, 74, 76, 95, 174]. Он является родоначальником Ленинградской
(Санкт-Петербургской) школы по теории адаптивных систем.
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В.А. Якубович был членом редколлегий «Сибирского математи-
ческого журнала» и международных журналов «Systems and Control
Letters» и «Dynamics and Control», организатором шести ленинградских
симпозиумов по теории адаптивных систем.

Большое внимание уделяет В.А. Якубович педагогической дея-
тельности. По его инициативе на математико-механическом факульте-
те открыты три новых специализации кибернетического профиля, он
разработал оригинальный цикл курсов лекций под общим названи-
ем «Теоретическая кибернетика», подготовил через аспирантуру более
40 кандидатов наук (более десяти из них стали докторами наук).
Усилиями В.А. Якубовича создан коллектив кафедры и лаборатории
теоретической кибернетики, который пользуется заслуженным автори-
тетом в научном мире. Научная продукция его сотрудников исчис-
ляется многими сотнями публикаций, среди которых более четырех
десятков книг. Воспитанники кафедры плодотворно работают во мно-
гих российских и зарубежных научно-педагогических учреждениях.
Можно с уверенностью говорить о научной школе В.А. Якубовича,
область интересов которой охватывает важнейшие разделы теоретиче-
ской кибернетики.

Научная общественность высоко оценила научную и педагогиче-
скую деятельность В.А. Якубовича. Он удостоен премии Ленинград-
ского университета за педагогическое мастерство в 1986 г., является
лауреатом Международной премии им. Н. Винера 1993 г. за вклад
в кибернетику, лауреатом премии Санкт-Петербургского университета
1996 г. за цикл работ по оптимальному управлению. В 1995 г. он по-
лучил премию Международной академической издательской компании
«Наука» за лучшую публикацию в издаваемых ею журналах, а в 1996 г.
ему присуждена главная ежегодная премия по системам управле-
ния международного общества IEEE (IEEE Control Systems Award)
и медаль «за пионерские и фундаментальные достижения в теории
устойчивости и оптимального управления». В 1998 г. В.А. Якубовичу
присвоено почетное звание «Заслуженный деятель науки Российской
Федерации», в 2005 г. он награжден «Орденом Почета». В.А. Якубович
является членом-корреспондентом РАН и академиком РАЕН.
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Летом 1960 г. в Москве проводился первый конгресс Междуна-
родной Федерации Автоматического Управления (IFAC — International
Federation of Automatic Control). Для многих присутствующих этот
конгресс стал актом интернационализации теории и практики управ-
ления. Несмотря на то, что результаты, изложенные в статьях тру-
дов конгресса несколько предшествовали по времени наиболее за-
конченным результатам в области унификации идей пространства
состояний и частотной области, они определенно стали начальным
шагом на пути к важным научным работам Якубовича, Калмана,
Попова, Айзермана, Цыпкина и их последователей. Год 1960 стал
для меня также годом поступления в аспирантуру. Мой руководи-
тель, Михайло Месарович (Mihajlo Mesarovic), и большинство его
коллег в группе управления принимали участие в московской кон-
ференции и те аспиранты, что учились у них, получили большой
заряд энергии от того импульса, который был сгенерирован этим со-
бытием. Мои первые научные исследования, касающиеся проблемы
спектральной факторизации матриц, получили свое продолжение в
работах, посвященных задачам управления многомерными системами,
и заключались в построении представления обратных систем в ви-
де дифференциальных уравнений. В 1963 г., когда стали появлять-
ся посвященные устойчивости в частотной области работы Якубо-
вича и других авторов, многие были вовлечены в этот круг идей.
В течении последующих шести лет постепенного превращения из сту-
дента в новообращенного преподавателя доминирующим аспектом в
моей преподавательской и научной деятельности была взаимосвязь
между методологиями пространства состояний и частотными метода-
ми. В сотрудничестве со студентами и коллегами мы присоединились
к исследованиям вопросов устойчивости нелинейных, зависящих от
времени, многомерных и неустойчивых систем, проблем существова-
ния в таких системах колебаний и других задач. Как и большинство
американцев того поколения, я не изучал русский язык, но широко
представленные в библиотеках переводные журналы «Автоматика и
телемеханика» и «Прикладная математика и механика» обеспечивали
поток научной информации из Москвы, Санкт-Петербурга, Бухаре-
ста и других городов. В течении этого периода были разработаны

†) Division of Applied Sciences, Harvard University, Cambridge, USA.
∗)Оригинал статьи опубликован в специальном выпуске журнала Int. J.

of Robust & Nonlinear Control: The wider influence of the work of V. A.
Yakubovich. — 2007. — Vol. 17, Issue 5–6. — P. 363–368. Перев. с англ. —
И.А. Макаров.
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различные методологии рассмотрения взаимосвязей между передаточ-
ными функциями и дифференциальными уравнениями, но лемма, впер-
вые предложенная Якубовичем, была доминирующим результатом в
этой области.

В начале 1930-х годов инженер из Южной Африки Отто Брюн
ввел в своей работе, посвященной задаче синтеза пассивных линей-
ных электрических цепей, понятие положительной вещественной функ-
ции. В совершенно другой области, но приблизительно в то же вре-
мя, специалист в области функционального анализа Соломон Бохнер
ввел несколько более общую концепцию «положительно определенных
функций», представляющих собой преобразование Фурье соответству-
ющих положительных вещественных функций Брюна. К началу 1950-х
годов теория синтеза линейных пассивных электрических цепей была
одним из наиболее полно разработанных вопросов электротехники —
по крайней мере, с математической точки зрения. Рациональные по-
ложительные вещественные функции играют центральную роль при
синтезе электрических цепей, поскольку полное сопротивление (им-
педанс) является положительной вещественной функцией и каждая
рациональная положительная вещественная функция может быть ре-
ализована как импеданс некоторой пассивной сети. Несмотря на все
вышесказанное, ко времени разработки KYP-леммы слова о положи-
тельной вещественности не были распространены среди исследователей
в области теории управления.

Представленное в этой работе описание исследований будет сгруп-
пировано вокруг нескольких тем: оптимальное управление, устойчи-
вость, неустойчивость и автономные колебания. К этому списку я до-
бавил привлекающий меньшее внимание вопрос о устойчивости перио-
дических гамильтоновых систем, поскольку эта тема была исследована
в ранних работах профессора Якубовича, а также потому, что в этой
области возможны дальнейшие исследования.

KYP-лемма и линейно квадратичные задачи оптимального
управления. В разработанной в 1940-х годах теории фильтрации
и оценивания исследуется энергетический спектр стационарного
стохастического процесса и используются методы спектральной
факторизации для нахождения оптимального причинного прогноза
(causal predictor). В 1950-х годах некоторые аспекты этой методологии
были использованы при исследовании линейно квадратичных задач
управления, но полученные результаты были быстро забыты, так как
в области оптимального управления стали доминировать более общие
теории. В целях введения необходимых в дальнейшем изложении
обозначений, а также ознакомления читателя с некоторыми основными
фактами, связанными с KYP-леммой, рассмотрим систему ẋ = Ax+ bu
и квадратичные показатели качества (quadratic performance measures)
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вида

η =

∞∫

0

(
xTQx+ 2xTTu+ uTRu

)
dt.

Прибавим и вычтем из η квадратичный член xTK(t)x. В результате
этого получаем эквивалентное представление

η = −xTKx∣∣∞0 +

+

∞∫

0

[
xT uT

] [
K̇ +ATK +KA+Q Kb+ T

bTK + T T R

] [
x
u

]
dt.

Ключевым моментом является то, что если существует матрица K,
удовлетворяющая равенству

K̇ = −ATK −KA− (Kb+ T )R−1(bTK + T T ) +Q,

то выражение для η может быть переписано в терминах подынтеграль-
ной функции, являющейся полным квадратом:

η = −xTKx∣∣∞
0

+

∞∫

0

∥∥∥√R−1(bTK + T T )x+
√
Ru

∥∥∥2
dt.

Очевидно, что если такое представление существует, то для решения
вариационной задачи необходимо u = R−1(bTK + T T )x. Разумеется,
не следует ожидать, что для приведенного квадратичного дифферен-
циального уравнения решение K существует всегда — для этого на
параметры должны быть наложены определенные ограничения. Далее,
если существует состояние равновесия исходной задачи, вышеуказан-
ных решений может быть несколько и среди них необходимо выделить
то, которое определяет соответствующие свойства устойчивости. Для
достижения этой цели решающее значение имеют идеи, связанные
с теоремой Парсеваля.

В частном случае, когда η определяется равенством

η =

∞∫

0

(
(1 + β)u2 − (βcx− u)2

)
dt,

условие существования минимума может быть удобно представлено в
терминах передаточной функции g(s) = c(Is − A)−1b и имеет следую-
щий вид:

1 + β − |βg(iω)− 1|2 � 0 ∀ ω ∈ R.

Этот результат является следствием теоремы Парсеваля, и из него
следует, что для дифференциального уравнения

K̇ = −ATK −KA+ β−1(Kb− c)(Kb− c)T − β2ccT

существует состояние равновесия. Из частотного условия имеем

1 + β − |βg(iω)− 1|2 = β
(
β|g(iω)|2 + g(iω) + g(−iω)

)
.
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Если g(s) положительно вещественна и ограничена на мнимой оси и
если β положительна, то это неравенство будет выплнено при доста-
точно малой β. Пусть K(β) — решение уравнения

−ATK −KA+ β−1(Kb− c)(Kb− c)T − β2ccT = 0.
При стремлении β к нулю получаем K(β)b → cT и ATK + KA <
< 0. В этом случае η = xT (0)K(0)x(0). Искомым является решение
со свойством, заключающимся в том, что собственные значения A −
− bbTK имеют отрицательные вещественные части. Таким образом,
приведенный выше анализ приводит непосредственно к KYP-лемме. 1)

KYP-лемма, спектральная факторизация и квадратичная фор-
мула. KYP-лемму можно рассматривать также и в связи с одной из
основных идей алгебры — решением квадратных уравнений. Даже до
того, как в математике были введены комплексные числа, было извест-
но (в определенном смысле), что для каждого положительного числа
может быть вычислен его квадратный корень и что если дискриминант
b2 − 4ac неотрицателен, то

ax2 + bx+ c = 0 =⇒ x = − b

2a
±
√
b2 − 4ac

2a
.

При обобщении этой идеи с поля вещественных чисел на поле ра-
циональных функций мы приходим к спектральной факторизации.
В случае, когда неизвестной величиной является симметричная мат-
рица, мы должны определить понятие квадратного корня матрицы.
Наконец, в случае матриц, элементами которых являются рациональ-
ные функции и обладающих свойством Φ(s) = ΦT (−s), соответству-
ющим средством исследования становится матричная спектральная
факторизация. В каждом из этих случаев существенную роль играет
какая-либо операция инволюции: x �→ x,x(s) �→ x(−s),X �→ XT или
X(s) �→ XT (−s).

Одной из версий леммы для случая скалярных рациональных функ-
ций может служить следующее утверждение. Если мы имеем для x(s)
уравнение вида

x(s)x(−s) + x(s)b(s) + x(−s)b(−s) + c(s)c(−s) = 0,

где b и c — рациональные функции, и если для всех вещественных ω
мы имеем b(iω)b(−iω)− c(iω)c(−iω) � 0, то существует решение

x(s) = −b(s)± (b(s)b(−s)− c(s)c(−s))+ ,

где обозначение (·)+ (возможно, лучшей записью было бы +
√

(·) ) со-
ответствует разложению четной рациональной функции на множители
r(s)r(−s), где r(s) — рациональная функция от s. В этом случае

b(iω)b(−iω)− c(iω)c(−iω) � 0

1)См. [38] из списка трудов В. А. Якубовича; с. 16–34 в настоящем сбор-
нике. — Прим. ред.-составителя.



Диапазон влияния работ В.А. Якубовича 39

играет роль дискриминанта и можно выбрать единственное решение
при дополнительных условиях, определяющих, например, положение
его нулей и полюсов; при этом x(s) и обратная к ней будут аналитиче-
скими функциями в правой полуплоскости.

С учетом того, что симметричные положительно полуопределенные
матрицы имеют вещественные симметричные квадратные корни, квад-
ратичная формула может быть обобщена по-другому. Наиболее очевид-
ная формулировка квадратичной формулы в терминах симметричных
матриц включает в себя решение уравнения XX + BX +XB + C = 0
методом дополнения до полного квадрата

XX +BX +XB + C = (X +B)(X +B)−B2 + C,

который приводит к решению вида

X = −B ± 2
√
B2 − C .

Легко видеть, что мы имеем условие положительности дискриминанта
B2 − C � 0, сходное с приведенным выше для квадратного уравнения.
Однако, этот случай является не самым интересным направлением
исследований, по крайней мере в контексте наших целей. Как мы
видели выше, «коэффициент» при квадратичном члене может оказаться
вырожденным и/или линейный член может включать несимметричные
матрицы, например, как в случае

KBBTK +ATK +KA+Q = 0.

Оказывается, что для существования вещественных симметричных
решений этого уравнения необходима и достаточна положительность
«частотного дискриминанта»

I −BT (Iiω −A−1)Q(Iiω −A)−1B > 0

и этот факт имеет интересные следствия. В общем случае существу-
ет несколько решений этих матричных квадратных уравнений. Часто
бывает удобно описывать их в терминах собственных чисел матрицы
A−BBTK, а не сигнатуры самой матрицы K.

KYP-лемма и теорема Найквиста. Одним из наиболее исследо-
ванных случаев применения KYP-леммы является проблема устойчи-
вости линейных систем с зависящей от времени обратной связью

ẋ = Ax+ k(t)bcx.

Для анализа случая, когда k является константой, существует кри-
терий Найквиста, который связывает число неустойчивых собствен-
ных значений матрицы A с числом неустойчивых собственных зна-
чений матрицы A − kbc на основании информации о местоположении
{u + iv|u + iv = g(iω);−∞ < ω < ∞}. Разумеется, если k зависит
от времени, необходим какой-то другой критерий и теория Ляпуно-
ва в совокупности с KYP-леммой позволили получить элегантный
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результат, который известен как круговой критерий. В случае использо-
вания этого критерия для установления свойства неустойчивости необ-
ходимо рассмотреть ситуации, в которых частотное условие выполнено,
но условия на собственные значения ослаблены. Пусть K = KT —
вещественная симметричная матрица и σ(K) — ее сигнатура (число
положительных собственных чисел минус число отрицательных соб-
ственных чисел). Введем для произвольной вещественной квадратной
матрицы A обозначение ν(A) — число собственных чисел A с отри-
цательными вещественными частями минус число собственных чисел
этой матрицы с положительными вещественными частями. Заметим,
что если K = KT представляет собой решение уравненияKA+ATK =
= −Q для положительно определенной матрицы Q, то σ(K) = ν(A).
Для того чтобы убедиться в справедливости этого факта, можно, на-
пример, представить K в следующем виде:

K = −
0∫

−∞

[
eA

T tQeAt
]
+
dt+

∞∫

0

[
eA

T tQeAt
]
−
dt,

где [·]+ и [·]− обозначают аддитивную декомпозицию на члены, соответ-
ствующие собственным значениям соответственно с положительными
и отрицательными вещественными частями. Применение этой деком-
позиции позволяет получить следующий результат.

Лемма 1. Рассмотрим управляемую и наблюдаемую систему

ẋ = Ax+ bu; y = cx.

Если
c(Iiω −A)−1b+ bT (−Iiω −AT )−1cT � 0,

то существует симметричная матрица K и вектор d такие, что

ATK +KA = −ddT ; Kb = cT

и σ(K) = ν(A).

Результаты подобного рода позволяют получить обобщение теоремы
Найквиста при наличии неустойчивой части.

Автономные колебания в замкнутых системах. Отправным
пунктом при исследовании этой проблемы является представление
уравнения второго порядка ẍ+ f(ẋ) + x = 0 в векторной форме[

ẋ1
ẋ2

]
=
[

0 1
−1 0

] [
x1
x2

]
+
[

0
−f(x2)

]
.

С учетом того, что производная по времени функции θ = tan−1(x2/x1)
имеет вид ẋ2x1 − ẋ1x2)/(x2

1 + x2
2), можно показать, что

θ̇ = −1− x1f(x2)
x2
1 + x2

2
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и, следовательно, если наложить определенные ограничения на f , ре-
шение в фазовом пространстве системы будет вращаться монотонно.
Обозначим через F (m,n) множество функций со следующими свой-
ствами: это нечетные функции, отображающие числовую прямую на
себя, они дифференцируемы, их производные в x = 0 равны m, они
монотонно возрастают на [0,∞) и стремятся к n в +∞. Если f ∈
∈ F (n,m) при m< 0, n > 0 и |f(x)| < 1, то, используя теорему Брауера
о неподвижной точке можно показать, что система ẍ + f(ẋ) + x = 0
допускает наличие периодических решений.

Проблема обобщения результатов о колебаниях на случай систем
большей размерности обычно непроста́, но для случая систем с обрат-
ной связью ее решение возможно. Рассмотрим систему размерности n:

ẋ = Ax + bf(cx); f ∈ F (n,m).

Предположим, что c(Is − A)−1b — положительно вещественная мат-
рица, ν(A +mbc) = n− 4 и ν(A + nbc) = n. Подобная ситуация соот-
ветствует описанной выше двухмерной системе, для которой в общем
случае точно два собственных числа матрицы A − kbc переходят из
правой полуплоскости в левую при увеличении k от m до n. Если gTx
и hTx — линейные функционалы, то для θ = tan−1(gTx/hTx) имеем

θ̇ =
gT (Ax + bf(cx))hTx− h(Ax+ bf(cx))gTx

(gTx)2 + (hTx)2
.

Это выражение может быть переписано в следующей форме:

θ̇ =
xT (AT ghT − ghTA)x

(gTx)2 + (hTx)2
+
hT bf(cx)− gT bf(cx)

(gTx)2 + (hTx)2
.

Интуитивно ясно, что для того, чтобы получить результат, аналогичный
теореме о колебаниях, следует выбрать g и h из инвариантного под-
пространства, соответствующего неустойчивым собственным числам
матрицы A+mbc. Этот результат при достаточно слабых дополнитель-
ных ограничениях приводит к ситуации, в которой для доказательства
существования автономных колебаний может быть применена теорема
Брауера. 1)

Периодические гамильтоновы системы. В серии статей, начиная
с 1951-го года, 2) Якубович исследовал устойчивость гамильтоновых

1)Подобные результаты можно найти, например, в книге Леонов Г.А., Бур-
кин И.М., Шепелявый А.И. Частотные методы в теории колебаний. Т.1,2. —
СПб.: Изд-во С.-Петербургского ун-та, 1992. (Пер. на англ.: G.A. Leonov,
I.M. Burkin and A.I. Shepelyavyi. Frequency Methods in Oscillation Theory. —
Kluwer, Dordrecht, 1992.) — Прим. ред.-составителя.

2) См. [7, 9–12, 24, 26, 37, 39] из списка трудов В. А. Якубовича; с. 16–34
в настоящем сборнике. — Прим. ред.-составителя.
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систем, которые могут быть записаны в виде дифференциального урав-
нения второго порядка:

ẍ(t) +Q(t)x(t) = 0,

или в терминах матрицы:

J =
[

0 I
−I 0

]
,

и Q = QT в форме ẋ = JQx. Разумеется, эта форма записи включает
частный случай [

ẋ(t)
ṗ(t)

]
=
[

0 I
−Q(t) 0

] [
x(t)
p(t)

]
.

В классических работах Ляпунова, Борга и других исследователей
показано, что нулевые решения уравнения ẍ + q(t)x = 0 нейтрально
устойчивы, если величина q(t) = q(t + T ) достаточно мала по срав-
нению с T и в некотором смысле положительна. Например, одно из
достаточных условий для случая q(t) > 0 было получено Ляпуновым:

T∫

0

q(t)dt � 4/T.

Крейн и Гельфанд–Лидский обобщили некоторые результаты этой тео-
рии на векторный случай в условия предположения, что матрица Q(t) =
= QT (t) = Q(t + T ) является положительно определенной в каждый
момент времени. Существует версия этого результата, при доказа-
тельстве которой используются идеи из частотной теории и которая
приводится ниже.

Теорема 1. Пусть векторное уравнение ẋ = (A − k(t)B)x размерно-
сти 2n представлено в явном виде:[

ẋ1(t)
ẋ2(t)

]
=
[

0 I
−Q− k(t)bbT 0

] [
x1(t)
x2(t)

]
,

где Q + QT — постоянная матрица и k(t) = k(t + T ) > 0. Пусть
q(s)/p(s) = bT (Is−Q)−1b. Тогда корни p(s) + kq(s) — вещественные,
отрицательные и нулевое решение дифференциального уравнения
устойчиво, если средняя величина наибольшего корня многочлена
p(s) + kq(s) меньше 4/T .

Эпилог. В этой короткой статье я предпринял попытку показать
то, как идеи Владимира Андреевича Якубовича вплелись в современ-
ную теорию управления. Я с особым удовольствием воспользовался
шансом заново собрать их в единой статье и в очередной раз показать
насколько сильна может быть взаимосвязь между технологическими,
математическими и научными идеями.
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1. Введение

С большим удовольствием мы представляем эту статью в специ-
альный выпуск журнала, посвященный восьмидесятилетию профессора
В.А. Якубовича, и, пользуясь случаем, поздравляем его с этой датой
и желаем многих лет пребывать в добром здравии. В этой статье рас-
сматриваются, кроме всего прочего, некоторые результаты, связанные с
частотными неравенствами, играющими важную роль в разделе теории
управления, основанном В.А. Якубовичем, и оказавшими огромное
влияние на исследования в области систем и управления.

Функции Ляпунова проникли во многие области прикладной ма-
тематики и, особенно, в теорию систем и в теорию управления. Эта
техника стала основным средством доказательства устойчивости. Од-
нако несмотря на то, что теория систем фокусируется на изучении
«открытых» и «связанных» систем, являющихся средством для иссле-
дования динамики замкнутых систем, ни один из этих аспектов не
присутствует в явном виде в понятии функции Ляпунова. Математи-
ческим понятием, обобщающим функции Ляпунова на случай откры-
тых систем, является понятие «диссипативной системы». Цель этой
статьи заключается в том, чтобы представить современное видение
этой концепции и применить полученные в этой области результаты к
исследованию устойчивости взаимосвязанных систем.

Понятие диссипативной системы, введенное в работе [17], относится
к моделям «вход–состояние–выход» вида

ẋ = f (x,u) , y = h (x,u) .

В определении используются:
(i) функция без памяти, зависящая от переменных входа и выхода,

s (u, y), называемая функцией расхода;
(ii) неотрицательная функция без памяти V (x), зависящая от пере-

менных состояния, называемая функцией запаса, и
(iii) неравенство, связывающее траектории решений системы, функ-

ции расхода и запаса, называемое неравенством диссипации.
Это неравенство показывает, что на некотором интервале времени
увеличение запаса не может превышать значения интеграла от
функции расхода:

V
(
x (t1)

)− V (x (t0)
)

�
t1∫

t0

s
(
u (t) , y (t)

)
dt,

для всех t0 � t1 и всех траекторий
(
u (·) , y (·) ,x (·) ), которые удо-

влетворяют динамическим уравнениям, т. e. таким, что d
dtx(t) =

= f(x(t),u(t)), y(t) = h(x(t),u(t)).
В случае отсутствия входных переменных и s = 0 неравенство дисси-
пации сводится к условию Ляпунова d

dtV
(
x (·) ) � 0. Таким образом,
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понятие диссипативности обобщает функцию Ляпунова на случай «от-
крытых» (незамкнутых) систем. Этот подход нашел множество прило-
жений в различных областях теории систем.

В отношении вышеприведенного определения имеются вопросы.
Один из этих вопросов заключается в том, действительно ли нам
следует стремиться к неотрицательности функции запаса (или, эквива-
лентно, к ее ограниченности снизу). Действительно, существует много
приложений (запасенная энергия в механике, негэнтропия в термо-
динамике), в которых это предположение не является желательным.
С другой стороны, в контексте проблем устойчивости часто необходимо
предполагать, что функция запаса неотрицательна. Поэтому мы будем
уделять особое внимание тем случаям, в которых функция запаса
неотрицательна. Другим вопросом, касающимся этого определения,
является то, что это определение сформулировано в предположении
о разделении на вход и выход переменных, от которых зависит функция
расхода, а также в контексте представления динамической модели
в виде уравнения состояния. Кроме того, это определение предполагает
с самого начала, что функция запаса является функцией от пере-
менных состояния. Как мы ранее отмечали в других работах и еще
раз упомянем это ниже, разделение переменных входа и выхода не
является естественным предположением в случае физических систем
и достоверное знание переменных пространства состояния часто бы-
вает надуманным требованием, например, при исследовании моделей
из первых принципов (first principles model), или в случае примене-
ния к неопределенным системам. Наконец, желательно знать заранее,
является ли функция запаса функцией состояния и если является,
то какой смысл заложен в этом факте. Другим словами, желательно
не предполагать, что функция запаса является функцией состояния,
а формулировать это как утверждение, требующее доказательства.

Введем некоторые используемые в дальнейшем математические обо-
значения. Мы используем стандартные символы R, C, Rn, Rn×m и т. д.
для обозначения соответствующих пространств и надчеркивание будет
обозначать комплексное сопряжение. Если число строк или столбцов не
имеет значения, мы используем R•, R•×n и т. д., R [ξ] обозначает мно-
жество полиномов с вещественными коэффициентами, зависящих от
неизвестной ξ, и R (ξ) обозначает множество вещественных рациональ-
ных функций от неизвестной ξ. R[ζ, η] обозначает множество матриц
с полиномиальными элементами от двух переменных ζ и η. C∞(R,Rn)
обозначает множество бесконечно дифференцируемых функций из R
в Rn. D∞(R,Rn) обозначает подмножество C∞ (R ,Rw), состоящее
из функций с компактным носителем. Мы используем обозначение
| · | для нормы в конечномерном пространстве и ‖ · ‖ для нормы в
функциональном пространстве.

При использовании поведенческого подхода (behavioral) динамиче-
ская система характеризуется своим поведением (behavior). Поведение
представляет собой множество траекторий, удовлетворяющих динами-
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ческим законам системы. Более формально, динамическая система Σ
определяется как тройка Σ = (T,W,B), где T ⊆ R — промежуток
времени, W — пространство сигналов и B ⊆ WT — поведение. 1)
Мотивация и детали этой формулировки могут быть найдены в работах
[16, 18]. Для моделей непрерывного времени поведение динамической
системы обычно определяется множеством решений системы, представ-
ленной в виде дифференциальных (дифференциально-алгебраических)
уравнений.

Понятие динамической системы со скрытыми переменными
является усовершенствованием стандартного понятия динамиче-
ской системы, в котором поведение представлено посредством
введения дополнительных переменных, называемых скрытыми
переменными (latent variables). Более формально, динамическая
система со скрытыми переменными определяется четверкой ΣL =
= (T,W,L,Bfull), где T ⊆ R — промежуток времени, W —
пространство сигналов, L — пространство скрытых переменных и
Bfull ⊆ (W× L)T — полное поведение (full behavior). Bfull состоит
из траекторий (w, 
) : T → W × L, совместимых с законами системы.
В их состав входят явные переменные (manifest variables) w и скрытые
переменные 
. ΣL индуцирует динамическую систему Σ = (T,W,B)
с явным поведением

B =
{
w : T→W

∣∣ ∃ 
 : T→ L такое что (w, 
) ∈ Bfull

}
.

Мотивацией для подобного представления служит тот факт, что для
моделей из первых принципов поведенческие уравнения всегда содер-
жат дополнительные («скрытые») переменные (переменные состояния
для наиболее известных примеров и переменные взаимосвязи — для
наиболее распространенных), которые дополняют множество явных
переменных, описывающих модель. Мы вскоре увидим, что представ-
ление диссипативных систем с использованием скрытых переменных
позволяет весьма эффективно отличить «внешнюю» функцию расхода
от «внутренней» функции запаса.

2. Диссипативные системы

В этом разделе мы дадим новое, «невычурное» определение понятия
диссипативности. Оно будет сформулировано на языке поведений и
абсолютно непосредственным образом. Основная идея заключается в
следующем (см. рис. 1). Предположим, что мы имеем динамическую
систему, осуществляющую обмен ресурсом (энергией, массой или чем-
либо другим в зависимости от рассматриваемой ситуации) со сво-
им окружением. Этот обмен представлен (вещественной) функцией

1)Через WT обозначается множество всевозможных функций w : T →
→ W. — Прим. ред.-составителя.
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Рис. 1. Система и функция расхода.

расхода, которая принимает положительные значения в случае, когда
ресурс поступает в систему. Свойство диссипативности соответствует
тому, что максимальная величина ресурса, поступающего вдоль опре-
деленной траектории системы, ограничена. Более точно, для любой
траектории, начинающейся в определенный момент времени, суммарное
количество расходуемого ресурса, исходящего из системы, не может
быть произвольно большим. Другими словами, ресурс не может быть
превращен системой в бесконечное количество ресурса. Весь ресурс,
который может быть извлечен из системы свыше того объема, что был
ею поглощен, должен в каком-то смысле быть запасенным в системе в
начальный момент времени.

Определение 1. Пусть Σ = (R ,R ,B) — некоторая динамическая
система. Пусть траектория s : R → R , s ∈ B, моделирует скорость
изменения ресурса, поступившего в систему. Система Σ называется
диссипативной, если (i) B ⊆ Lloc (R ,R) и (ii)

∀ s ∈ B и ∀ t0 ∈ R , ∃K ∈ R такая, что −
T∫

t0

s (t) dt � K для T � t0.

В частном случае диссипативность возникает, когда [[ s ∈ B ]] ⇒
⇒ [[

∫t
−∞ s(t′) dt′ � 0 ∀ t ∈ R ]]. Эта ситуация характерна для случаев,

когда все траектории s ∈ B имеют лево-компактный носитель (т. e.
когда система рассматривается как стартующая «из состояния покоя»),
или, в более общей формулировке, когда все s ∈ B интегрируемы на
любой левой полуоси. Вообще говоря, система обладает свойством
диссипативности, если для всех s ∈ B существует s′ ∈ B такая, что
s(t) = s′(t) при t � 0 и

∫t
−∞ s′(t′) dt′ � 0 для всех t ∈ R.

Ниже мы докажем утверждение, заключающееся в том, что это
определение эквивалентно существованию неотрицательной функции
запаса. Понятие функции запаса будет сформулировано на языке пред-
ставления динамических систем с использованием скрытых перемен-
ных.

Определение 2. Пусть ΣL = (R ,R ,R ,Bfull) — динамическая система
со скрытыми переменными. Пусть компонент s : R → R траектории
(s,V ) ∈ Bfull моделирует скорость изменения ресурса, поступившего в
систему, а компонент V : R→R моделирует запасенный ресурс. Функ-
ция V называется функцией запаса, если ∀ (s,V ) ∈ Bfull и ∀ t0, t1 ∈
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∈ R , t0 � t1, выполнено неравенство диссипации

V (t1)− V (t0) �
t1∫

t0

s (t) dt. (1)

Докажем, что диссипативность эквивалентна существованию неот-
рицательной функции запаса.

Утверждение 3. Для того чтобы динамическая система Σ =
= (R ,R ,B) являлась диссипативной, необходимо и достаточно,
чтобы существовало представление динамической системы в скры-
тых переменных ΣL = (R ,R ,R ,Bfull) с явным поведением B таким,
что скрытый компонент пары (s,V ) ∈ Bfull является неотрицатель-
ной функцией запаса.

Доказательство. Необходимость. Пусть ΣL = (R ,R+,R ,Bfull) удо-
влетворяет (1), имеет явное поведение B и V � 0. Пусть s ∈ B. Тогда
∃V такая, что (s,V ) ∈ Bfull и, следовательно,

∀ t0 ∈ R −
T∫

t0

s (t) dt � V (t0)− V (T ) � V (t0) для T � t0.

Это неравенство показывает, что система Σ = (R ,R ,B) диссипативна
(положите K = V (t0) в определении 1).

Достаточность. Обратно, предположим, что Σ = (R ,R ,B) дис-
сипативна. Определим для каждой траектории s ∈ B ассоциированную
траекторию V : R→ R следующим образом:

V (t) = sup
{
−

T∫

t

s (t) dt
∣∣ T � t

}
.

Очевидно, что V � 0 (положите в супремуме T = t). Тогда система
Σ = (R ,R ,B) диссипативна, V (t) <∞ (на самом деле V (t0) � K, где
K такое же, как в определении 1). Следовательно, при определенной
таким образом паре (s,V ) мы получаем представление динамической
системы в скрытых переменных ΣL = (R ,R ,R ,Bfull) с явным поведе-
нием B. Для w ∈ B и t0 � t1 выполнено неравенство

V (t0) = sup
{
−

T∫

t0

s (t) dt
∣∣ T � t0

}
�

� −
t1∫

t0

s (t) dt+ sup
{
−
T∫

t1

s (t) dt
∣∣ T � t1

}
= −

t1∫

t0

s (t) dt+ V (t1) ,

из которого следует неравенство диссипативности. �
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Заметим, что V � 0 по построению в приведенном доказательстве.
Более того, если система стационарна, т. e. если σtB = B для всех t ∈R
(σt обозначает обратный сдвиг по времени на t: (σtf) (t′) := f(t′ + t)),
то полученное полное поведение для пары (s,V ) также инвариантно
по времени. Нам не известно простое условие для существования
любой функции запаса (не обязательно неотрицательной, или, что
эквивалентно, не обязательно ограниченной снизу). Мы формулируем
этот вопрос как нерешенную задачу.

Задача 1. При каких условиях на поведение стационарной динами-
ческой системы Σ = (R ,R ,B) существует инвариантное по времени
представление динамической системы в скрытых переменных ΣL =
= (R ,R ,R ,Bfull) с явным поведением B, такое, что скрытый компо-
нент пары (s,V ) ∈ Bfull представляет собой функцию запаса, т. e. такое,
что справедливо неравенство диссипации?

3. Квадратичные дифференциальные формы
в качестве функций расхода

Определение 1 является понятным и четким определением дис-
сипативности. В нем говорится только о скорости расхода ресурса,
поступающего в систему или извлекаемого из нее, что естественно
приводит к предложенной формулировке определения диссипативности.
В связи с этим возникают следующие вопросы: Не является ли это
определение слишком общим? Совместимо ли оно с леммой Калмана–
Якубовича–Попова (KYP-леммой) и понятиями положительной ве-
щественности и ограниченной вещественности? Как оно выглядит в
линейно-квадратичном случае? Эффективно ли оно при исследовании
проблем устойчивости?

В этом разделе мы рассмотрим ситуацию, когда функция расхода
определяется квадратичной формой от векторнозначных траекторий
и их производных. Начать, однако, удобно с того, чтобы напомнить
некоторые основные понятия и обозначения, связанные с линейны-
ми стационарными дифференциальными системами. Линейной ста-
ционарной (time-invariant) дифференциальной системой называется
динамическая система Σ = (R ,W,B), где W = Rw — конечномерное
(вещественное) векторное пространство, поведение которой состоит из
решений системы дифференциальных уравнений вида

R0w +R1
d

dt
w + ...+Rn

dn

dtn
w = 0,

где R0,R1, ... ,Rn — матрицы соответствующей размерности, определя-
ющие параметры системы, и w : R → R — вектор траекторий систе-
мы. Вышеприведенную систему дифференциальных уравнений удобно
представить с использованием полиномиальной матрицы R

(
d
dt

)
w = 0,

где R(ξ) = R0 +R1ξ + ...+Rnξ
n ∈ R•×w[ξ] — вещественная полиноми-
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альная матрица с w столбцами. Поведение системы определяется как
множество решений этой системы дифференциальных уравнений, т. e.

B =
{
w : R→ Rw

∣∣∣∣R(
d

dt

)
w = 0

}
.

Вопрос о точном определении всех этих понятий для случая, когда
w : R→Rw должно быть решением R

(
d
dt

)
w = 0, имеет второстепенное

значение. Для целей этой статьи удобно рассматривать решения в
C∞ (R ,Rw). Это требует большей гладкости, чем необходимо, но это
позволит избежать преодоления трудностей, которые не имеют непо-
средственного отношения к вопросам, затрагиваемым в этой статье.
Поскольку B представляет собой ядро дифференциального оператора
R( ddt), мы часто будем писать B = ker

(
R
(
d
dt

))
и называть отноше-

ние R
(
d
dt

)
w = 0 ядерным представлением соответствующей линейной

стационарной дифференциальной системы. Обозначим это множество
дифференциальных систем или их поведений символом L• или симво-
лом L w, когда число переменных равно w.

Существует множество результатов, касающихся линейных стацио-
нарных дифференциальных систем. В работах [16, 18] даны основные
определения, доказательства и другая детальная информация. Для
целей этой статьи важными являются следующие факты.

1. Справедлива теорема об исключении, в которой утверждается,
что явное поведение R

(
d
dt

)
w = M

(
d
dt

)

, где R,M ∈ R•×•[ξ], само

является элементом L•.
2. Система из L• является управляемой (в смысле соответствую-

щего определения, предложенного в рамках поведенческого подхода),
если и только если она допускает образное представление (image
representation) w = M

(
d
dt

)

, т. e. ее поведение определяется отношени-

ем 1) B = im
(
M

(
d
dt

))
для некоторого M ∈ R•×•[ξ].

3. Каждая система из L w допускает покомпонентное разделение
вход–выход, конечномерное представление в пространстве состоя-
ний, и представление вход–состояние–выход.

Определение 4. Квадратичная дифференциальная форма (КДФ) —
это конечная сумма квадратичных выражений от векторных функций
w ∈ C∞ (R ,Rw) и их производных:

Σr,k

(
d r

dt r
w

)�
Φr,k

(
d k

dt k
w

)
,

где Φr,k ∈ Rw×w. Заметим, что это выражение определяет отображение,
действующее из C∞ (R,Rw) в C∞ (R,R) .

1) Через im(A) обозначен образ линейного оператора A, т. e. множество
векторов {y : y = Ax, x ∈ X}, где X — область определения A. — Прим. ред.-
составителя.
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Использование полиномиальных матриц, зависящих от двух пе-
ременных, позволяет применить компактные обозначения и удобные
методы вычислений, принятые в теории КДФ. Введем полиномиальную
матрицу от двух переменных Φ, определяемую равенством

Φ (ζ, η) = Σr,k Φr,kζ
rη k,

и обозначим выражение в определении 4 через QΦ (w). Тогда

QΦ : C∞ (R,Rw)→ C∞ (R,R) ,

w �→ QΦ (w) := Σr,k
(
d r

dt rw
)�

Φr,k

(
d k

dt kw
)
.

Символом Φ� обозначим определяемую равенством Φ� (ζ, η) := Φ� (η, ζ)
дуальную к Φ матрицу; Φ ∈Rw×w[ζ, η] называется симметричной, если
Φ = Φ�. Очевидно, QΦ (w) = QΦ� (w) = Q 1

2 (Φ+Φ�) (w) и, следовательно,
мы можем без потери общности предположить, что Φ симметрична.
КДФ QΦ называется неотрицательной (далее будет использоваться
обозначение QΦ � 0), если QΦ (w) (0) � 0 для всех w ∈ C∞ (R ,Rw).
Квадратичные дифференциальные формы были детально исследованы
в работе [20].

Введем для матрицы Φ = Φ� ∈ Rw×w[ζ, η], Φ (ζ, η) = Σr,k Φr,kζ
rη k,

матрицу

Φ̃ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Φ0,0 Φ0,1 · · · Φ0,k · · ·
Φ1,0 Φ1,1 · · · Φ1,k · · ·
...

...
...
...
...

...
...
...
...

Φr,0 Φr,1 · · · Φr,k · · ·
...

...
...
...
...

...
...
...
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Бесконечномерная матрица Φ̃ является симметричной, и лишь конечное
число ее элементов не равны нулю. Рассмотрим числа ее положи-
тельных и отрицательных собственных значений и ее ранг. Поскольку
эти величины однозначно определяются матрицей Φ, введем для них
соответствующие обозначения π (Φ), ν (Φ) и rank (Φ) = π (Φ) + ν (Φ).
Матрица Φ̃ может быть представлена в виде следующего разложения:
Φ̃ = F̃+

�F̃+ − F̃−�F̃−, где F̃+ и F̃− — матрицы с бесконечным числом
столбцов, но конечным числом строк. Число строк в этих матрицах
равно F̃+ и F̃− и в качестве значений этих чисел могут быть приняты
соответственно π (Φ) и ν (Φ): rowdim(F̃+) = π (Φ) и rowdim(F̃−) =

= ν (Φ), если и только если строки матрицы F̃ =
[
F̃+

F̃−

]
линейно неза-

висимы над R. Определим F+ (ξ) = F̃+

[
Iw Iwξ Iwξ

2 · · ·]�, F− (ξ) =
= F̃−

[
Iw Iwξ Iwξ

2 · · ·]�. Тогда можно получить разложение Φ (ζ, η) =
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= F+
� (ζ)F+ (η) − F−� (ζ)F− (η), где F+ ∈ R•×w[ξ],F− ∈ R•×w[ξ] и,

следовательно, справедливо разложение КДФ:

QΦ (w) =
∣∣∣∣F+

(
d

dt

)
w

∣∣∣∣2 − ∣∣∣∣F−

(
d

dt

)
w

∣∣∣∣2 .
Линейная (управляемая) стационарная дифференциальная система

с образным представлением[
f+

f−

]
=

[
F+

(
d
dt

)
F−

(
d
dt

)]w
будет играть важную роль в последующем изложении. С внесением
в рассуждения необходимых изменений вышеприведенный результат
может быть обобщен и на случай несимметричной Φ ∈Rw×w[ζ, η] путем
замены Φ на ее симметричную часть 1

2 (Φ + Φ∗). Далее в симметричном
и несимметричном случаях мы будем использовать одинаковые обозна-
чения: π (Φ) = π

(
1
2 (Φ + Φ∗)

)
и ν (Φ) = ν

(
1
2 (Φ + Φ∗)

)
.

В линейно-квадратичном случае диссипативность влечет представ-
ление функции расхода в виде КДФ. Рассмотрим динамическую систе-
му с поведением B, определяемым полиномиальной матрицей от двух
переменных Φ ∈ Rw×w[ζ, η]:

B =
{
s : R→ R

∣∣∃w ∈ C∞ (R ,Rw) , такая что s = QΦ (w)
}
.

Поскольку это поведение представляет собой образ отображения QΦ,
мы обозначим его через im (QΦ). Полученная таким образом система
ΣΦ :=

(
R ,R , im (QΦ)

)
стационарна, но очевидно является нелинейной.

Нам не известно более непосредственно способа определения
системы с поведением, определяемым КДФ. Мы формулируем
соответствующую задачу как открытую проблему.

Задача 2. При наложении каких условий на B ⊆ C∞ (R,R) существует
полиномиальная матрица Φ ∈ Rw×w[ζ, η] такая, что B = im (QΦ)?

Далее мы рассмотрим задачу, в которой необходимо определить
требования к полиномиальной матрице Φ, такие что система ΣΦ =
=

(
R ,R , im (QΦ)

)
является диссипативной. В статье [20] детально

рассматривается этот вопрос. Полученные нами результаты основаны
на традиционном подходе, изложенном в работах В.А. Якубовича [21],
[22], В.М. Попова [8] и Р. Калмана [4]. В первую очередь мы докажем
следующее необходимое условие диссипативности.

Утверждение 5.

[[ ΣΦ =
(
R ,R , im (QΦ)

)
диссипативна ]]⇒

⇒ [[ Φ
(
λ,λ

)
+ Φ� (

λ,λ
)

� 0 ∀λ ∈ C,Re (λ) � 0 ]]⇒
⇒ [[ Φ (iω,−iω) + Φ� (−iω, iω) � 0 ∀ ω ∈ R ]].
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Доказательство. Предположим, что Φ = Φ�. Обозначим символом ∗
операцию транспонирования и комплексного сопряжения. Рассмотрим
для КДФ комплексное расширение QΦ:

QC
Φ : w ∈ C∞ (R,Cw) �→ Σr,k

(
d r

dt r
w

)∗
Φr,k

(
d k

dt k
w

)
∈ C∞ (R,R) .

Заметим, что для w1,w2 ∈ C∞ (R ,Rw), QC
Φ (w1 + iw2) = QΦ (w1) +

+ QΦ (w2). Тогда
(
R ,R , im (QΦ)

)
диссипативна, если и только если

этим свойством обладает
(
R ,R , im

(
QC

Φ

) )
. Таким образом, при до-

казательстве этого утверждения мы можем рассматривать также и
комплексные w.

Пусть a ∈Cw, λ0 ∈C и w0 : t ∈R �→ eλ0ta ∈Cw. Тогда QC
Φ (w0) (t) =

= a∗Φ
(
λ0,λ0

)
a e(λ0+λ0)t ∈ R. Если ΣΦ =

(
R ,R , im (QΦ)

)
диссипа-

тивна, то из λ0 + λ0 � 0 должно следовать a∗Φ
(
λ0,λ0

)
a � 0, что и

доказывает утверждение. �
Ранее мы убедились в том, что любая КДФ может быть представ-

лена в виде разложения

QΦ (w) =
∣∣∣∣F+

(
d

dt

)
w

∣∣∣∣2 − ∣∣∣∣F−

(
d

dt

)
w

∣∣∣∣2 .
Определим F =

[
F+

F−

]
∈ R•×w[ξ]. Легко видеть, что для системы ΣΦ =

=
(
R ,R , im (QΦ)

)
с Φ ∈ Rw×w[ζ, η] мы всегда можем предположить,

что rank (F ) = w в том смысле, что существует Φ′ ∈ Rw′×w′ [ζ, η] такая,

что im (QΦ′) = im (QΦ) и rank (F ′) = w′, где F ′ =
[
F ′

+
F ′
−

]
соответствует

разложению QΦ′ (w′) = |F ′
+

(
d
dt

)
w′|2 − |F ′

−
(
d
dt

)
w′|2. Предположим, что

rank(Φ) = w. Тогда с использованием утверждения 5 можно показать,
что при диссипативности системы мы всегда можем предполагать
π(Φ) � w. Особый интерес вызывает ситуация, когда имеется мини-
мальное количество положительных собственных значений: π(Φ) = w.
В этом случае F+ — квадратная матрица, det (F+) = 0 и мы можем
получить полную характеристику диссипативности для КДФ.

Напомним определение L∞- и H∞-норм для G ∈ R (ξ)•×•:

‖G‖L∞ := sup
{|G (iω) | ∣∣ ω ∈ R

}
,

‖G‖H∞ := sup
{|G (s) | ∣∣ s ∈ C,Re (s) � 0

}
,

где | · | — матричная норма, порожденная евклидовой нормой. Заметим,
что ‖G‖L∞ <∞, если и только если G является собственной функцией
и не имеет полюсов на мнимой оси; кроме того, ‖G‖H∞ < ∞, если и
только если G является собственной функцией и не имеет полюсов на
замкнутой правой половине комплексной плоскости.



54 Я.К. Виллемс и К. Такаба

Теорема 6. Рассмотрим Φ ∈ Rw×w[ζ, η]. Предположим, что
1
2 (Φ + Φ�) определяется в терминах F+,F− ∈ R•×w[ξ] в виде
F+

� (ζ)F+ (η) − F−� (ζ)F− (η), где F+ ∈ Rw×w[ξ], F− ∈ R•×w[ξ] и
det (F+) = 0. Определим G ∈ R(ξ)•×w через G = F−F+

−1. Тогда
следующие утверждения эквивалентны.

(i) ΣΦ =
(
R ,R , im (QΦ)

)
диссипативна.

(ii) Существует Ψ ∈ Rw×w[ζ, η],QΨ � 0 такая, что d
dtQΨ (w) �

� QΦ (w) ∀w ∈ C∞ (R ,Rw) .
(iii)

∫0
−∞ QΦ (w) dt � 0 ∀w ∈ C∞ (R ,Rw) с компактным носителем.

(iv) Φ
(
λ,λ

)
+ Φ� (

λ,λ
)

� 0 ∀ λ ∈ C, Re (λ) � 0.
(v) ‖G‖H∞ � 1.

Доказательство. Эквивалентность (ii), (iii), (iv) и (v) доказана в
работе [20, теорема 6.4].

(ii) ⇒ (i). Рассмотрим систему со скрытыми переменными
(R ,R ,R ,Bfull), где

Bfull =
{
(s,V ) : R→ R×R

∣∣ ∃w ∈ C∞ (R ,Rw) такое что

(s,V ) =
(
QΦ (w) ,QΨ (w)

)}
.

В качестве явного поведения этой системы со скрытыми переменными
фигурирует im (QΦ). Более того, из (ii) следует, что функция V явля-
ется неотрицательной функцией запаса. Тогда импликация (ii) ⇒ (i)
непосредственно следует из утверждения 2.

(i) ⇒ (v). Для упрощения записи предположим, что Φ = Φ�.
С учетом утверждения 5,

Φ
(
λ,λ

)
= F+

� (λ)F+

(
λ
)− F−� (λ)F−

(
λ
)

� 0 ∀λ ∈ C, Re (λ) � 0.

Тогда G� (λ)G
(
λ
)

� I ∀λ ∈ C, Re (λ) � 0, что эквивалентно
‖G‖H∞ � 1. �

Теорема 6 применима во всех ситуациях, когда положительная
сигнатура матрицы Φ равна ее размерности w. В следующей теореме
рассматривается другая ситуация.

Теорема 7. Предположим, что Φ ∈ Rw×w[ζ, η] задается равенством
Φ (ζ, η) = F�

1 (ζ)F2 (η) с F1,F2 ∈ Rw×w[ξ] и det (F1) = 0. Определим
G ∈ R (ξ)w×w как G = F2F

−1
1 . Тогда следующие утверждения эквива-

лентны.
(i) ΣΦ =

(
R ,R , im (QΦ)

)
диссипативна.

(ii) Существует Ψ ∈ Rw×w[ζ, η], QΨ � 0 такая, что d
dtQΨ (w) �

� QΦ (w) ∀w ∈ C∞ (R ,Rw) .

(iii)
∫0
−∞ QΦ (w) dt � 0 ∀w ∈ C∞ (R ,Rw) с компактным носи-
телем.

(iv) G положительно вещественна, т. e. G(λ) + G�(λ) � 0 для
Re (λ) > 0.
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Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 6,
поэтему мы опустим его детали. Разумеется, ситуации, рассматрива-
емые в теоремах 6 и 7, очень близки, и в этом можно убедиться,
раасмотрев соотношение(
F�

1 (ζ)F2(η) + F�
2 (ζ)F1(η)

)
=

= 1
2 (F1(ζ) + F2(ζ))

� (F1(η) + F2(η))− (F1(ζ)− F2(ζ))
� (F1(η)− F2(η)) ,

из которого следует, что теорема 6 является более общим случаем.

4. Функция запаса как функция состояния

Для установления связи между понятием диссипативности и KYP-
леммой следует использовать результаты, позволяющие установить
связь между функциями запаса и состояния. Предположим, что пове-
дение B ∈ L w определяется в терминах скрытых переменных x соотно-
шением

Bw +Ax+ E
d

dt
x = 0,

где A,B,E ∈ R•×• — постоянные матрицы. Переменные x называ-
ются переменными состояния. Обычно представление в переменных
состояния определяется не так, как это было сделано выше, а с
использованием свойства «расщепления» (splitting property). Однако
можно показать, что адекватное определение переменных состояния
[18] эквивалентно существованию представления с использованием со-
ответствующего дифференциального уравнения, порядок которого по
переменным x равен единице, а по переменным w — нулевой.

Разложение QΦ в виде QΦ(w) = |F+( ddt )w|2 − |F−( ddt)w|2 позволяет
получить представление КДФ в переменных состояния следующим
образом. Пусть Bf + Ax + E d

dtx = 0 — представление в переменных
состояния системы, изначально имеющей образное представление

f =
[
f+
f−

]
=

[
F+( ddt)
F−( ddt )

]
w.

Тогда соотношения

B

[
f+
f−

]
+Ax+ E

d

dt
x = 0, s = |f+|2 − |f−|2

дают представление QΦ в переменных состояния. 1) В действитель-
ности, путем дальнейшего покомпонентного разделения переменных
f+ и f− на переменные входа и выхода, мы можем получить в конце

1)См. определение 1, с. 47. — Прим. ред.-составителя.
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концов следующее представление КДФ в переменных входа–
состояния–выхода:

d
dtx = Ax+B

[
u+

u−

]
,

[
y+
y−

]
= Cx+D

[
u+

u−

]
,

s = |u+|2 + |y+|2 − |u−|2 − |y−|2.
В работе [13] понятие состояния было связано с понятием функции

запаса. Предположим, что QΨ удовлетворяет неравенству диссипации

d

dt
QΨ(w) � QΦ(w) ∀w ∈ C∞ (R ,Rw) .

Тогда можно показать, что QΨ в действительности представляет собой
функцию состояния без памяти, т. e. существует матрица K ∈ R•×•
такая, что[[([

f+
f−

]
,x
)

удовлетворяет B
[
f+
f−

]
+Ax+ E d

dtx = 0

и
[
f+
f−

]
=
[
F+( ddt)
F−( ddt )

]
w

]]
⇒ [[

QΨ(w) = x�Kx
]]
.

Более того, если QΨ � 0, то K может быть приведена к симметричной
и неотрицательно определенной форме представления: K = K� � 0.

Суммируя все вышеизложенные результаты, сформулируем семь
утверждений, касающихся системы ΣΦ =

(
R ,R , im (QΦ)

)
, определен-

ной КДФ.
(i) ΣΦ диссипативна.
(ii) ΣΦ допускает представление в скрытых переменных с неотрица-

тельной функцией запаса.
(iii) ΣΦ допускает представление в скрытых переменных с неотрица-

тельной КДФ в качестве функции запаса.
(iv) ΣΦ допускает представление в скрытых переменных с неотри-

цательной функцией состояния без памяти в качестве функции
запаса.

(v) ΣΦ допускает представление в скрытых переменных с неотрица-
тельной квадратичной функцией состояния без памяти в качестве
функции запаса.

(vi)
∫0
−∞ QΦ (w) dt � 0 ∀w ∈ C∞ (R ,Rw) с компактным носителем.

(vii) Для Φ выполнены частотное условие и матричное условие Пика
(Pick matrix condition), приведенные в работе [20, условие 3
теоремы 9.3].

Можно показать, что выполнены следующие импликации: (i) ⇔
(ii) ⇐ (iii) ⇔ (iv) ⇔ (v) ⇔ (vi) ‘⇔’ (vii) (‘⇔’), поскольку имеются
дополнительные предположения для (vii)). В связи с этим возникает
вопрос: если (ii) ⇒ (iii), т. e. если функция расхода представлена
в виде КДФ, то существование неотрицательной функции запаса
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эквивалентно существованию неотрицательной функции запаса,
имеющей представление в виде КДФ. Мы высказываем предположение,
что это утверждение справедливо. Формулируя его в терминах
квадратичных дифференциальных форм, мы получаем следующую.

Гипотеза. Следущие два утверждения для Φ ∈ Rw×w[ζ, η] эквивален-
ты.

1.
∫0
−∞ QΦ (w) dt � 0 ∀w ∈ C∞ (R ,Rw) с компактным носите-
лем.

2. ∀w ∈ C∞ (R ,Rw) ∃K ∈ R такая, что − ∫T
0 QΦ (w) dt �

� K ∀T � 0.
Из первого утверждения следует второе. Действительно, пусть

w ∈ C∞ (R ,Rw) и выберем v ∈ C∞ (R ,Rw) с лево-компактным носите-
лем (left compact support), такую что v(t) = w(t) для t � 0. Если первое
утверждение верно, то

T∫

−∞
QΦ (v) dt � 0 ∀T � 0.

Тогда для T � 0

−
T∫

0

QΦ (w) dt =

T∫

0

QΦ (v) dt �
0∫

−∞
QΦ (v) dt.

Это доказывает второе утверждение. Осталось доказать справедли-
вость обратной импликации. �

Если условие теоремы 6 на сигнатуру π(Φ) = dim(Φ) выполнено,
можно легко показать, что эти два утверждения эквивалентны, так
как в действительности частотное условие (vii) более строгое, нежели
условие на H∞-норму.

Полезно сравнить рассматриваемый случай с ситуацией, когда неот-
рицательность функции запаса не требуется. Эта проблема рассмотрена
В.А. Якубовичем в работе [21]. Рассмотрим шесть утверждений, каса-
ющихся системы ΣΦ =

(
R ,R , im (QΦ)

)
, определяемой КДФ.

(ii)′ ΣΦ допускает представление в скрытых переменных с функцией
запаса.

(iii)′ ΣΦ допускает представление в скрытых переменных с КДФ в
качестве функции запаса.

(iv)′ ΣΦ допускает представление в скрытых переменных с функцией
состояния без памяти в качестве функции запаса.

(v)′ ΣΦ допускает представление в скрытых переменных с квадратич-
ной функцией состояния без памяти в качестве функции запаса.

(vi)′
∫+∞
−∞ QΦ (w) dt � 0 ∀w ∈ C∞ (R ,Rw) с компактным носителем.

(vii)′ Φ (iω,−iω) + Φ� (−iω, iω) � 0 ∀ ω ∈ R .
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Можно показать, что выполнены следующие импликации: (ii)’ ⇐
⇐ (iii)’ ⇔ (iv)’ ⇔ (v)’ ⇔ (vi)’ ⇔ (vii)’. В связи с этим возникает
вопрос: если (ii)’ ⇒ (iii)’, т. e. если функция расхода представлена
в виде КДФ, то существование функции запаса эквивалентно суще-
ствованию функции запаса, имеющей представление в виде КДФ. Мы
высказываем предположение, что это утверждение также справедливо,
однако неясно, как можно его «не-экзистенциально» сформулировать в
терминах квадратичных дифференциальных форм.

5. Линейные системы и квадратичные функции
расхода

Теория, представленная в предыдущих двух разделах, применима
не только к функциям запаса, представленным КДФ, действующей на
свободный сигнал w ∈ C∞ (R ,Rw), т. e. к функциям расхода вида s =
= QΦ (w). В действительности эта теория может быть использована
и для анализа всех ситуаций, когда имеется КДФ, действующая на
переменные, эволюция которых определяется линейной управляемой
стационарной дифференциальной системой, и когда функции расхода,
действующие на эти переменные, представлены в виде квадратичных
выражений, включающих полиномы или рациональные функции.

Поясним вышесказанное. Рассмотрим случай переменных, поведе-
ние которых во времени определяется линейной системой с поведением
B ∈ L w. Существует множество моделей подобного типа, и одной из
самых известных является модель, в которой эволюция переменных
определяется линейными дифференциальными уравнениями с постоян-
ными коэффициентами: R

(
d
dt

)
w = 0, где R ∈ R•×w[ξ]. Другая часто

встречающаяся модель может быть сведена к модели, в которой w
зависит от дополнительных переменных (например от переменных со-
стояния, как в широко используемых моделях пространства состояний):
R
(
d
dt

)
w = M

(
d
dt

)

, где R,M ∈ R•×•[ξ].

Заметим, что при соответствующей интерпретации понятия реше-
ния этих систем мы можем также рассмотреть уравнения, включа-
ющие рациональные функции. Действительно, пусть R ∈ R (ξ)•×w и
рассмотрим «дифференциальное уравнение» R

(
d
dt

)
w = 0. Что мо-

жет быть интерпретировано как его поведение, т. e. что может
быть интерпретировано как его множество решений? Поскольку
R является матрицей рациональных функций, определение понятия
решений такого уравнения не представляется очевидной проблемой.
Это может быть сделано в терминах разложений на ко-простые мно-
жители следующим образом. R может быть представлена виде разло-
жения R = P−1Q, где P ∈ R•×•[ξ] — квадратная матрица, det (P ) =
= 0,Q ∈ R•×w[ξ] и (P ,Q) — левая ко-простая пара. Определим пове-
дение R

(
d
dt

)
w = 0 как поведение Q

(
d
dt

)
w = 0, т. e. как ker

(
Q
(
d
dt

))
.

Легко видеть, что это поведение не зависит от вышеприведенного
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разложения. Можно действовать иначе: запишем R = P +G, где P —
полиномиальная матрица и G — строго собственная матрица, полу-
чить управляемое/наблюдаемое представление передаточной матрицы
G(s) = C(Is − A)−1B и рассмотреть поведение, определяемое d

dtx =
= Ax+Bw, 0 = Cx+ P ( ddt)w. Тогда R

(
d
dt

)
w = 0, где R ∈ R (ξ)•×w —

матрица рациональных функций, представляет собой вполне опреде-
ленное поведение в L w. Очевидно, что имея этот результат, мы можем
использовать теорему об исключении и доказать, что явное поведение
системы со скрытыми переменными R

(
d
dt

)
w = M

(
d
dt

)

, где R,M ∈

∈ R (ξ)•×•, также принадлежит L w.
Из всего вышесказанного следует, что поведение классических мо-

делей линейных систем

d

dt
x = Ax+Bu, y = Cx +Du, w =

[
u
y

]
где A,B,C,D — матрицы и

y = Gu, w =
[
u
y

]
,

где G — передаточная матрица рациональных функций, принадлежит
L w. Эти две ситуации являются частными случаями модели более об-
щего вида, в представлении которой используются скрытые переменные
и рациональные функции

R

(
d

dt

)
w = M

(
d

dt

)

,

где R,M ∈ R (ξ)•×• — матрицы рациональных функций (не обязатель-
но собственные).

Следует отметить, что система, определенная передаточной функ-
цией y = G( ddt )u, w = (u, y) автоматически является управляемой.
Передаточные функции не подходят для исследования неуправляемых
систем. Основное отличие случая, когда в y = G( ddt )u матрица G
является полиномиальной, от случая, когда элементами этой матрицы
являются рациональные функции, заключается в том, что в первом
случае существует единственный выход y, соответствующий каждому
входу u ∈ C∞ (R ,Rm), а во втором случае подобного однозначного
соответствия не существует (несмотря на многочисленные ссылки в
литературе, в которых говорится о том, что передаточная функция
определяет отображение множества входов в множество выходов). На-
конец, поведение w, определяемое равенством w = M( ddt )
, где M ∈
∈ R (ξ)w×•, всегда управляемое.

Далее, предположим, что функция расхода представлена в виде
квадратичного выражения, например, s = |w1|2 − |w2|2 или s = w�

1 w2,
где w1 и w2 связаны с переменными рассматриваемой системы w таким
образом, что совокупное поведение (w,w1,w2) является элементом L•.
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Соотношение между этими переменными может быть задано линейны-
ми дифференциальными уравнениями, рациональными передаточными
функциями, дополнительными переменными и т. п. Мы можем полу-
чить соответствующую КДФ, если надлежащим образом определим w1
и w2, например:

w1 =
(
w,

d

dt
w,

d2

dt2
w, ...

)
,

w2 =
(

Σk Φ0,k
dk

dtk
w,Σk Φ1,k

dk

dtk
w,Σk Φ2,k

dk

dtk
w, ...

)
,

и положим s = w�
1 w2. С другой стороны, w1 и w2 могли бы быть опре-

делены также равенствами w1 = G1( ddt )w,w2 = G2( ddt)w, где G1,G2 ∈
∈ R (ξ)•×w и w ∈ B, B ∈ L w, или, иначе, равенствами F1( ddt)w1 =
= G1( ddt )w, F2( ddt)w2 = G2( ddt)w, где F1,G1,F2,G2 ∈ R (ξ)•×• (не обя-
зательно собственные).

Предположим, что совокупное поведение переменных (w1,w2) (все
остальные переменные исключены) при s = |w1|2 − |w2|2 или s = w�

1 w2
управляемо. Тогда существует образное представление[

w1

w2

]
=

[
M1

(
d
dt

)
M2

(
d
dt

)]w,

приводящее к тому, что s = | (M1
(
d
dt

)
w
) |2 − | (M2

(
d
dt

)
w
) |2 или s =

=
(
M1

(
d
dt

)
w
)� (

M2
(
d
dt

)
w
)
, w ∈ C∞ (R ,Rw) . Следовательно, эти

функции расхода также являются КДФ.
Из всего вышесказанного следует, что рассматриваемая ситуация

действительно носит общий характер и характеризуется тем, что име-
ются линейные дифференциальные соотношения, квадратичные функ-
ции расхода и предположение об управляемости. Однако приходится
признать, что задача переформулировки условий, например, теорем
6 и 7, таким образом, чтобы функция расхода в этих условиях не
была непосредственно представлена в виде «чистой» КДФ, является
непростой.

В литературе, касающейся линейно-квадратичной задачи, рассмат-
ривается представление системы в пространстве состояний

d

dt
x = Ax+Bu, s = u�Ru+ u�Lx+ x�Qx.

Однако исследовать соответствующую КДФ можно также и путем
анализа (симметричных) полиномиальных матриц Φ ∈ Rw×w[ζ, η], зави-
сящих от двух параметров.

В заключении этого раздела мы упомянем два очевидных результа-
та, касающихся функции расхода, определяемой рациональными пере-
даточными функциями.
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Теорема 8. Рассмотрим функцию расхода s, заданную равенством
s = |f+|2 − |f−|2, где f+, f− определяются передаточными функ-
циями f+ = F+( ddt )w, f− = F−( ddt)w, w ∈ C∞ (R ,Rw), где F+ ∈
∈ R (ξ)w×w , F− ∈ R (ξ)•×w и det (F+) = 0. Определим G ∈ R (ξ)•×w

равенством G = F−F+
−1. Тогда полученная система диссипативна,

если и только если ‖G‖H∞ � 1.

Теорема 9. Рассмотрим функцию расхода s, заданную равенством
s = f�

1 f2, где f1, f2 определяются передаточными функциями f1 =
= F1( ddt )w, f2 = F2( ddt)w, w ∈ C∞ (R ,Rw), где F1,F2 ∈ R (ξ)w×w и
det (F1) = 0. Определим G ∈ R (ξ)w×w равенством G = F2F

−1
1 . Тогда

полученная система диссипативна, если и только если G положи-
тельно вещественная.

Эти теоремы являются непосредственными следствиями теорем
6 и 7.

Наряду с КДФ существуют и другие квадратичные формы на
C∞ (R ,Rw) и D (R ,Rw), которые играют важную роль в линейно-
квадратичной теории. Для полноты изложения мы приведем здесь один
пример.

Определение 10. Квадратичная интегральная форма (КИФ) опре-
деляется матрицей рациональных функций Π ∈ R (ξ)w×w, не имеющих
полюсов на мнимой оси, как отображение

IΠ : w ∈ D (R ,Rw) �→ 1
2π

+∞∫

−∞
ŵ(−iω)�Π(iω)ŵ(iω) dω ∈ R ,

где ŵ обозначает преобразование Фурье для w.

IΠ — инвариантная относительно сдвига квадратичная форма на
D (R ,Rw). Квадратичные дифференциальные и интегральные формы
(и их версии, заданные на полуоси) тесно связаны друг с другом. Эта
связь является одной из основных тем, рассматриваемых в работе [20]
в случае, когда Π — чисто полиномиальная. В настоящей статье эта
связь рассматриваться не будет.

6. Устойчивость систем

Проблема устойчивости является одной из основных в прикладной
математике. Она имеет особенно важное значение в теории управления,
одна из центральных задач которой заключается в построении регули-
руемой системы с соблюдением требования ее устойчивости при нали-
чии возмущений. Проблема робастной устойчивости будет рассмотрена
в оставшейся части этой статьи.
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Как математический вопрос в теории управления проблема устойчи-
вости впервые возникла при исследовании линейных скалярных диф-
ференциальных уравнений с постоянными коэффициентами и была
рассмотрена в работе Максвелла [5]. Система, описываемая уравне-
нием p

(
d
dt

)
w = 0, где p ∈ R[ξ], называется устойчивой, если все ее

траектории сходятся к 0 при t → ∞. Максвелл связал устойчивость
с отрицательностью вещественных частей корней полинома p. Позд-
нее Раус [9] и Гурвиц [3] получили условия, которые характеризу-
ют отрицательность этих вещественных частей конечным множеством
алгебраических неравенств, включающих коэффициенты полинома p.
См. также [2, раздел 3.4].

Сходимость при t→∞ решения к 0 (или, в более общей постановке,
к номинальной траектории) является также основной идеей, лежащей в
основе устойчивости по Ляпунову. В теории устойчивости Ляпунова
основное внимание уделяется анализу систем, описываемых потоком
d
dtx (t) = f (x (t) , t), и поведения траекторий системы x : R → X, где
X — пространство состояний, являющееся многообразием, на кото-
ром определен поток системы. Если доказана сходимость состояний
системы, автоматически получается сходимость разумной функции от
переменных состояния.

Другая точка зрения на задачу устойчивости связана с представ-
лением системы как отображения ее входов в ее выходы, которое
должно быть ограниченным. Рассмотрим, например, линейную стацио-
нарную систему, заданную сверткой y (t) =

∫t
−∞H (t− t′)u (t′) dt′, ко-

торая сопоставляет входу u : R→ Rm соответствующий выход y : R→
→ Rp. Если H ∈ Lloc (R+,Rp×m), то эта свертка является вполне
определенным отображением, отображающим входы u ∈ Lloc (R ,Rm)
с лево-компактным носителем в выходы y ∈ Lloc (R ,Rp) (также с
лево-компактным носителем). Мы можем определить устойчивость
«вход–выход» (input/output stability) в терминах ограниченности это-
го отображения, например сказав, что если вход u ∈ L2 (R ,Rm), то
выход должен удовлетворять условию y ∈ L2 (R ,Rp). Легко видеть,
что эта импликация справедлива, если H ∈ L (R+,Rp×m). Это понятие
устойчивости в терминах «вход–выход» распространено на более общий
случай нелинейных стационарных систем. В этих терминах «вход–
выход» устойчивость обычно ассоциируют с отображением из L2 в L2

или с конечным коэффициентом усиления.
Одной из наиболее важных проблем устойчивости, исследуемых в

теории управления, является задача робастной устойчивости. При
решении этой задачи систему обычно рассматривают как совокуп-
ность двух взаимосвязанных частей — номинальной системы (plant)
и связанной с нею неопределенной системой. При решении задачи
робастной устойчивости требуется доказать, что вся совокупная систе-
ма остается устойчивой, если неизвестные возмущения принадлежат



Диссипативность и устойчивость взаимосвязанных систем 63

к определенному классу. Свойство робастной устойчивости соответ-
ствует существу понятия хорошего регулирования.

Однако получение математической формулировки задачи робастной
устойчивости не представляется очевидной проблемой. Если мы хотим
рассмотреть эту задачу с точки зрения классической теории Ляпу-
нова, нам следует использовать модель в пространстве состояний не
только для номинальной системы, но и для неизвестных возмущений.
Но очевидно, что нежелательно предполагать наличие досконального
знания природы возмущений и особенно нереалистично надеяться на
наличие информации о пространстве состояний этих возмущений. Все
эти аргументы являются основными причинами, почему большинство
исследователей в области робастной устойчивости предпочитают из-
бегать использования методов, принятых при анализе устойчивости в
пространстве состояний. Правильная теория робастной устойчивости
должна исходить из того, что неизвестные возмущения входят в си-
стему как некоторый черный ящик, и что требования, накладываемые
на эти возмущения, могут быть определены неточно и иметь лишь
качественный характер.

7. Устойчивость «вход–выход» систем с обратной
связью

Рис. 2. Система с обратной связью

В наиболее успешной теории робастной устойчивости рассматри-
ваются системы, блок-схема которых изображена на рис. 2. В систе-
мах с такой структурой управляемый объект входит в состав прямого
контура обратной связи, а неопределенное возмущение — в состав
обратного контура. Задача состоит в определении условий, при которых
замкнутая система сохраняет устойчивость при условии, что неопреде-
ленные возмущения в обратной связи принадлежат некоторому классу.
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Понятие устойчивости определяется как устойчивость «вход–выход»
при наличии дополнительных «шумов» d1, d2, рассматриваемых в ка-
честве входных сигналов, а также внутренних сигналов u1, y1,u2, y2,
рассматриваемых в качестве выходных сигналов.

Получение удовлетворительной формулировки задачи устойчивости
«вход–выход» для подобной системы не представляется простой про-
блемой. Решающим результатом в этой области является введение
в рассмотрение расширенного пространства состояний, предложен-
ного Сандбергом [11, 12] и Зеймсом [23]. Определим, например,

L2,e (R ,Rn) :=
{
f : R→ Rn

∣∣∣ t∫

−∞
|f (t′) |2 dt′ <∞ ∀ t ∈ R

}
.

Предположим, что сигналы d1, u1, y2 могут принимать значе-
ния из Rm и d2, u2, y1 — из Rp. L2-устойчивость «вход–
выход» изображенной на рис. 2 системы с обратной связью
определяется требованием, что для любых d1 ∈ L2 (R ,Rm),
d2 ∈ L2 (R ,Rp) каждое соответствующее решение замкнутой
системы в расширенных пространствах u1, y1 ∈ L2,e (R ,Rm) ,
u2, y2 ∈ L2,e (R ,Rp) должны в действительности принадлежать
нерасширенным L2-пространствам: u1, y1 ∈ L2 (R ,Rm), u2, y2 ∈
∈ L2 (R ,Rp). Представленная формулировка является в неко-
тором смысле шагом в сторону от проблемы существования
(и единственности). Действительно, в общем случае неверно,
что для любых d1 ∈ L2 (R ,Rm) , d2 ∈ L2 (R ,Rp) существует
(единственное) соответствующее решение u1, y1 ∈ L2,e (R ,Rm) ,
u2, y2 ∈ L2,e (R ,Rp). Однако можно показать, что при соответствующих
условиях для каждых d1 ∈ L2,e (R ,Rm) , d2 ∈ L2,e (R ,Rp) с лево-
компактным носителем существует единственное соответствующее
решение u1, y1 ∈ L2,e (R ,Rm) , u2, y2 ∈ L2,e (R ,Rp) , также с лево-
компактным носителем. Это свойство, связанное с понятием коррект-
но поставленной задачи, показывает, что при этих условиях из L2-
устойчивости «вход–выход» следует, что для всех d1 ∈ L2 (R ,Rm) , d2 ∈
∈ L2 (R ,Rp) с лево-компактным носителем существует единственное
соответствующее решение u1, y1 ∈ L2,e (R ,Rm) , u2, y2 ∈ L2,e (R ,Rp) ,
также с лево-компактным носителем, а также то, что это решение
в действительности принадлежит L2: u1, y1 ∈ L2 (R ,Rm), u2, y2 ∈
∈ L2 (R ,Rp). Представленную формулировку в совокупности с
требованием корректно поставленной задачи и ограничением на
компактность носителя слева для входов d1, d2 можно рассматривать
как часть определения L2-устойчивости «вход–выход».

Этот подход к проблеме устойчивости «вход–выход» систем с об-
ратной связью был разработан в 1960-х и 1970-х годах в работах
Зеймса [23], Сандберга [11, 12] (и его последующих работах) и других
авторов [6, 10, 16]. Существуют учебники по этой теории, например
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[1, 14]. В работе [15] было показано, что этот подход является очень
эффективным при анализе таких вопросов, как параметризация всех
стабилизирующих регуляторов, одновременная стабилизация и других.

Несмотря на все вышеизложенные достоинства представленного
подхода к проблеме устойчивости «вход–выход» он имеет ряд недостат-
ков. Далее мы обсудим два наиболее значимых, которые связаны

1) со структурой входов-выходов объекта, неопределенной системой
и их взаимосвязью;

2) с аддитивными входами d1, d2, в терминах которых определена
устойчивость.

Описывают ли эта структура входов–выходов и эти аддитивные
входы реально существующую физическую взаимосвязь в рассмат-
риваемой системе?

Имеющаяся ограниченность рассмотрения системы лишь с точки
зрения ее входов и выходов стало основной мотивацией для разра-
ботки поведенческого подхода (behavioral approach) в теории систем
[7, 18, 19]. Физические системы не являются процессорами для обработ-
ки сигналов. Взаимосвязь между физическими системами осуществ-
ляется через общие или разделяемые переменные. Устанавливая связь
между двумя оконечными контактами (terminals) двух электрических
цепей, мы делаем равными напряжения и силу тока в этих двух систе-
мах (или в зависимости от выбора положительной направленности, мы
делаем сумму соответствующих величин равной нулю). Следовательно,
эти напряжения и силы тока в оконечных контактах представляют
собой переменные, которые являются общими для двух систем. Конеч-
но, мы можем рассматривать одну из систем в качестве управляемой
по напряжению, а другую — управляемой по силе тока. В этом бла-
гоприятном случае взаимосвязь двух систем может рассматриваться
как назначение соответствия между входами и выходами. Однако нет
разумных оснований тому, чтобы описанную процедуру возводить в
ранг общего принципа. Связывая две точки двух механических систем,
мы приравниваем две силы (или, в зависимости от выбора положитель-
ной направленности, делаем их сумму равной нулю) и приравниваем
друг другу два положения (или два угла, или два момента). Таким
образом, эти две точки в двух системах характеризуются равными
силами и одинаковыми положениями. Мы можем рассматривать одну
из этих точек в качестве управляемой по силе, а другую — управля-
емой по положению. В этом случае взаимосвязь двух систем также
может рассматриваться как назначение соответствия между входами
и выходами. Однако и этот случай нет оснований возводить в ранг
общего принципа. Связывая две точки двух жидкостных систем, мы
приравниваем два потока (или в зависимости от выбора положительной
направленности, мы делаем их сумму равной нулю) и два давления.
Таким образом, эти две трубы в двух системах характеризуются равны-
ми потоками и равными давления в точке соединения систем. Однако
нет причины и этот случай рассматривать как сопоставление входам их

3
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выходов. Список подобных примеров можно продолжить, рассматривая
всевозможные физические системы.

Второй пункт, связанный с недостатками изложенного выше подхо-
да, связан с наличием в контуре обратной связи аддитивных возмуще-
ний d1, d2 (см. рис. 2). Эти входы оказываются полезными при форму-
лировке адекватного определения устойчивости, но сами они не могут
быть точно определены с физической точки зрения. Обычно неопре-
деленная подсистема задана аппроксимированной моделью. Примером
этого могут служить игнорируемая при анализе динамика проводника
тока в электрических сетях, упругость механической детали, модели-
руемой как абсолютно твердое тело, изменение параметров системы в
результате износа или действия эффекта насыщения и т. п. Предпо-
ложение о том, что эти возмущения могут быть представлены в виде
аддитивных входов системы (и, следовательно, должны обладать своим
собственным источником энергии с бесконечной емкостью) обычно не
находит физического обоснования. Введение аддитивных возмущений
для описания несовершенства модели системы является общепринятым
приемом в теории систем, например, в теории идентификации систем.
С прагматической точки зрения этот прием может рассматриваться как
средство описания неопределенности модели, но лишь в редких случа-
ях этот подход адекватен реальности. Этот метод введения аддитивных
входов возможно навеян теми шумами сенсоров и исполнительных
устройств, которые возникают в системах с обратной связью, но он
не является адекватным при физическом описании неопределенных
взаимосвязей.

При разработке концепции устойчивости обычно сталкиваются с
проблемой выбора между методами устойчивости на языке «вход–
выход» и методами установления устойчивости с использованием тео-
рии Ляпунова, т. e. когда определенные переменные сходятся к некото-
рой рабочей точке. Первый подход представляется убедительным лишь
в случае, когда внешние входы являются физически реалистичными.
Мы не думаем, что существует множество ситуаций, в которых неопре-
деленность входит в систему именно так, как это показано на рис. 2.
Однако если мы хотим, чтобы понятие устойчивости было сформули-
ровано в терминах состояния системы, мы сталкиваемся с трудностью,
связанной с необходимостью постулирования знания о пространстве
состояний неопределенной системы, что также не представляется реа-
листичным.

В последующих разделах мы представим теорию робастной устой-
чивости, которая
• не предполагает, что имеется модель состояния неопределенной

системы,
• не предполагает, что имеются аддитивные входы в точках связи, и
• имеет формулировку, не использующую представления в терми-

нах «вход–выход».



Диссипативность и устойчивость взаимосвязанных систем 67

Далее мы будем использовать следующую концепцию устойчивости,
связанную с известной концепцией Ляпунова.

Определение 11. Система Σ = (R ,W,B) называется устойчивой, если
[[w ∈ B]]⇒ [[w (t)→ 0 при t→∞]].

Во всех случаях, когда мы будем иметь дело с понятием устой-
чивости, мы (неявно) будем предполагать, что 0 ∈ W ⊆ V, где V —
нормированное векторное пространство (это сделано для упрощения
изложения может быть легко распространено на более общий случай).

8. Устойчивость неопределенных взаимосвязанных
систем

Рис. 3. Взаимосвязанная система

Мы будем исследовать устойчивую взаимосвязанную систему, по-
казанную на рис. 3. С учетом этой блок-схемы мы будем предполагать,
что номинальная система и неопределенная система взаимодействуют
путем совместного использования в своей модели разделяемых пе-
ременных, обозначаемых через w. Тогда устойчивость определяется
в терминах сходимости к нулю «внешних» переменных x. Далее мы
формализуем эту идею на языке поведенческого подхода.

Объект представляет собой динамическую систему Σplant =
=

(
R ,X×W,Bplant

)
. Заметим, что описание объекта включает

два типа переменных. Переменные первого типа ассоциированы с
переменными x (обозначение x подразумевает «состояние», так как
в дальнейшем мы будем рассматривать их в качестве переменных
состояния объекта); переменные второго типа ассоциированы с
переменными взаимосвязи w. Мы будем предполагать, что 0 ∈ X, где
X — вещественное векторное пространство (или его подмножество).
Каждая траектория в множестве поведений объекта представляется в
идее пары (x,w) : R→ X×W. Переменными x являются те перемен-
ные, по которым мы хотим обеспечить устойчивость. Переменными
w являются общие переменные, относящиеся к точкам связей в
рассматриваемой системе. Неопределенная система представляет собой

3*
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динамическую систему Σuncertain = (R,W,Buncertain). Взаимосвязанная
система образуется при введении общих переменных w, совместных
для объекта и неопределенной системы:

Σinterconnected = Σplant ∧Σuncertain = (R ,X,B) ,

где
B =

{
x : R→ X

∣∣ ∃ w : R→W такое, что

(x,w) ∈ Bplant и w ∈ Buncertain
}
.

В приложениях системы Σplant и Σuncertain связаны друг с другом
в точках соединения, как показано на рис. 3. Каждой такой точке
соответствует набор некоторых переменных. Связывая подсистемы, мы
приравниваем переменные, которые ассоциированы с этими точками и
являются одновременно переменными как объекта, так и неопределен-
ной системы. Примером подобной ситуации являются электрические
соединения между двумя системами, в которых напряжения и силы
тока равны; механические соединения, в которых равны положения
и силы или углы и моменты; тепловые соединения, в которых равны
температуры и тепловые потоки, и другие.

Таким образом, проблема может быть сформулирована следующим
образом:

Определить такие условия на Σplant и Σuncertain, что

Σplant ∧Σuncertain устойчива.

9. Устойчивость диссипативных соединений систем

Основной принцип, лежащий в основе известных результатов по
устойчивости замкнутых систем, заключается в том, что соединение
диссипативных систем устойчиво. Это свойство представляет собой
базис для теоремы о малом коэффициенте усиления, для теоремы о
положительном операторе, для теоремы о коническом операторе (см.
вышеприведенные ссылки на литературу), а также для других ре-
зультатов, основанных на интегральных квадратичных связях (integral
quadratic constraints) (ИКС).

Для объекта и неопределенной системы, изображенных на рис. 3,
мы пока не определили соответствующих функций расхода. В дей-
ствительности адекватный выбор этих функций является ключевым
моментом при получении результатов об устойчивости рассматрива-
емой системы. Обычно предполагается, что функцией запаса явля-
ется функция без памяти, зависящая от переменных системы, или
некоторая КДФ, также заданная в переменных системы. Подобная
ситуация часто встречается при рассмотрении физических приложений.
В электрических сетях внешними переменными являются напряже-
ния и силы тока, а функцией расхода (энергии, т. e. мощности) —
сумма произведений напряжения и сил тока в местах соединения.
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В механических системах внешними переменными являются силы и
положения, а соответствующей функцией расхода (энергии, т. e. мощ-
ности) — сумма произведений сил и скоростей (производных от поло-
жений) в точках сочленения подсистем. Однако в рамках постановки
общей задачи об устойчивости мы должны также предусмотреть воз-
можность рассмотрения ситуаций, когда функция расхода не является
явной функцией от системных переменных, но ассоциирована с пере-
менными системы через ее поведение. Этому случаю соответствует,
например, ситуация, когда в определение функции расхода входит
передаточная функция. Для формального описания подобных ситуаций
нам потребуются новые обозначения.

Пусть Σ = (R ,W1 ×W2,B) — некоторая динамическая система,
переменными которой являются w1 и w2. Определим проекции πW1Σ и
πW2Σ как πW1Σ := (R ,W1,πW1B), где

πW1B :=
{
w1 : R→W1

∣∣ ∃w2 : R→W2 такое, что (w1,w2) ∈ B
}
.

Функция πW2Σ определяется аналогичным образом. Эти обозначения
могут быть легко обобщены на случай, когда размерность пространства
сигналов более двух. Далее будут введены функции расхода для объ-
екта и неопределенной системы с учетом обозначений, приведенных на
рис. 4.

Рис. 4. Диссипативный объект и неопределенная система

Рассмотрим систему Σ′
plant = (R ,X × W × R ,B′

plant), такую что
объект представляет собой ее проекцию на компонент X × W:
πX×WΣ′

plant = Σplant. Обозначим проекцию на третий компонент,
функцию расхода sP , через πsP Σ′

plant. Аналогично, рассмотрим систему
Σ′

uncertain = (R ,W ×R ,B′
uncertain), такую что неопределенная система

является ее проекцией на компонент W: πWΣ′
uncertain = Σuncertain.

Обозначим проекцию на второй компонент, функцию расхода sU , через
πsU Σ′

uncertain.
Сформулированное ниже утверждение заключается в том, что если

обе проекции πsP Σ′
plant и πsU Σ′

uncertain диссипативны и если, нестро-
го говоря, сумма sP + sU (строго) неотрицательна вдоль траекторий
взаимосвязанной системы, то траектории w этой взаимосвязанной си-
стемы интегрируемы с квадратом. Тем не менее, следует отметить,



70 Я.К. Виллемс и К. Такаба

что траектории sP и sU не обязательно должны быть функциями пере-
менных w. Они могут быть такими функциями, если, например, этими
функциями расхода являются функции без памяти или квадратичные
дифференциальные формы по переменным w. В общем случае эти
траектории не соотносятся с (общепринятым) смыслом, заложенном в
определении sP и sU , и не являются передаточными функциями, дей-
ствующими на переменные w. С учетом всего вышесказанного, а также
принимая во внимание рис. 5, мы получаем следующее утверждение,
имеющее ключевое значение при установлении свойства устойчивости
диссипативных взаимосвязанных систем. Мы будем предполагать, что
0 ∈ W, где W — вещественное векторное пространство, или его под-
множество.

Рис. 5. Диссипация во взаимосвязанной системе

Утверждение 12. Используя введенные выше обозначения, предполо-
жим, что
(i) πsP Σ′

plant диссипативна,
(ii) πsU Σ′

uncertain диссипативна,
(iii) ∃ ε > 0 такая, что ∀w ∈ πWBplant ∩ Buncertain, ∃ sP , sU : R → R,

удовлетворяющие условиям:

(a) (w, sP ) принадлежит поведению πW×RΣ′
plant,

(b) (w, sU ) принадлежит поведению Σ′
uncertain,

(c) sP (t) + sU (t) + ε|w (t) |2 � 0 ∀ t ∈ R .

Тогда ∀w ∈ πWBplant ∩Buncertain, выполнено
∫∞
0 |w (t) |2 dt <∞.

Доказательство. Из диссипативности следует, что для любой sP ,
принадлежащей поведению πsP Σ′

plant, и для любой sU , принадлежащей
поведению πsP Σ′

uncertain, выполнены следующие утверждения:

∃KP ∈ R такое, что −
T∫

0

sP (t) dt � KP для T � 0;

∃KU ∈ R такое, что −
T∫

0

sU (t) dt � KU для T � 0.
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Из этих результатов следует, что

−
T∫

0

(sP (t) + sU (t)) dt � KP +KU для T � 0.

Пусть w ∈ πWBplant ∩ Buncertain. Тогда для sP , sU , удовлетворяющих
условиям в формулировке этого утверждения, мы получаем неравенство

T∫

0

|w (t) |2 dt � KP +KU

ε
для T � 0,

из которого следует
∫∞
0 |w (t) |2 dt <∞. �

Убедившись в том, что
∫∞
0 |w (t) |2 dt <∞, мы должны проанализи-

ровать структуру поведения объекта более детально для того, чтобы
доказать сходимость x (t) → 0 при t → ∞. Мы находимся в условиях
часто случающейся ситуации, когда из квадратичной интегрируемости
внешней системы следует сходимость к нулю внутренних переменных
системы, имеющих в некотором смысле сходство с переменными состо-
яния. Этот случай будет рассмотрен в следующем разделе, результаты
которого касаются объекта, представленного в виде линейной стацио-
нарной дифференциальной системы.

Во многих приложениях утверждения 12 функции расхода
определяются отображениями, действующими из w в sP и sU .
В этих случаях условие (iii) утверждения может быть упрощено:
∃ ε > 0 такая, что ∀w ∈ πWBplant ∩ Buncertain соответствующие
sP , sU удовлетворяют условию (c). Следует также отметить, что
если эти отображения не имеют памяти, скажем, имеют вид
w �→ (sP(w), sU(w)), то условие (c) будет выполнено, если ∃ ε > 0
такая, что (c)′: sP(w) + sU(w) + ε|w|2 � 0 ∀w ∈W. Тогда условия
утверждения 12 сводятся к следующим: (i) диссипативность πsP Σ′

plant,
(ii) диссипативность πsU Σ′

uncertain, и (c)′.
Покажем, как из утверждения 12 могут следовать результаты

теоремы о малом коэффициенте, а также результаты теоремы
о положительном операторе в приложении к объекту Σplant =
=

(
R ,X×U×Y,Bplant

)
и неопределенной системе Σuncertain =

= (R ,U×Y,Buncertain). В случае теоремы о малом коэффициенте
введем функции расхода sP (t) = |u (t) |2 − |y (t) |2 + ε

(|u (t) |2 + |y (t) |2)
и sU (t) = |y (t) |2 − |u (t) |2. Тогда условия утверждения 12 сводятся к
следующим: (i) диссипативность объекта по функции расхода |u (t) |2 −
− |y (t) |2 + ε

(|u (t) |2 + |y (t) |2), т. e. (переформулировка) строгая
сжимаемость (strict contractivity) объекта, и (ii) диссипативность
неопределенной системы по функции расхода −|u (t) |2 + |y (t) |2,
т. e. сжимаемость неопределенной системы. В случае теоремы
о положительном операторе введем функции расхода sP (t) =
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= u (t)� y (t) + ε
(|u (t) |2 + |y (t) |2) и sU (t) = −u (t)� y (t). Тогда для

устойчивости требуется (переформулировка) строгой пассивности
объекта и пассивность неопределенной системы.

10. Устойчивость линейного стационарного объекта

В этом разделе мы будем предполагать, объект представляет собой
линейную стационарную (ЛС) дифференциальную систему с перемен-
ными w, причем x — состояние для w-поведения. Несколько усложнив
запись, обозначим этот объект символом Σplant =

(
R ,Rw,Bplant

) ∈ L w,
где x — ассоциированное с B состояние, размерность которого мини-
мальна. В этом случае можно показать, что w ∈ B и из неравенства∫∞
0 |w (t) |2 dt < ∞ следует x(t) → 0 при t → ∞. Действительно, при

надлежащем выборе входов и выходов эволюция переменных объекта
(w,x) описывается системой

d

dt
x = Ax+ Bu, y = Cx+Du, w =

[
u
y

]
,

где (A,C) — наблюдаемая (вследствие того, что размерность состояния
минимальна) пара. Тогда из

∫∞
0 |w (t) |2 dt <∞ и Cx = y −Du следует∫∞

0 |Cx (t) |2 dt < ∞. Пусть L ∈ R•×• такая, что A − LC гурвицева.
Тогда d

dtx = (A− LC)x + LCx + Bu. Поскольку A − LC гурвицева и∫∞
0 |Cx (t) |2 dt <∞,

∫∞
0 |u (t) |2 dt <∞, мы получаем

∫∞
0 |x (t) |2 dt <∞.

С учетом d
dtx = Ax+Bu можно показать, что

∫∞
0 |x (t) |2 dt <∞. Тогда,

поскольку
∫∞
0 |x (t) |2 dt <∞ и

∫∞
0 | ddtx (t) |2 dt <∞, получаем x(t)→ 0

при t→∞.
Нашей основной целью в этом разделе является доказательство

свойства устойчивости с использованием функций расхода, получае-
мых с использованием передаточных функций, действующих на пере-
менные w (см. рис. 6).

Рис. 6. Линейный объект и квадратичная функция расхода
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Утверждение 13. Пусть F ∈ R (ξ)•×w и S = S� ∈ R•×• таковы, что
для некоторой ε > 0 выполнено

sP = v�P SvP − ε|wP |2, vP = F (
d

dt
)wP , wP ∈ Bplant

и функции

sU = −v�USvU , vU = F (
d

dt
)wU , wU ∈ Buncertain

являются диссипативными. Тогда система Σplant ∧ Σuncertain устой-
чива.

Это утверждение является непосредственным следствием утвержде-
ния 12. Действительно, для w ∈ Bplant ∩ Buncertain существуют соответ-
ствующие выходные сигналы vP = vU , такие что sP + sU + ε|w|2 = 0.

Проблема заключается в том, чтобы конкретизировать условия это-
го утверждения, например, путем замены свойства диссипативности
первой системы на условия на передаточную функцию объекта с одно-
временной заменой свойства диссипативности второй системы на ИКС
для неопределенной системы. Обозначим дуальную матрицу к матрице
F ∈ R (ξ)•×• через F ∗ и определим ее следующим равенством F ∗(ξ) :=
= F�(−ξ). Эту дуальную матрицу иногда называют полу-эрмитово
сопряженной.

Определение 14. Π = Π∗ ∈ R (ξ)w×w определяет интегральную квад-
ратичную связь (ИКС) для системы Σ = (R ,Rw,B), если

+∞∫

−∞
ŵ (−iω)� Π(iω) ŵ (iω) dω � 0

для всех w ∈ B ∩ L2 (R ,Rw), таких что этот интеграл существует.
Символ ŵ обозначает преобразование Фурье для w.

Заметим, что в терминах определения 10 для выполнения ИКС
необходимо, чтобы IΠ(w) � 0 для w ∈ B. Интегральные квадратичные
ограничения были применены в работе [6, теорема 1], что позволило
получить результаты по устойчивости достаточно общего характера.
Далее мы используем утверждение 13 при получение результатов по
устойчивости для специального случая постановки задачи в терминах
входа и выхода, основанной на применении интегральных квадратич-
ных ограничений и условия на взвешенный коэффициент усиления
замкнутой цепи (weighted loop gain condition). Полное обобщение
результата [6, теорема 1] в контексте утверждения 13 и в условиях
отсутствия предположения о вход–выходной постановке задачи будет
предметом дальнейших исследований.
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Рис. 7. Линейный объект с функциями расхода для входов и выходов

Далее мы рассмотрим ситуацию, соответствующую рис. 7. Bplant
описывается представлением в терминах входа–состояния–выхода

d

dt
x = Ax+Bu, y = Cx+Du,

где A— гурвицева матрица. Обозначим передаточную матрицу системы
через G, G (s) = C (Is−A)−1

B + D ∈ R (ξ)p×m. Предположим, что
Buncertain — граф неупреждающего отображения Δ, сопоставляющего
каждой функции y : R → Rp, такой что

∫t
−∞ |y (t′) |2 dt′ для всех t ∈

∈ R функцию u = Δ (y) : R → Rm, такую что
∫t
−∞ |u (t′) |2 dt′ для

всех t ∈ R. Предположим, кроме того, что Δ отображает L2 (R,Rp) в
L2 (R,Rm): [[ y ∈ L2 (R ,Rp) ]]⇒ [[u = Δ (y) ∈ L2 (R ,Rm) ]].

При получении представленного ниже результата мы не предприни-
мали каких-либо попыток для того, чтобы сделать условия максималь-
но строгими (в смысле получения строгих неравенств и максимально
строгих предположений об ограниченности).

Предположим, что существуют Πu = Π∗
u ∈ R(ξ)m×m и Πy = Π∗

y ∈
∈ R(ξ)p×p, для которых ∃ k,K ∈ R, k > 0, где kI � Πu(iω), Πy(iω) �
� KI ∀ω ∈ R , удовлетворяющие условиям

(i) Σuncertain удовлетворяет ИКС, определяемому равенством Π =

=
[−Πu 0

0 Πy

]
,

(ii) ∃ ε > 0 такая, что G� (−iω)Πy (iω)G (iω) � (1− ε)Πu (iω) ∀ω ∈
∈ R.

Тогда взаимосвязанная система устойчива.
Представленный результат может быть доказан следующим обра-

зом. Рассмотрим разложения Πu = F ∗
uFu и Πy = F ∗

y Fy, такие что
Fu,Fy,F−1

u ,F−1
y являются собственными и не имеют полюсов в за-

мкнутой правой половине комплексной плоскости. Хорошо извест-
но, что (следствие ограниченности и строгой положительности) та-
кие спектральные разложения существуют. Рассмотрим также vu =
= Fu( ddt )u, vy = Fy( ddt )y. Докажем, что существует ε > 0 такая, что
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системы, определенные соответственно соотношениями

sP = |vu,P |2 − |vy,P |2 − ε
(
|uP |2 + |yP |2

)
,

vu,P = Fu

(
d

dt

)
uP , vy = Fy

(
d

dt

)
yP ,[

uP
yP

]
∈ Bplant

и

sU = −|vu,U |2 + |vy,U |2, vu,U = Fu

(
d

dt

)
uU , vy,U = Fy

(
d

dt

)
yU ,[

uU
yU

]
∈ Buncertain

являются диссипативными. Тогда результат следует из утверждения
13. Мы докажем лишь второе условие диссипативности (первое
доказывается аналогично). Заметим, что из ИКС следует, что для
yU ∈ L2 (R ,Rp) выполнено неравенство ‖Fu( ddt )Δ(yU )‖L2(R ,Rm) �
� ‖Fy( ddt )yU‖L2(R ,Rp). Тогда с учетом того, что Fu, Δ и
F−1
y являются непредвосхищающими, мы получаем неравенство∫t
−∞

(|Fy( ddt )yU |2 − |Fu( ddt )Δ(yU )|2) dt � 0 ∀ t ∈ R, из которого следует
второе неравенство диссипативности.

11. Заключение

В этой статье мы представили новое определение диссипативности
в терминах скорости изменения ресурса, поглощенного системой. Мы
показали, что это определение эквивалентно существованию неотрица-
тельного запаса.

Квадратичные дифференциальные формы являются одним из клас-
сов функций расхода, для которых оказывается возможным исследовать
диссипативность. Мы получили частотные условия для диссипативно-
сти системы вида ΣΦ =

(
R ,R , im (QΦ)

)
. В частности, мы показали,

что неравенство Φ
(
λ,λ

)
+ Φ� (

λ,λ
)

� 0 для λ ∈ C, Re (λ) � 0 явля-
ется необходимым условием. В случае, если размерность Φ равна ее
положительной сигнатуре, мы получили несколько эквивалентных и
достаточных условий.

Во второй части статьи мы исследовали проблему устойчивости вза-
имосвязанных систем. Мы предложили простое доказательство резуль-
тата, заключающегося в том, что соединение диссипативных систем
устойчиво, если сумма из функций расхода строго отрицательна. Мы
использовали этот принцип при определении в терминах ИКС условий
устойчивости системы с обратной связью, накладываемых на частотно
взвешенный коэффициент усиления замкнутой системы.
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С. В. Гусев† и А. Л. Лихтарников†

Очерк истории леммы
Калмана–Попова–Якубовича и S-процедуры∗

Аннотация: излагается история возникновения двух фундаменталь-
ных результатов математической теории систем: леммы Калмана–
Попова–Якубовича и теоремы о неущербности S-процедуры. Приводит-
ся обзор исследований, непосредственно связанных с этими утвержде-
ниями. Анализируются недавние публикации, использующие теорему
о неущербности S-процедуры для вывода леммы Калмана–Попова–
Якубовича и ее обобщений.

1. Введение
1.1. О предмете нашего очерка

Очерк посвящен истории исследований, связанных с двумя указан-
ными в названии результатами, в получение которых В.А. Якубович
внес решающий вклад. Первый из них называется леммой Калмана–

†) Санкт-Петербургский государственный университет.
∗)Оригинал статьи опубликован в специальном выпуске журнала «Автома-

тика и телемеханика». — 2006. — № 11. — C. 77–122.
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Попова–Якубовича, второй — теоремой о неущербности S-процедуры.
Оба результата заслужили всеобщее признание как основополагающие
утверждения, отражающие фундаментальные принципы математиче-
ской теории систем.

Издатели считают, что математические книги (и большая часть
их содержания) в среднем стареют за двадцать пять лет, а научные
статьи отживают примерно через пять лет. Иначе говоря, решенные
задачи забываются или, наоборот, получают развитие в эти сроки.
Подчеркнем, слегка перефразируя образное выражение П. Халмоша,
что пятидесятилетние статьи могут быть полны жизни, а некоторые
книги умирают уже при родах.

Два результата, о которых здесь пойдет речь, вскоре достигнут
полувекового возраста. Далее будет показано, что сегодня они полны
жизни как никогда ранее. Идет время, изменяются обозначения в фор-
мулировках теорем, рассматриваются новые сферы приложений и новые
задачи, а сами результаты становятся все более востребованными как
инструменты решения задач теории управления. Неудивительно, что
эти две теоремы живут столь долго. Они имеют ясную алгебраическую
природу и относятся к фундаментальным математическим фактам. Это
видно даже из сильно упрощенного понимания их формулировок: как
теорема о неущербности S-процедуры, так и лемма Калмана–Попова–
Якубовича — суть утверждения о линейных неравенствах для квадра-
тичных форм.

Удивительным представляется недавно обнаруженный вывод леммы
Калмана–Попова–Якубовича из теоремы о неущербности S-процедуры.
Долгое время эти две теоремы жили, образно выражаясь, как дружные
соседи, и вот, спустя столько лет, все узнали, что они еще и родствен-
ники.

У авторов этой статьи было два значительных препятствия перед
тем, чтобы ее написать. Первое из них — авторы не являются исто-
риками науки. Позиция историка предполагает намного более широкое
понимание научного контекста обсуждаемого направления исследова-
ний. Наши возможности в этом плане невелики. Поэтому эта работа
построена скорее как очерк, который можно трактовать как обзор
развития наиболее известных достижений нашего учителя, на работах
которого авторы учились. Возможность учиться у авторов была тогда,
когда они читали статьи, которые цитируются в данной работе, и
когда слушали его лекции, и тогда, когда имели возможность и честь
быть соавторами В.А. Якубовича. Подготовка данной статьи стала
продолжением этого процесса, когда были заново перечитаны работы
разных авторов и разных времен, связанные с нашим обзором.

Второе препятствие проявилось как противоречие позже, когда бы-
ли составлены набросок статьи и списки работ, опубликованных дру-
гими авторами. Дело в том, что два результата, указанные в названии
статьи, имеют невероятно многочисленные приложения во всех обла-
стях математической теории систем. Во всех своих попытках побольше
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охватить всего: истории, фактов, результатов, авторы данной работы
помнили о начале своей системы координат и не отходили далеко от
поля деятельности основного автора, В.А. Якубовича. Одновременно
предполагалось составить достаточно полный обзор работ, в которых
эти теоремы применяются как инструменты исследования систем. Если
бы удалось решить и эту задачу, то список литературы занял бы весь
выпуск журнала, и не было бы места для текстов нашей и других
статей. Поэтому авторам пришлось признать ограниченность своих
возможностей и в широте обзора и принести здесь наши извинения тем
авторам, работы которых упоминаются кратко, и другим, чьи работы
не удалось упомянуть в обзоре потому, что авторы обзора не успели их
изучить в должной мере.

1.2. Как отличить лемму от ее следствий и далеких аналогий

В настоящее время лемма Калмана–Попова–Якубовича настолько
популярна, что нередко ее следствия и даже довольно далекие аналогии
получают это название. Это затрудняет понимание читателей, особен-
но тех, кто знакомится с широким кругом работ, в которых лемма
применяется к задачам из различных областей математической теории
систем. Чтобы избежать разночтений, предлагаем простой критерий
«опознания» леммы. В лемме участвуют:

а) так называемое «частотное» неравенство, в котором присутствует
параметр, обычно имеющий в приложениях смысл частоты и
меняющийся в некотором множестве комплексной плоскости;

б) матричное неравенство;
в) матричное уравнение, которое называется уравнением Лурье.
Далее в нашем очерке леммой Калмана–Попова–Якубовича назы-

вается утверждение о равносильности трех утверждений: выполне-
но частотное неравенство при всех допустимых значениях параметра;
разрешимо матричное неравенство и, наконец, разрешимо матричное
уравнение Лурье. Точные формулировки приведены ниже.

1.3. Обстоятельства возникновения леммы,
первые доказательства, названия

Лемма Калмана–Попова–Якубовича впервые сформулирована и до-
казана в работе [75], где утверждается равносильность а) и б) в
случае выполнения строгого частотного неравенства. В работе [152]
рассмотрен случай нестрогого частотного неравенства и установлена
его связь с разрешимостью уравнений Лурье. В обеих статьях рассмат-
ривались системы со скалярным входом. В работах [23, 180] было снято
ограничение на размерность управления.

Этот результат встречается в литературе под различными назва-
ниями. Его называют леммой Якубовича [152], леммой Калмана–
Якубовича [57, 158] и др., леммой Калмана–Якубовича–Попова (в ан-
глоязычных публикациях последнее название часто заменяется аб-
бревиатурой «KYP lemma»). Специальные случаи этого утверждения
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известны как лемма о положительно-вещественных матрицах (positive
real lemma) и лемма об ограниченно-вещественных матрицах (bounded
real lemma). В.А. Якубович в своих работах называет этот резуль-
тат «частотная теорема». В данной статье принято название лемма
Калмана–Попова–Якубовича, в котором фамилии указаны в алфавит-
ном порядке.

1.4. Области применения леммы

Возникновение леммы Калмана–Попова–Якубовича и S-процедуры
связано с исследованиями устойчивости нелинейных систем регули-
рования. Последовавшая после доказательства леммы серия работ
В.А. Якубовича [26, 76–92], посвященных устойчивости, неустойчи-
вости и колебательности нелинейных систем, в значительной мере
определила направление дальнейших исследований в этой области.
Обзоры полученных результатов приведены в работах [13, 24, 25, 35,
93, 94, 200].

Тесная связь леммы Калмана–Попова–Якубовича с задачами ли-
нейно квадратичной оптимизации впервые была отмечена В.М. Попо-
вым [57, 180]. Значительный вклад в это направление исследований
внесла работа Я. Виллемса [196]. Связь леммы Калмана–Попова–
Якубовича и линейно-квадратичной оптимизации послужила осно-
вой для получения бесконечномерных аналогов леммы [95]. Работы
В.А. Якубовича [96, 201], основанные на применении леммы Калмана–
Попова–Якубовича и S-процедуры, положили начало исследованию
задач линейно-квадратичной оптимизации при наличии квадратичных
ограничений. Эти исследования получили развитие в [50–52, 162].

Впервые лемма Калмана–Попова–Якубовича была применена для
синтеза адаптивного управления в [177]. Более общие результаты по-
лучены в [17, 71, 170]. Развитие этого направления исследований отра-
жено в [29, 70, 72]. Обзор результатов приведен в [7, 13].

Лемма Калмана–Попова–Якубовича в ее бесконечномерных вари-
антах [8, 14, 15, 18–20, 39, 40, 42, 43, 53, 95] применяется для исследо-
вания систем управления, описываемых уравнениями в частных про-
изводных различных классов: параболическими [121, 173], гиперболи-
ческими системами первого и второго порядков, уравнениями Эйлера–
Бернулли, Кирхгофа, Шрёдингера, а также уравнениями колебаний
струны и мембраны [116, 120, 156, 174, 192], нестандартными уравне-
ниями Риккати, возникающими в задачах с граничным управлени-
ем демпфированием колебаний пластин, интегральными уравнениями
Хаммерштейна со слабо сингулярным ядром [133, 157]; а также в тео-
рии пассивных систем рассеяния [112]; для ограниченных операто-
ров управления, полугрупп класса C0 и систем Притчарда–Саламона
[126, 128, 160, 193], в систем с распределенными параметрами и дис-
кретным временем, теории аппроксимации для систем с граничным
управлением [109, 142, 161]. В настоящее время имеются обзоры по
этой области развития леммы [127, 172, 175].
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Лемма Калмана–Попова–Якубовича находит многочисленные при-
менения в теории стохастических систем. Она используется в тео-
рии представления стохастических процессов линейными моделями
[130, 131, 159], в теории оценивания [188]. В работах [73, 74] лемма
Калмана–Попова–Якубовича используется для синтеза оптимальных
универсальных регуляторов при наличии сингулярных стохастических
возмущений. Лемма Калмана–Попова–Якубовича находит применение
в задачах абсолютной устойчивости стохастических систем (см. об-
зор [54]).

Лемма Калмана–Попова–Якубовича используется в H∞-опти-
мизации [123, 138, 139, 189] и в многокритериальной оптимизации
[185], где она применяется для преобразования исходной задачи к
решению линейных матричных неравенств.

Среди применений S-процедуры, не относящихся к теории управле-
ния, отметим ее использование в задаче минимизации знаконеопреде-
ленной квадратичной формы на квадратичной поверхности, в частности
на эллипсоиде [69]. Эта минимизация является основной операцией
в так называемом методе доверительных областей, применяемом в зада-
чах глобальной оптимизации (см. обзор [125]). Используя S-процедуру,
удается показать, что традиционные методы локальной оптимизации
в действительности определяют глобальный минимум. Этот результат,
полученный в [69], переоткрывался несколько раз [118, 134, 187].

Широкий круг вопросов, связанных с S-процедурой, рассматрива-
ется в обзорах [146, 178].

1.5. Связь между леммой и теоремой об S-процедуре

Лемма Калмана–Попова–Якубовича и S-процедура появились как
два взаимодополняющих метода в исследовании задач абсолютной
устойчивости [23]. И в настоящее время в приложениях S-процедура и
лемма Калмана–Попова–Якубовича часто соседствуют друг с другом,
выступая в качестве двух важнейших инструментов, позволяющих
решить задачу.

Надо отметить, что изначально эти результаты возникли как утвер-
ждения совершенно различной природы. Лемма Калмана–Попова–
Якубовича традиционно рассматривается как алгебраический резуль-
тат, доказательство которого основано на теоремах о факторизации.
S-процедура с момента первых публикаций В.А. Якубовича тесно свя-
зана с выпуклым анализом и теорией двойственности. В соответствии
с таким различием проводившиеся в течение длительного периода
интенсивные исследования по развитию и обобщению этих результатов
не были связаны друг с другом.

Первое доказательство леммы Калмана–Попова–Якубовича, указы-
вающее на внутреннюю связь этого результата с S-процедурой, получе-
но А. Ранцером [182]. Как следует из аннотации этой интересной рабо-
ты, ее целью являлось получение простого доказательства леммы
Калмана–Якубовича–Попова. Эта цель вполне заслуживает внимания
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в свете многочисленных высказываний о крайней трудности доказа-
тельства леммы. Надо сказать, что несмотря на значительное упро-
щение доказательства, избежать жалоб на трудность его понимания
не удалось.

Важным результатом этой работы является предложенный но-
вый подход, который позволяет рассматривать утверждение леммы
Калмана–Попова–Якубовича как специальный пример неущербности
S-процедуры со многими связями. Эта идея была использована в
[150] для получения неожиданного и интересного обобщения леммы
Калмана–Попова–Якубовича на случай, когда частотное условие зада-
но не на всей мнимой оси, а на некотором конечном интервале частот.
В работах [28, 140, 149] этот подход применен для обобщения леммы
Калмана–Попова–Якубовича на системы, заданные в неразрешенной
относительно производной форме.

Эта, на наш взгляд интересная, история исследований в фундамен-
тальной и одновременно актуальной области математической теории
систем определила тему данной статьи, которая концентрируется на
математических результатах, непосредственно относящихся к лемме
Калмана–Попова–Якубовича и S-процедуре. Многочисленные и важ-
ные приложения этих результатов, а также их связи с другими на-
правлениями теории систем остались за рамками статьи. Некоторые из
этих вопросов отражены в отдельных публикациях в данном выпуске
журнала.

1.6. Как организована наша статья

Статья организована следующим образом. Во втором парагра-
фе кратко описана история возникновения леммы Калмана–Попова–
Якубовича и S-процедуры, которая тесно связана с исследованием
устойчивости нелинейных систем. В третьем параграфе даны современ-
ные формулировки леммы Калмана–Попова–Якубовича для конечно-
мерных систем. Приведено предложенное А.Н. Чуриловым обобщение
леммы на случай, когда частотное условие задано на произвольной
прямой или окружности. Кроме того, дан обзор результатов по свой-
ствам решений уравнения Лурье и линейного матричного неравен-
ства. Эти свойства имеют большое значение в теории устойчивости,
оптимальном управлении, H∞-оптимизации и при других применени-
ях леммы. Далее в этом параграфе указана связь леммы Калмана–
Попова–Якубовича с решением алгебраического уравнения Риккати и
обобщенных уравнений Лурье.

Четвертый параграф посвящен бесконечномерным обобщениям лем-
мы Калмана–Попова–Якубовича. Обсуждается исторический контекст
обобщения леммы на случай распределенных систем и основные пуб-
ликации по лемме с начала 70-х г. до настоящего времени.

В пятом параграфе кратко описаны первые результаты о неущерб-
ности S-процедуры. Шестой параграф посвящен связи теорем о
неущербности S-процедуры с выпуклостью образа, ассоциированного с
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S-процедурой отображения. Приведен перечень результатов о выпук-
лости образа в конечномерном и бесконечномерном случаях. Рассмат-
ривается связь неущербности S-процедуры с наличием двойственности
Лагранжа или двойственности Фенхеля в некоторых задачах
математического программирования. Важный для приложений случай
неущербности S-процедуры для эрмитовых форм рассматривается в
седьмом параграфе. Сформулирован предложенный А.Л. Фрадковым
критерий неущербности S-процедуры для произвольной формы и
приведены примеры, когда этот критерий выполнен. Указана связь
S-процедуры для квадратичных форм с линейной экстремальной
задачей на конусе положительно полуопределенных матриц. Приведена
формулировка обобщенной S-процедуры, принадлежащая Т. Ивасаки,
Дж. Мейнсма и М. Фу.

В восьмом параграфе приведены результаты, устанавливающие
связь S-процедуры и леммы Калмана–Попова–Якубовича. Утверждения
леммы формулируются в общем виде, соответствующем рассмотрению
систем, заданных в неразрешенной относительно производной фор-
ме. Приведена расширенная формулировка леммы Калмана–Попова–
Якубовича, дополненная утверждениями о связи утверждений леммы
с неущербностью S-процедуры и наличием двойственности Фенхеля в
некоторой экстремальной задаче. Формулируется обобщение леммы на
случай, когда частотное условие выполнено на ограниченном интервале
частот.

Авторы выражают благодарность А.Л. Фрадкову, предложившему
тему данной публикации, Н. Е. Барабанову, А.Х. Гелигу, А. С. Матве-
еву, А. Мегрецкому, В. Рейтману и А.Н. Чурилову за предоставленные
материалы и полезное обсуждение отдельных параграфов статьи.

2. История появления леммы
Калмана–Попова–Якубовича и S-процедуры

История появления леммы и S-процедуры связана с исследованиями
устойчивости нелинейных систем автоматического регулирования. Пер-
вые результаты в этой области были основаны на применении прямого
метода Ляпунова [46]. В 1944 г. в короткой заметке А.И. Лурье и
В.Н. Постникова [45] была предложена новая форма функции Ляпу-
нова для исследования нелинейных систем. В работе [45] рассматри-
вается система непрямого регулирования, уравнения которой в общем
случае имеют следующий вид:

d

dt
x = Ax+Bφ(σ),

d

dt
ξ = φ(σ), σ = Cx + ρξ, (1)

где A ∈ Mn, B ∈ Mn,1, C ∈ M1,n. Здесь и далее Mm,n множество
(вообще говоря) комплексных матриц размера m × n, Mn = Mn,n.
В [45] A,B,C — некоторые конкретные вещественные матрицы, n =
= 3. График нелинейной функции φ, которая в [45] имеет смысл силы
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трения, расположен в первом и третьем квадрантах. Это условие может
быть записано в виде неравенства

σφ(σ) � 0.

Для исследования устойчивости системы рассматривается функция
Ляпунова вида

V = x∗Hx+

σ∫

0

φ(ς) dς, (2)

где H ∈ HMn. Здесь и далее ∗ означает транспонирование в веще-
ственном случае и эрмитово сопряжение в комплексном. В (2) матрица
H вещественная. Определяя матрицу H из условий

V (x(t)) � 0 и
d

dt
V (x(t)) � 0 на решениях системы (1), (3)

можно, при некоторых дополнительных предположениях о системе, до-
казать устойчивость множества решений уравнения V (x) = 0. В работе
[45] определены условия на параметры рассматриваемой специальной
системы третьего порядка, обеспечивающие устойчивость ее стацио-
нарного множества.

В работе [44] этот подход распространен на системы произвольного
порядка, допускающие приведение матрицы системы к диагональному
виду. Пусть

Λ′(H) =
(
A∗H +HA HB

B∗H 0

)
, (4)

G =
(

0 1
2A

∗C∗
1
2CA CB + ρ

)
, тогда производная функции V в силу системы

(1) имеет вид

V ′(x) =
(

x
φ(σ)

)∗
(Λ′(H)−G)

(
x

φ(σ)

)
. (5)

Неравенство d
dtV (x(t)) � 0 будет выполнено на решениях системы (1),

если V ′(x) � 0 при всех x = 0. При определении матрицы H , удо-
влетворяющей этому условию, Лурье заменяет неравенство V ′(x) � 0

уравнением V ′(x) = −|h
(

x
φ(σ)

)
|2, где h = (h1, ... ,hn+1) — некоторый

неизвестный вектор. Уравнение должно быть выполнено для любой
функции φ, удовлетворяющей (13), поэтому, приравнивая коэффици-
енты при одинаковых степенях φ, его можно записать следующим
образом:

Λ′(H)−G = −h∗h. (6)

В случае когда матрица A гурвицева, из существования решения урав-
нений Лурье следует, что найдется H � 0 такая, что выполнено (3).
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Это условие, вообще говоря, недостаточно для заключения об устой-
чивости системы (1). Окончательный вывод об устойчивости системы
делается на основе дополнительного исследования, использующего спе-
цифику рассматриваемой системы.

В работе [45] указанным методом определены условия на параметры
рассматриваемой специальной системы третьего порядка, обеспечи-
вающие устойчивость ее стационарного множества, представляющего
собой отрезок прямой в фазовом пространстве системы.

Другой подход предложен И. Г. Малкиным [47]. Вместо функции
(5), зависящей от нелинейности φ, И. Г. Малкин рассмотрел квадра-

тичную форму
(
x
u

)∗
(Λ′(H) − G)

(
x
u

)
, которая получается из (5)

при замене функции φ свободной переменной u. При этом он предло-
жил искать матрицу H , удовлетворяющую линейному относительно H
матричному неравенству

Λ′(H)−G < 0. (7)

В работе В.А. Якубовича [97] отмечено, что условие V ′(x) < 0 при
всех x = 0 и всех φ, удовлетворяющих (13), равносильно матричному
неравенству

Gxx −HA−A∗H − (Gxu −HB)G−1
uu(Gxu −HB)∗ > 0, (8)

где матрицы Gxx,Gxu,Gux,Guu определены блочным представлением

G =
(
Gxx Gxu
Gux Guu

)
. (9)

Известно, что при условии Guu > 0 неравенства (7) и (8) равносильны.
Отсюда следует, что неравенство (7) и указанное условие на V ′(x)
равносильны.

В работе [98] доказано, что выполнение неравенства(
A−1B

1

)∗
G

(
A−1B

1

)
> 0 (10)

является необходимым условием существования H = H∗, удовлетворя-
ющего неравенству (8). Отметим, что В работе [98] рассматривается
как случай вещественных, так и комплексных матриц A,B,G,H.

Очевидно, что если существует матрица H > 0, удовлетворяющая
(7), то соответствующая функция V удовлетворяет на отличных от нуля
решениях системы (1) неравенствам

V (x(t)) > 0 и
d

dt
V (x(t)) < 0 (11)

и гарантирует асимптотическую устойчивость системы (1).
В работе [56] В.М. Попов предложил новый, не использующий

функции Ляпунова метод исследования устойчивости системы (1).
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В соответствии с этим методом критерии устойчивости выражаются в
частотных терминах, т. е. в терминах передаточной функции W (λ) =
= (λI − A)−1B линейной части системы (1) от входа φ к выходу
x. Пусть матрица G(ϑ) имеет указанную выше блочную структуру,
а блоки определяются уравнениями

Gxx = 0, Gux = ρ−1C(ϑA + I) Gxu = G∗
xu, Guu = 2ϑ(1 + ρ−1CB),

тогда частотное условие Попова может быть записано следующим об-
разом: существует ϑ > 0 такое, что при всех вещественных ω(

W (iω)
1

)∗
G(ϑ)

(
W (iω)

1

)
� 0. (12)

В работе [56] показано, что если выполнено (12) и функция φ удовле-
творяет условиям

φ(0) = 0, σφ(σ) > 0 при σ = 0, (13)

то система (1) глобально асимптотически устойчива.
В той же статье показано, что если функция

V (x, ξ) = x∗Hx+ ξ2 + β

σ∫

0

φ(ς) dς (14)

удовлетворяет условиям (3) для любой функции φ, удовлетворяющей
(13), то выполнено (12). Далее В.М. Попов формулирует следующую
проблему: «Если условие (12) выполнено, можно ли построить функцию
Ляпунова вида (14)?».

Решение сформулированной В.М. Поповым задачи для случая, ко-
гда нестрогое неравенство (12) заменено на строгое неравенство(

W (iω)
1

)∗
G(ϑ)

(
W (iω)

1

)
> 0, (15)

анонсировано в работе В.А. Якубовича [75]. Подробное, принадлежа-
щее В.А. Якубовичу доказательство, опубликовано в приложении к
[2].

Однако основное содержание работы [75] составляет первая фор-
мулировка леммы Калмана–Попова–Якубовича, из которой и следу-
ет решение указанной задачи. Приведем оригинальную формулировку
этого утверждения из [75], используя введенные нами обозначения и
полагая, следуя [75], G(ϑ) = G = const, Gxx = 0, Guu = 1.

Для того чтобы неравенство (8) имело решение H = H∗, необхо-
димо и достаточно, чтобы выполнялось (15) при −∞ < ω < +∞.

Необходимость доказывается непосредственным вычислением левой
части неравенства (15). Доказательство достаточности проводится ре-
куррентным понижением размерности. В работе [75] указано также,
что необходимость условия (15) непосредственно следует из необходи-
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мости условия (10), поскольку левая часть (8) не меняется при замене
A на A− iωI.

В работе Р. Калмана [152] установлена связь условия Попова (12) с
разрешимостью уравнения Лурье (6). Пусть G(ϑ) = G = const, Gxx =
= 0, Guu = γ, тогда в наших обозначениях результат Р. Калмана может
быть сформулирован следующим образом:

Пусть пара A,B управляема и γ � 0. Тогда вектор h, удовле-
творяющий уравнению Лурье (6) при некоторой матрице H =
= H∗, существует тогда и только тогда, когда неравенство (12)
выполнено при всех вещественных ω.

Опишем теперь схему опубликованного в [2] доказательства того,
что выполнение частотного условия Попова с заменой (12) на (15)
обеспечивает существование у системы (1) функции Ляпунова вида
(14). Неравенство d

dtV (x(t), ξ(t)) � 0 будет выполнено на отличных от
стационарного решениях системы (1), если V ′(x, ξ) � 0 при всех x, ξ
удовлетворяющих (13). Следуя предложенному А.И. Лурье [44] подхо-
ду, заменим последнее условие более простым достаточным условием

S(x, ξ) � 0,

где S(x, ξ) = V ′(x, ξ) + τσf(σ), τ � 0 — параметр (у А.И. Лурье τ =
= 1). Введенная функция обозначена буквой S в [2], где предложенный
А.И. Лурье прием назван S-процедурой. Положим τ = −2ρ−1, тогда

S(x, ξ) =
(

x
φ(σ)

)∗
(Λ′(H)−G(ϑ))

(
x

φ(σ)

)
,

т. е. совпадает с функцией V ′(x), рассмотренной ранее. Таким образом,
если выполнено (8) c G = G(ϑ), то в силу (13) d

dtV (x(t), ξ(t)) < 0 на
отличных от стационарного решениях системы (1),

Неравенство (8) выполнено в силу условия Попова и результата
В.А. Якубовича. Из гурвицевости матрицы A и неравенства (8) сле-
дует H > 0, что влечет выполнение условия (11) и асимптотическую
устойчивость системы (1).

Аналогичные рассуждения, использующие результат Р. Калмана,
позволяют показать, что функция (14) является функцией Ляпунова
для системы (1) при выполнении условия Попова с нестрогим неравен-
ством.

3. Лемма Калмана–Попова–Якубовича

В 1964 г. В.А. Якубович [23] (Труды состоявшегося в январе 1964 г.
съезда по механике были опубликованы в 1965 г.) и В.М. Попов [180]
получили обобщения леммы Калмана–Попова–Якубовича на случай
многосвязных систем.
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Начнем с обобщения результата Р. Калмана, касающегося выпол-
нения нестрого частотного неравенства. Приведем формулировку этого
результата, используя обозначения, отличающиеся от оригинальных
обозначений из указанных работ.

Введем матрицу Попова

Π(λ) =
(
W (λ)
Im

)∗
G

(
W (λ)
Im

)
. (16)

Пусть Γ = iR — множество чисто мнимых чисел.
Теорема 1 (лемма Калмана–Попова–Якубовича. Сингулярный
случай). Пусть пара A,B управляема, тогда для любой матрицы
G ∈ HMn+m следующие утверждения равносильны:

1. Выполнено частотное условие Попова, т. е. при всех λ ∈
∈ Γ \ SpA

Π(λ) � 0; (17)

2. Существует матрица H ∈ HMn такая, что

Λ′(H)−G � 0; (18)

3. Существует решение уравнения Лурье, т. е. существуют
матрицы H ∈ HMn и h ∈Mn+m,m такие, что

Λ′(H)−G = −h∗h. (19)

Если матрицы A,B,G — вещественные, то и матрицы H ,h в
(18) и (19) могут быть выбраны вещественными.

Отметим, что в работе [180] имеется некоторое дополнительное
предположение, которое может быть исключено [57]. Кроме того, в
работе [180] рассматривается только вещественный случай. В работе
[23] рассматривается равносильность только утверждений 1 и 2 при
дополнительном предположении о гурвицевости матрицы A, которое
является несущественным, а также [23] рассматриваются веществен-
ный и комплексный случаи.

В работе [23] получено также обобщение на случай многосвязных
систем результата В.А. Якубовича.
Теорема 2 (лемма Калмана–Попова–Якубовича. Регулярный слу-
чай). Пусть матрица A гурвицева, тогда для любой матрицы G ∈
∈ HMn+m следующие утверждения равносильны:

1+. Выполнено строгое частотное условие Попова, т. е. суще-
ствует δ > 0 такое, что при всех λ ∈ Γ

Π(λ) � δI; (20)

2+. Существует матрица H ∈ HMn такая, что

Λ′(H)−G < 0. (21)

Если матрицы A,B,G — вещественные, то матрица H в (21)
может быть выбрана вещественной.
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В дальнейшем исследования, связанные с леммой Калмана–
Попова–Якубовича, продолжались в нескольких направлениях.

3.1. Ослабление условий леммы

Первая попытка такого рода была предпринята в [167], в которой
утверждалось, что в сингулярном случае при m = 1 лемма Калмана–
Попова–Якубовича выполнена без предположения об управляемости
пары A,B при условии, что матрица A гурвицева. Это утверждение
неверно. Для контрпримера достаточно рассмотреть случай n = 1, A =

= −1, B = 0, G =
(

0 1
1 0

)
. Можно показать однако, что утверждение

становится верным, если дополнительно предположить, что Π(iω) ≡ 0.
Это следует, например, из результатов [63].

Ослабление условий для сингулярного случая получено в работах
[64, 113]. Рассмотрим следующие частотные условия:

1a. При всех λ ∈ Γ, x ∈ Cn, u ∈ Cm, удовлетворяющих уравнению
λx = Ax+ bu, выполнено неравенство(

x
u

)∗
G

(
x
u

)
� 0;

1b. При всех λ ∈ Γ выполнено (17) и существует λ0 ∈ Γ такое, что
Π(λ0) > 0.

Назовем λ ∈ C неуправляемым собственным значением пары A,B,
если λ есть собственное число матрицы A + Bk при всех k ∈ Mm,n.
Неуправляемое собственное значение λ пары A,B является недефект-
ным, если существует k ∈ Mm,n такое, что для матрицы A + Bk
алгебраическая кратность λ равна его геометрической кратности.

В работе [113] доказано, что в случае, когда все неуправляемые
собственные числа пары A,B лежат на мнимой оси и недефектны,
утверждения 1a и 2 равносильны. Бесконечномерный аналог этого
утверждения получен в [181].

В работе [64] доказано, что в случае, когда пара A,B не имеет
неуправляемых чисто мнимых собственных значений, условие 1b вле-
чет 2.

В работе [24, теорема 1.2.7.] показано, что в регулярном случае
условие управляемости может быть заменено условием стабилизируе-
мости пары A,B, если при этом частотное условие заменить следую-
щим:

1+a . Существует δ > 0 такое, что при всех λ ∈ Γ, x ∈ Cn, u ∈
∈ Cm, удовлетворяющих уравнению λx = Ax + bu, выполнено
неравенство (

x
u

)∗
G

(
x
u

)
� δ(|x|2 + |u|2).
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Из результатов работы [149], которая будет подробно рассмотрена
в параграфе 8, следует, что утверждения 1+a и 2+ равносильны без
каких-либо предположений о матрицах A и B.

В работе [83] В.А. Якубович получил результат, занимающий в
некотором смысле промежуточное положение между утверждениями
леммы Калмана–Попова–Якубовича для регулярного и сингулярного
случаев. С целью избежать довольно громоздких формулировок ориги-
нальной работы приведем частный случай этого утверждения.

Теорема 3. Пусть пара A,B стабилизируема, матрица A не имеет
чисто мнимых собственных значений, rankB = m, Guu = 0, тогда
следующие утверждения равносильны:

1◦. При всех ω ∈ R Π(iω) > 0 и limω→∞ ω2Π(iω) > 0;

2◦. Существует матрица H ∈HMn, удовлетворяющая неравен-
ству (18) и неравенству A∗H +HA∗ −Gxx < 0.

Отметим, что для m = 1 этот результат был доказан в первой
публикации леммы Калмана–Попова–Якубовича [75]. В работе [83]
получено аналогичное утверждение для случая Guu � 0. Подробное
доказательство приведено в [24].

3.2. Лемма Калмана–Сегё

Для построения функции Ляпунова при исследовании устойчивости
нелинейных систем с дискретным временем возникает необходимость
в соответствующем аналоге леммы Калмана–Попова–Якубовича. Впер-
вые такой результат, получивший название леммы Калмана–Сегё, был
сформулирован в [190] для односвязных систем. Обобщение этого ре-
зультата на случай многосвязных систем принято называть обобщенной
леммой Калмана–Сегё или леммой Калмана–Попова–Якубовича для
систем с дискретным временем.

Положим Γ = {λ ∈ C | |λ| = 1},

Λ′(H) =
(
A∗HA−H A∗HB
B∗HA B∗HB

)
. (22)

Общая формулировка леммы Калмана–Попова–Якубовича для си-
стем с дискретным временем в сингулярном случае приведена в [57],
в регулярном случае — в [68]. В наших обозначениях эти утверждения
совпадают с формулировками теорем 1 и 2. В работе [68] для дока-
зательства использовано дробно-линейное преобразование, известное
как преобразование Кэли, которое позволяют свести обобщенную лем-
му Калмана–Сегё к лемме Калмана–Попова–Якубовича. Этот метод
доказательства был впервые использован в [30] в случае скалярного
управления.
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3.3. Обобщение Чурилова

Используя метод дробно-линейного преобразования, А.Н.Чурилов
[63] распространил лемму Калмана–Попова–Якубовича на случай, ко-
гда Γ есть произвольная прямая или окружность на комплексной плос-
кости.

Пусть матрица Θ =
(
ϑ11 ϑ12
ϑ21 ϑ22

)
эрмитова и удовлетворяет условию

detΘ < 0. Положим

Γ = {λ ∈ C | (λ, 1)Θ(λ, 1)∗ = 0},
Λ′(H) =

(
A B
Ix 0

)∗
(Θ⊗H)

(
A B
Ix 0

)
,

(23)

где Θ ⊗ H — кронекерово произведение Θ и H. При ϑ11 = 0 Γ есть
прямая, при ϑ11 = 0 — окружность на комплексной плоскости.

Из результатов [63, 64] следует, что утверждение 1a влечет 2, если
Γ не содержит неуправляемых собственных чисел пары A,B. Отметим,
что из утверждения 2 очевидно следует 1 при любых A и B. Из резуль-
татов [28] следует, что если пара A,B управляема, то утверждения 1,
2 и 3 равносильны, а утверждения 1+ и 2+ равносильны следующему
утверждению:

3+. Существуют матрицы H , h = (hx,hu), hx ∈ Mm,n,hu ∈ Mm,
удовлетворяющие уравнению (19) и такие, что det hu = 0 и
Sp (A−Bh−1

u hx) ∩ Γ = ∅.

В работе [149] показано, что утверждения 1+a и 2+ равносильны при
любых A и B.

В случае Θ =
(

0 1
1 0

)
Γ есть мнимая ось, а Λ′ принимает вид

(4). В этом случае указанные утверждения совпадают с приведенными
выше формулировками леммы Калмана–Попова–Якубовича для систем

с непрерывным временем. В случае Θ =
(

1 0
0 −1

)
Γ есть единичная

окружность, а Λ′ принимает вид (22). В этом случае указанные утвер-
ждения усиливают указанные выше формулировками леммы Калмана–
Попова–Якубовича для систем с дискретным временем.

3.4. Существование решений матричного неравенства,
обладающих заданными спектральными свойствами

При применении леммы Калмана–Попова–Якубовича в задачах
устойчивости представляет интерес вопрос о существовании положи-
тельно определенной или полуопределенной матрицы H , удовлетворя-
ющей (18) или (21).

Имеет место следующее простое утверждение, основанное на свой-
ствах решения уравнения Ляпунова.
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Утверждение 1. Пусть матрица A гурвицева, тогда если H удовле-
творяет (18) и Gxx � 0, то H � 0, если H удовлетворяет (21) и
Gxx � 0 или H удовлетворяет (18) и Gxx < 0, то H > 0.

Приведем примеры применения утверждения 1. Рассмотрим систему

d

dt
x = Ax+Bu, (24)

y = Cx+Du,

где A ∈ Mn,B ∈ Mn,m,C ∈ Mm,n,D ∈ Mm, x — состояние, вход u
и выход y имеют одинаковую размерность. Пусть T (λ) = D + C(λI −
− A)−1B — передаточная матрица системы от входа u к выходу y.
Матрица T называется положительно вещественной [106], если SpA ⊂
⊂ clC− и

T (λ) + T (λ)∗ � 0 при Reλ � 0. (25)

Матрица T называется строго положительно вещественной, если
SpA ⊂ C− и существует δ > 0 такое, что

T (λ) + T (λ)∗ > δI при λ ∈ iR.

Строго положительно вещественная матрица является положительно
вещественной [107].

Пусть W (λ) = (λI −A)−1B. Определим матрицу G, положив Gxx =
= 0,Gxu = C,Guu = D +D∗, и матрицу Попова Π(λ) (см. (16)). Тогда
T (λ) + T (λ)∗ = Π(λ).

Из леммы Калмана–Попова–Якубовича (регулярный случай) и
утверждения 1 следует теорема 4.
Теорема 4 (лемма о строго положительно вещественных матри-
цах). Матрица T строго положительно вещественная тогда и
только тогда, когда существует положительно определенная мат-
рица H , удовлетворяющая (21). В рассматриваемом случае любое
решение (21) является положительно определенным.

В литературе имеются и другие определения строго положительно
вещественных матриц и соответствующие варианты леммы, отличаю-
щиеся от приведенного некоторыми условиями.

В работе [106] получен аналогичный критерий того, что T является
вещественно-положительной.
Теорема 5 (лемма о положительно вещественных матрицах). Пусть
SpA ⊂ clC−, A не имеет кратных чисто мнимых корней и матрицы
A,B,C,D определяют минимальную реализацию T. Тогда для су-
ществования положительно определенной матрицы H , удовлетво-
ряющей вместе с некоторой матрицей h ∈Mn+m,m уравнению (19)
необходимо и достаточно, чтобы матрица T была положительно
вещественной.

Другое следствие леммы Калмана–Попова–Якубовича, связанное
с положительной определенностью H , известно как лемма об
ограниченно-вещественных матрицах [108]. Сформулируем наиболее
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употребительный вариант этого утверждения, относящийся к случаю
строгого матричного неравенства (21) и непрерывного времени. Пусть
γ > 0, определим матрицу G, положив

Gxx = −C∗C, Gxu = −C∗D, Guu = γ2I −D∗D. (26)

Тогда Π(λ) = T ∗(λ)T (λ).

Теорема 6. Для выполнения неравенства

T ∗(λ)T (λ) < γ2I при всех λ ∈ C+ (27)

необходимо и достаточно, чтобы существовала матрица H > 0,
удовлетворяющая (21).

Это утверждение находит многочисленные применения в задачах
H∞-оптимизации, поскольку условие (27) равносильно условию T ∈
∈ H∞(C+), ‖T ‖H∞ < γ. В работе [108] показано, что аналогичное
утверждение имеет место в случае нестрогих неравенств, если матрицы
A,B,C определяют минимальную реализацию передаточной функции
W.

Недостатком приведенных теорем является ограничение на спектр
матрицы A. Пытаясь найти более удобный критерий положительной
полуопределенности H , Я. Виллемс [196] сформулировал следующее
утверждение: если пара A,B управляема и при всех λ ∈ C, Reλ � 0,
выполнено неравенство Π(λ) > 0, то существует H � 0, удовлетворяю-
щая (18). Позже он же опубликовал контрпример [197], показывающий,
что это утверждение, вообще говоря, неверно.

Выраженное в частотных терминах необходимое и достаточное
условие существования положительно полуопределенного решения
неравенства (18) получено в [169].

Имеет место следующее обобщение утверждения 1. Пусть кривая Γ
и оператор Λ′ заданы соотношением (23). Кривая Γ делит комплексную
плоскость на открытые области

Ω± = {λ ∈ C | ± (λ, 1)Θ(λ, 1)∗ > 0}. (28)

Утверждение 2. Пусть Gxx � 0, SpA ∩ Γ = ∅ и выполнено условие 1a,
тогда существует неособая H , удовлетворяющая (18), у которой
количество собственных значений, лежащих в левой полуплоскости,
(с учетом кратности) то же, что и число собственных значений
матрицы A, лежащих в области Ω+.

Это утверждение легко получить из результатов работ [113, 124,
125]. Вариант утверждения для знаконеопределенной матрицы H нахо-
дит применение при исследовании автоколебаний нелинейных систем.

Пусть T (λ) — передаточная функция системы (25), Γ,Ω±,Λ′, γ >
> 0 определены соотношениями (23), (28). Определим матрицу G
равенствами (26). Из леммы Калмана–Попова–Якубовича (регуляр-
ный случай) и утверждения 2 следует, что T удовлетворяет условиям
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T ∈ H∞(Ω+), ‖T ‖H∞ < γ тогда и только тогда, когда существует мат-
рица H > 0, удовлетворяющая (21). Этот результат обобщает теорему 6
и позволяет свести задачу оценки H∞ нормы передаточной функции,
аналитической в некотором круге или полуплоскости, к решению ли-
нейного матричного неравенства (21).

3.5. Экстремальные решения матричного неравенства

В работе [196] начато изучение свойств множества решений нера-
венства (18) для систем с непрерывным временем. Доказано, что в слу-
чае, когда пара A, B управляема и это множество не пусто, существуют
матрицы H±, удовлетворяющие (18) и такие, что любое решение H
неравенства (18) удовлетворяет неравенству

H− � H � H+. (29)

В работе [65] показано, что это утверждение верно для любых Γ,Λ′,
удовлетворяющих (23), при некотором дополнительном предположении
относительно матрицы Π(λ). В работе [28] показано, что это дополни-
тельное условие можно отбросить.

В работах [34, 67] получены также условия невырожденности мат-
риц H , удовлетворяющих (18), при выполнении которых имеют место
неравенства (H+)−1 � H−1 � (H−)−1.

3.6. Свойства решений уравнения Лурье

Рассмотрим сначала случай непрерывного времени и предположим,
что пара A,B управляема. В работах [3, 4] доказано, что при выполне-
нии условия (20) найдутся матрицы H , h = (hx,hu), hx ∈ Mm,n,hu ∈
∈ Mm, удовлетворяющие уравнению Лурье (19) такие, что матрица
A−Bh−1

u hx гурвицева.
В работе [196] приведена уточненная формулировка этого

результата. Доказано, что при Guu > 0 экстремальные решения H±
неравенства (18) вместе с некоторыми матрицами h± = (h±x,h±u),
h±x ∈ Mm,n, h±u ∈ Mm, удовлетворяют уравнению Лурье
(19). При этом если выполнено строгое неравенство (20), то
Sp (A − B(h±u)−1h±x) ⊂ C±, где C± = {λ ∈ C | ± Reλ > 0} —
правая и левая открытые полуплоскости. Если выполнено нестрогое
неравенство (18), то Sp (A−B(h±u)−1h±x) ⊂ clC±.

В работах [5, 6] упомянутый выше результат из [3] распространен
на системы с дискретным временем.

В работе [65] получено обобщение упомянутого результата из [196]
на случай, когда Γ и Λ′ заданы соотношениями (23). Пусть пара A,B
управляема и выполнено (17), тогда существуют h± ∈Mm,k такие, что
пары H+,h+ и H−,h− удовлетворяют (19).
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В работе [28] показано, что если пара A,B управляема, то утвер-
ждения 1+, 2+, 3+ равносильны следующему утверждению:

3+
a . Для того из знаков «±», для которого выполнено неравенство
±Θ11 � 0, существуют матрицы H±, h± = (h±x,h±u), h±x ∈
∈Mm,n, h±u ∈Mm, удовлетворяющие уравнению (19) и такие,
что

deth±u = 0, Sp (A−B(h±u)−1h±x) ⊂ Ω±. (30)

Поясним соотношения (30). Если Θ11 = 0, то Γ есть прямая.
В этом случае (30) выполнено для обеих матриц h+ и h−. Если
Θ11 = 0, то Γ есть окружность. В этом случае может оказаться, что (30)
выполнено только для той из матриц h+ или h−, которая соответствует
ограниченной области Ω+ или Ω−.

3.7. Алгебраическое уравнение Риккати

Рассмотрим случай непрерывного времени. Положим h =
= (hx,hu), hx ∈ Mm,n, hu ∈ Mm. Тогда уравнение (19) равносильно
системе

A∗H +HA+ h∗xhx = Gxx, HB + h∗xhu = Gxu, h∗uhu = Guu. (31)

Пусть Guu > 0. Используя второе и третье уравнения (31), опреде-
лим

hu = G1/2
uu , hx = G−1/2

uu (Gux −B∗H). (32)

Исключая hx из первого уравнения (31), получим алгебраическое урав-
нение Риккати

HPH +HQ+Q∗H +R = 0, (33)
P = BG−1

uuB
∗, Q = A−BG−1

uuGux, R = GxuG
−1
uuGux −Gxx. (34)

Легко видеть, что при условии Guu > 0 разрешимость уравнения Лурье
(19) равносильна разрешимости алгебраического уравнения Риккати
(33), (34).

В теории систем впервые уравнение появилось в [151] в связи
с задачами оптимального управления. Исследованию свойств решений
этого уравнения посвящена обширная литература (см. библиографию
в монографиях [134–136]). Связь этого уравнения с леммой Калмана–
Попова–Якубовича впервые была отмечена в [196], где свойства реше-
ний этого уравнения использованы для исследования свойств решений
матричного неравенства (18). Некоторые из этих результатов приведены
в предыдущем разделе.

Решение H− уравнения (33) называется стабилизирующим, если
матрица Q + PH− гурвицева. Пусть H− стабилизирующее решение.
Найдем матрицу h− = (h−x,h−u), используя уравнения (31), (32).
Тогда Q + PH− = A − B(G−1

uu(Gux − B∗H)) = A − B(h−u)−1h−x.
Таким образом, определение стабилизирующего решения согласуется
с включением (30).
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Рассмотрим матрицу H =
(
Q −P
R −Q∗

)
, которая называется га-

мильтоновой матрицей, соответствующей уравнению (33). Легко ви-
деть, что (33) равносильно уравнению

H ·
(

I
−H

)
=
(

I
−H

)
(Q+ PH). (35)

В работе [99] показано, что функция ϕ(λ), определяемая на
мнимой оси равенством ϕ(iω) = (detGuu)−1| det(iωI − A)|2 detΠ(iω),
является многочленом. В работе [168] показано, что ϕ(λ) =
= (−1)n det(λI −H). Из результата [99] следует, что многочлен ϕ не
меняется при преобразовании обратной связи, т. е. при замене A на

A+BK и G на T ∗GT , где T =
(

I 0
K I

)
, при произвольной матрице

K ∈Mm,n.
Суммируя, получим, что если пара A,B не имеет неуправляемых

собственных чисел на мнимой оси, то равенство ϕ(iω) = 0 влечет
равенство detΠ(iω) = 0, и поэтому частотное условие 1+ равносильно
следующим условиям:

1+b . Guu > 0, ϕ(iω) = 0 ∀ω ∈ R;
1+c . Guu > 0, Sp H ∩ iR = ∅.
В частности, отсюда следует, что если пара A,B стабилизируема, то

уравнения (33) и (35) имеют стабилизирующее решение тогда и только
тогда, когда H не имеет чисто мнимых собственных значений.

Алгебраическое уравнение Риккати (33) встречается во многих
разделах математики вне связи с леммой Калмана–Попова–Якубовича.
В общем случае уравнение (33) рассматривается при произвольных
P ,R ∈ HMn, Q ∈ Mn. Наиболее изученным является случай, когда
выполнено неравенство P � 0. Именно так обстоит дело в уравнении,
получаемом из уравнения Лурье. Общий результат о разрешимости
уравнения Риккати в этом случае получен в [61].

Теорема 7. Пусть P � 0, пара матриц Q,P не имеет симметричных
относительно мнимой оси неуправляемых собственных чисел, тогда
следующие утверждения равносильны:

R1. Для всех ω ∈ R таких, что det(iωI − Q) = 0, выполнено
неравенство

P + P (iωI +Q∗)R(iωI −Q)P � 0;

R2. Существует H ∈ HMn, удовлетворяющая нестрогому нера-
венству Якубовича

HPH +HQ+Q∗H +R � 0;

R3. Существует H ∈ HMn, удовлетворяющая алгебраическому
уравнению Риккати (33).
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R4. Жордановы блоки матрицы H, соответствующие чисто
мнимым собственным числам (если такие существуют),
имеют четную размерность.

Этот результат приведен также в [62]. При более ограничительном
предположении об управляемости пары Q,P это утверждение получено
в [153, 154].

Пусть Guu > 0. Положим k = −h−1
u hx ∈ Mm,n, тогда уравнения

Лурье (31) можно записать следующим образом:

A∗H +HA+ k∗Guuk = Gxx, HB − k∗Guu = Gxu. (36)

Вопрос о разрешимости уравнения Лурье можно сформулировать
[99] как задачу о представлении квадратичной формы Ψ(x,u) =

=
(
x
u

)
G

(
x
u

)
в виде

Ψ(x,u) =
(
x
u

)∗
Λ′(H)

(
x
u

)
+ (u− kx)∗Guu(u− kx), (37)

где H ∈ HMn, k ∈ Mm,n — матрицы, которые требуется определить.
В работах В.А. Якубовича [100, 101], посвященных построению оп-
тимальных управлений в дифференциальных играх, отмечено, что в
таких задачах возникает необходимость рассматривать представление
(37) при знаконеопределенной невырожденной матрице Guu. Это рав-
носильно решению алгебраического уравнения Риккати (33), (34) при
знаконеопределенной невырожденной матрице P.

Эта задача исследовалось в [12, 114, 124, 137, 147, 155] и др. работах.
Приведем результат из [11], в котором условия разрешимости форму-
лируются в частотных терминах и дополняют условия из теоремы 7.

Теорема 8. Пусть Gxu = 0, detP = 0, тогда для того чтобы урав-
нение (33), (34) имело решения достаточно, чтобы было выполнено
условие R4 теоремы 7 и чтобы для каждого ненулевого x ∈ Cn

x∗W (λ)Π(λ)−1W (−λ)∗x ≡ 0.

Случай Gxu = 0 может быть сведен к рассмотренному с помощью замен
A = Ã−BG−1

uuGux, Gxx = G̃xx −GxuG−1
uuGux.

3.8. Обобщенное уравнение Лурье

В работе [115] в связи с вопросами H∞ оптимизации по-

ставлена следующая задача. Пусть u =
(
v
w

)
, v ∈ Rmv , w ∈

∈ Rmw , рассмотрим соответствующие блочные представления B =

= (Bv,Bw), Guu =
(
Gvv Gwv
Gvw Gww

)
, Gxu = (Gxv,Gxw) и пусть Gww = 0,

4
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Gwv = 0, Gvw = 0. Требуется найти представление формы Ψ(x,u) в
виде

Ψ(x,u) =
(
x
u

)∗
Λ′(H)

(
x
u

)
+ (v − kx)∗Gvv(v − kx) + x∗Kx, (38)

где H ,K ∈ HMn, k ∈ Mmv ,n — матрицы, которые требуется опреде-
лить. Представление (38) можно записать в виде следующей обобщен-
ной системы уравнений Лурье:

A∗H +HA+ k∗Gvvk +K = Gxx, HBv − k∗Gvv = Gxv, HBw = Gxw.
(39)

Для произвольной эрмитовой матрицы M обозначим через n±(M)
количество положительных (отрицательных) собственных чисел M.
Положим Δn± = limω→∞ n±(Π(iω)) − n±(Gvv), тогда Δn± � 0. Усло-
вие n±(K) � Δn± необходимо для разрешимости уравнений (39).
В работе [115] даны необходимые и достаточные условия разрешимости
уравнения (39) с матрицей K минимального ранга: n±(K) = Δn±.
Дано также точное описание всех решений этого уравнения.

4. Бесконечномерная лемма
Калмана–Попова–Якубовича

4.1. Исторический контекст первых обобщений леммы

Традиционно, до 60-х г. включительно, применение методов теории
управления было в основной массе работ направлено на исследование
систем управления с сосредоточенными параметрами. Эти системы
имеют конечномерное фазовое пространство и математически описы-
ваются, как правило, системами обыкновенных дифференциальных
или интегро-дифференциальных уравнений. В большинстве математи-
ческих моделей технических систем с распределенными параметрами
(таких как газо- и гидродинамические установки, ядерные реакто-
ры и т. д.) используются уравнения математической физики, которые
включают дифференциальные операторы в частных производных по
пространственным переменным.

К 70-м г. XX в. значимость проблем управления системами с
распределенными параметрами резко возросла. Приведем несколько
признаков этого роста. Библиография работ по теории устойчивости
и управлению системами с распределенными параметрами, изданных
до 1967 г., опубликованная П.К. С. Вангом [194], уместилась всего на
15 страницах. Уже четыре года спустя, в 1971 г. в Канаде состоялся
первый международный симпозиум ИФАК, специально посвященный
системам с распределенными параметрами. Еще через два года, в
1973 г. в Лондоне вышла книга «Последние математические достиже-
ния в теории управления» [183], содержащая доклады и материалы
дискуссий по новым применениям математических методов в теории
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управления. В этой публикации было выделено пять основных направ-
лений исследований: устойчивость нелинейных систем, оптимальное
управление, теория фильтрации, управление системами, описываемыми
дифференциальными уравнениями в частных производных и, наконец,
алгебраическая теория систем.

Именно в это время — в конце 60-х – начале 70-х г. —
появляются публикации, содержащие идеи построения систем
управления термоядерным синтезом [195] и др. Это направление
исследований в публикациях часто называли «проблемой ХХ в.».
Актуальность (и расчетная стоимость) этого проекта продол-
жают расти и сегодня, только теперь речь идет о «проблеме
XXI в.». В физических экспериментах уже в XIX в. процессы
управления экспериментом играли важную роль, но чаще вспо-
могательную по отношению к тому явлению, которое изучалось.
В ХХ в. на первый план вышли проблемы, в которых роль
управления процессом перестала быть вспомогательной. Задача
создания термоядерного плазменного пучка рассматривалась в ряде
работ как задача оптимального управления, в которой распределенным
управлением в системе является внешнее электромагнитное поле.
Предлагались различные математические постановки задачи управле-
ния термоядерной реакцией, имеющие физический смысл, в том числе
вариационные задачи и задачи оптимизации, к которым применяется
принцип максимума.

Таким образом, новые области приложений методов, развитых в
теории управления с сосредоточенными параметрами, были привлека-
тельными. Однако имелись и трудности. А. Г. Бутковский, один из
авторов первых работ, посвященных собственно методам управления
системами с распределенными параметрами, писал об этих трудностях
в предисловии к одной из своих книг: «Не будем скрывать, что су-
щество этих задач таково, что оно требует относительно сложного,
нетрадиционного для инженера ... математического аппарата. Учитывая
эту специфику, автор стремится прежде всего к максимальной ясности
и наглядности постановок рассматриваемых задач, кое-где поступаясь
ради этого формальной общностью математического описания ...» [155,
c. 8–9].

Хорошо известно, что в 70-е годы большая часть специалистов в
области теории управления, получивших инженерно-техническое обра-
зование, была не знакома с языком функционального анализа, исполь-
зуемого в современной математической физике, в котором граничные
задачи могут быть представлены как неограниченные операторы в гиль-
бертовых или в общем случае — в банаховых пространствах. Однако
здесь перед исследователями появились содержательные препятствия.
В теории управления системами с распределенными параметрами гра-
ничные задачи часто неоднородны, причем условия на границе обычно
сами представляют собой динамическую систему. Варианты подоб-
ных систем управления с граничными управлением и наблюдением

4*
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разнообразны и встречаются в тепловых, биологических, химических,
ядерных и иных управляемых устройствах.

С другой стороны, именно таким языком были написаны моно-
графии Ж.-Л. Лионса и Э. Мадженеса [38] и Ж.-Л. Лионса [36],
переведенные на русский язык в 1971–1972 гг., и представляющие
наиболее продвинутый на тот момент математический подход к теории
оптимального управления системами с распределенными параметрами.
Требовались доступные книги, которые служили бы введением в функ-
циональный анализ для специалистов по теории управления, и такие
книги появились [10] и др.

Знакомство с понятиями и задачами оптимального управления си-
стемами с распределенными параметрами облегчалось тем, что ука-
занные выше работы [36, 38] широко использовали известные до-
стижения сильных отечественных школ оптимального управления
и математической физики. Принцип максимума Л.С. Понтрягина
применялся к задачам оптимального управления для распределенных
систем уже в ряде работ 60-х г. [21] и др. Пространства С.Л. Соболе-
ва, вариационные постановки неоднородных начально-краевых задач и
другие понятия, связанные с теорией обобщенных функций, входили в
университетские курсы лекций по уравнениям в частных производных
и широко применялись в работах по математической физике и механике
сплошных сред. Задачи оптимального управления системами с распре-
деленными параметрами, которым были посвящены также изданные
несколько позже монографии [160–162], имели ту же вариационную
природу и были привлекательны прежде всего стремлением переформу-
лировать и представить на других языках новые практически важные
задачи физики и техники. Библиография в работах [156–162] позволяла
освоить постановки широкого круга задач оптимизации и методов их
решения для систем с распределенными параметрами.

4.2. Первые публикации и различия подходов к обобщению
леммы на бесконечномерный случай

Ситуацию развития теории управления распределенными система-
ми, описанную выше, нетрудно было сопоставить с задачами, к которым
применялась лемма Калмана–Попова–Якубовича. В 1973 г. была опуб-
ликована работа В.А. Якубовича [93], которая носила обобщающий
характер и в определенной мере подводила итоги развития матричной
леммы Калмана–Попова–Якубовича за первое десятилетие ее суще-
ствования. Становились более понятными идеи приложений леммы
Калмана–Попова–Якубовича к задачам абсолютной устойчивости и
неустойчивости, адаптации, к получению критериев диссипативности и
конвергенции, доказательствам существования периодических и почти
периодических вынужденных режимов и автоколебаний. Это сопо-
ставление закономерно приводило к идее переноса леммы на случай
операторов в гильбертовом пространстве.
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В.А. Якубович высказывал идею доказательства частотной тео-
ремы для операторов в гильбертовом пространстве (может быть, не
впервые) осенью 1971 г., когда ставил задачу об обобщении леммы
на случай уравнений в частных производных одному из авторов этих
строк (А.Л. Лихтарникову), тогда студенту 4 курса. Полученный сту-
дентом через некоторое время результат руководителя не удовлетворил.
Формулировки теорем в вариационной постановке были неполны, а
условие разрешимости операторного неравенства не было представлено
в «частотной форме» (позднее, после доработки эти результаты были
опубликованы в совместной работе [41]). Поэтому Владимир Андре-
евич взялся за дело сам.

Пионерским продвижением в обобщении леммы о матричных нера-
венствах на случай операторов в гильбертовом пространстве стала
работа В.А. Якубовича [95], опубликованная в двух частях соответ-
ственно в 1974 и 1975 гг.

Описанные выше трудности потенциальных читателей, по-
видимому, повлияли на выбор В.А. Якубовичем языка, которым
написаны работа [95], потому что она содержала в формулировках
теорем несколько излишних предположений. Одним из них, и как
будет пояснено ниже, не самым существенным являлось требование
ограниченности операторов, входящих в условия задачи, которое было
снято в следующих публикациях.

Кроме того, автор сделал следующее замечание в предисловии к
статье [95] (часть I): «Мы используем ряд известных в теории опти-
мального управления соображений и приемов... Чтобы не затруднять
читателя ссылками на источники, в которых эти предложения приве-
дены в другой форме и не в точно необходимом нам виде (в частности,
рассматриваются конечномерные пространства), мы приводим доказа-
тельства этих предложений, тем более что эти доказательства очень
простые».

По замыслу автора эта работа была предназначена как для обобще-
ния матричной леммы, так и для определенных методических целей.
В частности, этот текст снабжен определениями основных понятий
теории управления и включает, например, простые выводы оператор-
ного варианта уравнений А.И. Лурье и утверждения о факторизации
эрмитовой операторной «функции Попова» Π(iω), которая входит в
«частотные условия» теорем, доказанных в работе (иногда эту функцию
называют спектральной плотностью.). Заметим, что в бесконечномер-
ном случае задача о факторизации функции Попова видоизменяется
в зависимости от постановки линейно-квадратичной задачи оптималь-
ного управления и при появлении новых постановок (см., например,
[176]) эту задачу приходится решать вновь.

Автор выделил в названии работы [95] предполагаемую область
применения результатов — задачи синтеза оптимального управления
в линейной системе управления с квадратичным критерием качества.
Отметим, что линейно-квадратичная задача оптимального управления
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выступает здесь в двух ролях. Во-первых, сначала с помощью идеи
динамического программирования Р. Беллмана рассматривается задача
оптимального управления на бесконечном интервале, и затем результат
этого исследования используется для доказательства леммы Калмана–
Попова–Якубовича. Во-вторых, когда лемма доказана, уже она сама
применяется для решения других задач линейно-квадратичной оптими-
зации, например в случае конечного интервала времени. В результате
читатель получал доступное введение в теорию оптимального управле-
ния, в котором объяснялись наиболее употребительные понятия, в том
числе управляемость и стабилизируемость в различных вариантах их
определений, связи между различными свойствами систем управления,
операторная форма уравнений А.И. Лурье и др. Наконец, сами форму-
лировки леммы даны в двух известных вариантах: невырожденном и
вырожденном.

В 1975 г., через год после публикации [33, ч. I], в свет вышли сразу
пять работ о частотной теореме для бесконечномерного случая: [33,
ч. II, 48–51].

В [14] были получены достаточные условия разрешимости (в форме
нестрогого частотного условия) уравнений Лурье для случая ограни-
ченных операторов. Здесь для бесконечномерного случая были сделаны
два предположения одновременно: полной управляемости пары A,B
в варианте, когда требуется достижимость любой точки пространства
состояний (это требование в приложениях сводит результат к конечно-
мерному случаю), и условие стабилизируемости. Использованная схема
доказательства следует работе Лионса [36].

В [53] предполагается, что пространство управлений одномерно, од-
нако работа интересна идеями доказательств, которые принципиально
отличны от других и демонстрируют глубокие связи леммы с теорией
функций.

Статья [18], если судить по ее названию, посвящена не частотной
теореме как таковой, а ее самому известному приложению — задаче
об абсолютной устойчивости нелинейных систем. Однако на том пути,
который используется в [18], именно операторные неравенства леммы
составляют существо результата и основу метода построения функ-
ционала Ляпунова. Работа [8] относится к бесконечномерной лемме
Калмана–Сегё. Эта тема рассмотрена ниже.

В 1975–1976 гг. были опубликованы еще пять работ [15, 19, 20, 40,
41], посвященных бесконечномерному варианту леммы и ее приложе-
ниям. Работа [40] развивала тему бесконечномерной леммы Калмана–
Сегё и была продолжением [8]. Следующие две публикации [19, 41]
были посвящены обобщениям леммы на случай вариационного под-
хода к постановке задач для систем управления в гильбертовых про-
странствах, развитого Ж.-Л. Лионсом. Напомним, что в целом этот
подход к постановке задач для операторных уравнений в шкалах гиль-
бертовых пространств (или, в другой терминологии, в оснащенных
гильбертовых пространствах) был создан для решения неоднородных
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граничных задач; именно поэтому он пригоден для задач оптимиза-
ции с граничным управлением и (или) наблюдением. В этом подходе
существенными ограничениями являются условия на вход системы —
оператор, действующий из пространства управлений в пространство
состояний системы. Пусть, например, область значений оператора B
есть X0 (B : U → X0) вместо X−1. Это условие исключает из области
значений B обобщенные функции и создает трудности в приложениях
общей операторной схемы к наиболее интересным случаям систем с
управлением на границе области, например при построении линейных
или нелинейных регуляторов с импульсным управлением.

Работы [15, 20] посвящены приложениям развитого В.А.Брусиным
[18] подхода к задачам об абсолютной устойчивости нелинейных систем
с распределенными параметрами.

В 1977 г. публикаций на тему бесконечномерного случая леммы
было уже только две [39, 42]. В работе [42] было получено обобщение
результатов первой статьи [95] на случай неограниченных операто-
ров, точнее, генераторов для полугрупп класса C0. Эта работа не
только распространила лемму на еще одну, новую для нее область
постановок задач, но и показала, что доказательства, использован-
ные в [95], с несущественными изменениями пригодны для случая
неограниченных операторов. Работа [39], посвященная приложениям
леммы к задачам абсолютной устойчивости, обобщала и усиливала как
конечномерные критерии абсолютной устойчивости, так и критерии,
полученные ранее для систем с распределенными параметрами.

4.3. Лемма для «невырожденного случая»

Здесь приведем результаты из [42], формулировки которых наи-
более наглядны. Пусть X и U — гильбертовы пространства, элемен-
ты которых называются соответственно состояниями и управлениями,
A : D(A) ⊂ X → X — производящий оператор полугруппы класса C0,
B : U → X — линейный ограниченный оператор, G : X × U → X ×
×U — ограниченный самосопряженный оператор. Представим G в виде

G =
(
Gxx Gxu
Gux Guu

)
и определим на X × U эрмитову форму Ψ(x,u) =

= (Gxxx,x) + 2Re (Gxuu,x) + (Guuu,u).
Теорема 9 (невырожденный случай). Пусть пара A,B стабилизи-
руема, т. е. существует оператор C : X → U такой, что спектр
Sp (A + BC) расположен в левой полуплоскости. Тогда следующие
утверждения равносильны:

1+∞. Для некоторого δ > 0 выполнено «строгое частотное усло-
вие»

Ψ(x,u) � δ(|x|2 + |u|2) (40)

для всех x ∈ D(A), u и ω таких, что iωx = Ax+Bu;
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2+∞. Существует δ > 0 и ограниченный самосопряженный опера-
тор H : X → X такие, что

2Re(Ax+Bu,Hx)−Ψ(x,u)+ � −δ(|x|2 + |u|2).
Кроме того, 1+∞ влечет следующее утверждение:
3+∞. Существуют линейные ограниченные операторы H =

= H∗ : X → X , k : U → X , r : U → U такие, что для всех x
и u имеет место тождество

Ψ(x,u) = 2Re (Ax+Bu,Hx) + |r(u − k∗x)|2. (41)

При этом оператор r определяется из соотношения Guu = r∗r.
После выбора r однозначно определяются операторы k и H с ука-
занными свойствами.

Эти утверждения, доказанные в [42], верны при некоторых других
априорных предположениях об операторах A и B кроме стабилизируе-
мости, например если пара A,B L2-управляема или L2-стабилизируема.

4.4. Лемма для «вырожденного случая»

Теорема 10 (вырожденный случай). Предположим, что а) пара A,B
L2-управляема, б) пара −A,−B L2-управляема. Тогда следующие
утверждения равносильны:

1∞. Выполнено «частотное условие»
Ψ(x,u) � 0 (42)

для всех ω ∈ R, x ∈ D(A), u ∈ U таких, что iωx = Ax+Bu;
2∞. Существует линейный оператор H = H∗ : D(A) ⊂ X → X ,

удовлетворяющий соотношению

2Rex∗H(Ax+ bu)−Ψ(x,u) � 0
(для всех x ∈ D(A) и u ∈ U);

3∞. Существуют линейные операторы H = H∗ : D(A) ⊂ X →
→ X , k : U → X , r : U → U такие, что для всех x ∈ D(A) и
для всех u имеет место тождество

Ψ(x,u) = 2Re (Ax +Bu,Hx) + |ru − k∗x|2. (43)

З а м е ч а н и е. Если пара (A,B) удовлетворяет условию а) и не
удовлетворяет условию б), то утверждение теоремы сохраняется при
замене «частотного условия» 1∞ следующим условием:

при любом a ∈ D(A) функционал

J(x(.),u(.)) =

∞∫

0

Ψ(x(t),u(t)) dt (44)

ограничен снизу на множестве пар x(.),u(.), принадлежащих простран-
ству L2[R+,X × U ] и удовлетворяющих уравнению dx/dt = Ax+Bu и
начальному условию x(0) = a.
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Дадим некоторые комментарии к теоремам 9 и 10. Во-первых,
соотношения (41) и (43) различны, причем (43) можно записать в
виде (41), только если оператор Guu обратим (в частности, если он
положительно определен) на пространстве U. Во-вторых, тождества
(43) и (41) равносильны операторному уравнению Лурье(

A∗H +HA HB
B∗H 0

)
−G = −h∗h,

где h = (−rk∗, r) в случае (41) и h = (−k∗, r) в случае (43).

4.5. Лемма Калмана–Сегё для бесконечномерного случая

Первый (конечномерный) результат для систем с дискретным вре-
менем был получен в [190]. В [95] при помощи известного преобра-
зования Кэли дано обобщение леммы Калмана–Сегё на случай огра-
ниченных операторов в гильбертовом пространстве. Затем последовали
работы [8, 40], в которых предыдущие результаты были освобождены
от излишних предположений, доказательства проведены независимо от
случая систем с непрерывным временем и были представлены более
подробно связи леммы и задач оптимального управления дискретными
системами. Пусть A : X → X , B : U → X — ограниченные линейные
операторы, X и U — гильбертовы пространства. Рассмотрим систему
управления, изменение состояний которой описывается уравнением с
дискретным временем

x(t+ 1) = Ax(t) +Bu(t), t = 0, 1, 2, ... (45)

где x(t) описывает состояние системы, а u(t) — управление в момент t.
Обозначим через l2(X) и l2(U) гильбертовы пространства квадратично
суммируемых последовательностей со значениями соответственно в X
и U.

Необходимые для формулировки леммы понятия определяются по
аналогии с непрерывным случаем. Так, например, система (45) l2-
управляема, если для любого a ∈ X существует такое управление
ua ∈ l2(U), что для решения системы с начальным условием x(0) =
= a выполнено x(.) ∈ l2(X). Приведем здесь формулировку наиболее
сложного из обобщений.
Теорема 11 (вырожденный случай леммы Калмана–Сегё). Предпо-
ложим, что кроме условий а) и б) теоремы 10 выполнены условия
в) пара A,B l2-управляема, г) пара −A,−B l2-управляема. Тогда
следующие утверждения равносильны:

1◦∞. Выполнено «частотное условие»

Ψ(x,u) � 0,

для всех x ∈ X , u ∈ U и λ таких, что |λ| = 1, λx = Ax+Bu.
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2◦∞. Существует линейный оператор H = H∗ : X → X , удовле-
творяющий соотношению

(Ax+Bu)∗H(Ax +Bu)− x∗Hx−Ψ(x,u) � 0

(для всех x ∈ X , u ∈ U).
3◦∞. Существуют линейные операторы H = H∗ : X → X , k : U →

→ X , r : U → U такие, что для всех x ∈ X и u ∈ U имеет
место тождество

Ψ(x,u) = (Ax+Bu)∗H(Ax +Bu)− x∗Hx+ |ru − k∗x)|2.
З а м е ч а н и е. Если пара A,B удовлетворяет условию в) и не
удовлетворяет условию г), то утверждение теоремы сохраняется при
замене условия 1◦∞ следующим условием:

при любом a ∈ X функционал

J [x(.),u(.)] =
∞∑
t=0

Ψ[x(t),u(t)]

ограничен снизу на множестве пар x(.),u(.), принадлежащих простран-
ству l2(X) × l2(U) и удовлетворяющих уравнению (45) с начальным
условием x(0) = a.

4.6. Лемма, линейно-квадратичная задача оптимального
управления, диссипативные системы и теория рассеяния

Как уже было отмечено выше, В.А. Якубович в [93, 95], а также
в дальнейших работах с соавторами [8, 40–42] использовал линейно-
квадратичную задачу оптимального управления как метод доказатель-
ства леммы. На наш взгляд, «за сценой» этого элегантного доказа-
тельства стоят закономерности, возникающие в различных задачах
для динамических систем. Продвижения в исследованиях происходят
в рамках определенных постановок задач, которые разделяют их на-
правления на своеобразные «потоки», текущие в одном направлении,
но остающиеся длительное время в своих руслах. Разные авторы пе-
реоткрывают одни и те же закономерности и часто дают соотношениям,
которые они используют, различные названия и различные применения.
Показать, что лемма — не исключение. Обратимся для определенности
к постановке линейно-квадратичной задачи в [42]. Пусть линейная
система управления задана в стандартном виде:

x′(t) = Ax(t) +Bu(t), x(0) = a, (46)

где x(t) — состояние, а u(t) — управление. Кроме того, предположим,
что критерием качества управления является следующий квадратичный
функционал качества

J [x(.),u(.)] =

∞∫

0

Ψ[x(t),u(t)] dt. (47)
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Задача состоит в том, чтобы найти процесс, для которого функционал
(47) принимает наименьшее значение, которое обозначим через E(a).
Легко видеть, что частотное условие (40), сформулированное выше в
лемме для невырожденного случая является достаточным условием для
существования и единственности оптимального процесса [xa(t),ua(t)]
в системе оптимального управления (46), (47). При этом значение ми-
нимума E(a) = −(Ha, a) является непрерывной квадратичной формой
на пространстве X.

Оказывается, что ua(t) = k∗xa(t), и если a ∈D(A), то процесс силь-
но непрерывно дифференцируем по t. Кроме того, нетрудно показать,
что для произвольных элементов a1, a2 ∈ D(A) и u ∈ U имеет место
неравенство

(Ha1, a1)− (Ha2, a2) +

t2∫

t1

Ψ[x(t),u] dt � 0, (48)

где x(t) — решение (46) с u(t) = u = const на промежутке инте-
грирования [t1, t2], a1 и a2 — начальные значения соответствующих
оптимальных процессов, заданные в точках t1, t2 (см. также [49]).

Форму E(x) = (Hx,x) в теории динамического программирования
называют функцией Беллмана, в теории диссипативных систем рассе-
яния — функцией запаса и в теории устойчивости (Hx,x) — функцией
Ляпунова.

Соотношение (48) было введено в теории систем Я. Виллемсом
в 1972 г. [198] как определение диссипативности нелинейных си-
стем обыкновенных дифференциальных уравнений (диссипативность
по Виллемсу или W-диссипативность). При этом оно трактовалось
как баланс абстрактной энергии в системе, неотрицательная функция
(Hx,x) с точностью до знака была названа функцией запаса, а форма
Ψ[x,u] — функцией расхода. Далее в 1976 г. для обыкновенных диф-
ференциальных уравнений это неравенство было изучено Д. Хиллом и
П. Мойланом [145]. Их результат был назван нелинейной KYP-леммой.
В [19] неравенство (48) использовалось как «нечастотный» эквивалент
KYP-леммы. Различные варианты этого утверждения и его применения
к задачам анализа и синтеза нелинейных и адаптивных систем были
рассмотрены в [122, 143–145, 186, 198]. В [43] с его помощью получен
ряд результатов о дихотомии и абсолютной устойчивости неопределен-
ных нелинейных систем.

Понятия, близкие к теории диссипативности по Виллемсу, лежат в
основе того круга теорий, которые принято называть теориями рассе-
яния. Здесь имеется в виду тот ее вариант, который был предложен
П. Лаксом и Р. Филипсом [33] для конкретных задач прогнозирования
случайных процессов, интерполяции функций, синтеза динамических
систем и т. д.
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На основе этой теории и работ Б. Надя, Ч. Фойяша, Р. Калмана и
других авторов Д.З. Аров развил свой вариант теории пассивных си-
стем [9, 110, 111]. Первые работы автора в этом направлении относятся
к 60-м г. В начале 70-х г. это направление уже сформировалось [34]
и определенный этап развития теории завершился. Укажем некоторые
черты обсуждаемой теории. Ее первоисточник в физике — теория элек-
трических цепей (Дарлингтон), а в теории управления это направление
включает задачи, которые можно в определенном контексте отнести
к лемме, составляющей основной предмет данной работы. В варианте
непрерывного времени пассивная система задается уравнениями «вход–
выход»:

x′(t) = Ax(t) +Bu(t), x(0) = a,
y(t) = Cx(t) +Du(t), t � 0,

и квадратичная связь в двух наиболее используемых вариантах задана
формами

Ψ1(u, y) = ‖u‖2 − ‖y‖2 или Ψ2(u, y) = Re u∗y. (49)

Система рассеяния H-пассивна, если для любых a и u(.) решение
системы удовлетворяет условию

EH(x(t)) − EH(x(0)) �
t∫

0

Ψ(u(s), y(s)) ds, (50)

где EH(x) = (Hx,x) — функция запаса. Хорошо известно, что для
форм (49) неравенство (50) эквивалентно стандартному неравенству
Калмана–Попова–Якубовича. С современным состоянием теории пас-
сивных систем Д. З. Арова и ее результатами, относящимися к лемме,
можно ознакомиться по недавним публикациям [110, 111].

5. Первые результаты о неущербности S-процедуры

Как уже говорилось, понятие S-процедуры было введено в [2] для
описания метода построения функции Ляпунова для нелинейных си-
стем управления. В работе [23] понятие S-процедуры было отделено от
задачи построения функции Ляпунова и сформулировано в абстракт-
ном виде.

Пусть функции Φi, i= 0, 1, ... , k, заданы на векторном пространстве
Z. Рассмотрим следующие утверждения.

I+. При z = 0, удовлетворяющих неравенствам Φi(z) � 0, i =
= 1, 2, ... , k, выполнено Φ0(z) > 0;

II+. Существуют τi � 0, i = 1, 2, ... , k, такие, что S(x) = Φ0(x) −
−∑k

i=1 τiΦi(x) > 0.
Очевидно, II+ влечет I+. S-процедурой называется замена условия

I+ условием II+. В работе [23] сформулирована проблема отыскания та-
ких классов функций Φi, i = 0, 1, ... , k, для которых утверждения I+ и
II+ равносильны.
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Первое такое утверждение принадлежит В.А. Якубовичу и относит-
ся к случаю двух квадратичных форм вещественного аргумента. Это
утверждение является следствием доказанного в [102] утверждения
о том, что не существует абсолютно устойчивых линейных систем
с одной нелинейностью, удовлетворяющей секторному условию, для
которых факт абсолютной устойчивости может быть установлен с по-
мощью функции Ляпунова вида Лурье–Постникова, но не может быть
установлен с помощью S-процедуры.

Первой публикацией, специально посвященной исследованию S-
процедуры, является широко известная статья В.А. Якубовича [103].
В этой статье наряду с условиями I+ и II+ рассматриваются аналогич-
ные условия, в которых строгие неравенства заменены на нестрогие.
На получаемые таким образом утверждения будем ссылаться как на
утверждения I и II. В соответствии с определением из рассматриваемой
статьи будем говорить, что S-процедура неущербна, если I+ равносиль-
но II+ или I равносильно II. В противном случае S-процедура ущербна.

В работе [103] доказана следующая широко известная и имеющая
многочисленные применения теорема о неущербности S-процедуры для
двух квадратичных или эрмитовых форм.

Теорема 12. Пусть Z — вещественное (комплексное) векторное
пространство, Φi, i = 0,1, квадратичные (эрмитовы) формы на Z.
Если существует z ∈ Z такой, что Φ1(z) > 0, тогда I+ равносильно
II+, I равносильно II.

В работе [103] в формулировке условия теоремы допущена неточ-
ность, которая исправлена в [60]. Доказательство теоремы основано
на том, что в силу теорем Хаусдорфа [141] и Дайнса [129] образ
отображения, составленного из двух эрмитовых (квадратичных) форм,
является выпуклым множеством.

Рассмотрим составное отображение Φ̂ = (Φ0,Φ1, ... ,Φk). В работе
[103] предложен общий метод доказательства выпуклости образа отоб-
ражения Φ̂ и получены новые доказательства упомянутых результатов
Ф. Хаусдорфа и Л. Дайнса. Кроме того, в этой работе доказано, что
в случае трех вещественных квадратичных форм S-процедура, вообще
говоря, ущербна.

Исследование случая трех эрмитовых форм проведено в [60]. В этой
работе наряду с ограничениями в виде неравенств рассмотрены ограни-
чения в виде равенства. Для ограничений в виде равенств утверждения
S-процедуры выглядят следующим образом:

I0. При z = 0, удовлетворяющих неравенствам Φi(z) = 0, i = 1, 2,
выполнено Φ0(z) � 0.

II0. Существуют τi, i = 1, 2, такие, что Φ0(z)− τ1Φ1(z)− τ2Φ2(z) �
� 0.

Рассматривается также случай одного ограничения в виде
равенства и одного в виде неравенства. Предполагается, что
ограничения удовлетворяют некоторым условиям регулярности.
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Формулировка этих условий, названных в [60] обобщенным условиям
Слейтера, приведена в следующем разделе в общем виде для
произвольного набора ограничений. В работе [60] доказано, что
при выполнении условий Слейтера S-процедура для трех эрмитовых
форм неущербна для всех перечисленных типов ограничений.
Более того, этот результат остается справедливым, если вместо
квадратичных форм рассмотреть квадратичные функционалы ви-
да Φi(z) = z∗Fiz + Re (f∗

i z) + ϕi, fi ∈ Cκ , ϕi ∈ R, i = 0, 1, 2.
В случае, если на функционал Φi накладывается ограничение-
равенство, предполагается, что Fi = 0.

Отметим, что случай двух квадратичных форм и ограничения в виде
равенства был рассмотрен в [132]. Доказанный в этой работе результат
известен как лемма Финслера.
Теорема 13. Пусть Φ0,Φ1 — квадратичные формы, тогда равносиль-
ны следующие утверждения:

I+0 . При всех z = 0, удовлетворяющих равенству Φ1(z) = 0, вы-
полнено неравенство Φ0(z) > 0;

II+0 . Существует τ ∈ R такое, что Φ0(z) − τΦ1(z) > 0 при всех
z = 0.

Аналогичное утверждение для эрмитовых форм с заменой строгих
неравенств на нестрогие получен в [32] при дополнительном предполо-
жении, что форма Φ1 является знакопеременной.

6. Общая постановка задачи о неущербности
S-процедуры

Практический интерес представляет распространение упомянутых
результатов на случай нескольких ограничений определяемых как нера-
венствами, так и равенствами. Первые результаты в этом направлении
получены в [59, 60, 103].

Однако нам удобнее начать не с этих результатов, а с общей
постановки задачи о неущербности S-процедуры, сформулированной в
[96] и [51].

Пусть Z — некоторое множество, Y — топологическое векторное
пространство, в котором задан выпуклый конус Y+ ⊂ Y. Конус Y+

определяет на Y отношение предпорядка �, которое для y1, y2 ∈ Y
определяется условием y1 � y2, если y2 − y1 ∈ Y+. Если riY = ∅, то для
y1, y2 ∈ Y отношение y1 � y2 означает, что y2 − y1 ∈ ri Y+. Обозначим
Y′ — пространство, сопряженное к Y, и пусть Y′

+ = {τ ∈ Y′|∀y ∈ Y′
+〈τ , y〉 � 0} — конус, двойственный к Y+. Здесь и далее 〈y, τ〉 = τ(y),

где y ∈ Y, τ ∈ Y′.
Пусть заданы отображения Φ0 : Z→ R и Φ : Z → Y.
Рассмотрим следующие утверждения:
I. Неравенство Φ0(z) � 0 выполнено для всех z ∈ Z таких, что

Φ(z) � 0.
II. Существует τ ∈ Y′

+ такое, что неравенство Φ0(z)− 〈τ ,Φ(z)〉 � 0
выполнено для всех z ∈ Z.
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Если утверждения I и II равносильны, говорят, что S-процедура
неущербна.

В работе [59] доказано общее утверждение, связывающее неущерб-
ность S-процедуры с выпуклостью множества R = Φ̂(Z).

Пусть Y = Y′ = Rk,

Y′
+ = {τ = (τ1, τ2, ... , τk)|τi � 0 при i ∈ P+; τi = 0 при i ∈ P0}, (51)

где множества индексов P0,P+ удовлетворяют условиям P0 ∩ P+ =
= ∅, P0 ∪ P+ = {1, 2, ... , k}. Рассмотрим следующее условие, наклады-
ваемое на ограничения:

(i) Для каждого τ = (τ1, τ2, ... , τk), удовлетворяющего условию τi =
= ±1, i ∈ P0, τi = 1, i ∈ P+, существует z(τ) ∈ Z такой, что
τiΦi(x(τ)) > 0, i = 1, 2, ... , k.

Условие (i) является вариантом известных в математическом про-
граммировании условий Cлейтера. В работе [59] доказана следующая
теорема.

Теорема 14. Пусть множество R выпукло и выполнено условие (i),
тогда I равносильно II.

Обобщения теоремы 14 получены в [34, 36, 37], где предполагается,
что Y — нормированное пространство, Y+ — произвольный выпуклый
конус.

Следуя [51], рассмотрим следующее условие, накладываемое на
ограничения:

(ii) Существует z∗ ∈ Z такой, что Φ(z∗) � 0. Вектор τ =
= 0 является единственным решением системы неравенств
τ � 0, τ � 0, 〈τ ,Φ(z)〉 � 0 ∀z ∈ Z.

Условие (ii) обобщает условие (i). Пусть R = Φ̂(Z), R+ = {(y0, y) ∈
∈ R× Y | ∃z ∈ Z : y0 � Φ0(z), y � Φ(z)}.
Теорема 15. Пусть выполнено условие (ii) и множество R+ удовле-
творяет одному из следующих условий:

а) R+ выпукло;
б) cl R+ выпукло и intY+ = ∅;
в) R+ почти выпукло, т. е. существует выпуклое Q такое, что

Q ⊂ R+ ⊂ cl Q.
Тогда утверждения I и II равносильны.

Условия a) и b) введены в [34, 36], условие c) — в [50]. Отметим,
что если множество R обладает одним из свойств, указанных в пунктах
a)–c), то тем же свойством обладает R+. В работе [135] отмечено, что в
теореме 15 достаточно требовать, чтобы условия a)–c) были выполнены
для конической оболочки R.
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6.1. Результаты о выпуклости образа. Конечномерный случай

Пусть Z ⊂�Z,
�

Z= Rn или Z̃ = Cn, Y = Rk, Φ = (Φ1, ... ,Φk), отобра-
жения Φi, i = 0, 1, ... ,n, — квадратичные или эрмитовы формы

Φi(x) = z∗Fiz, i = 0, 1, ... , k, (52)

где Fi ∈ HMn — симметричные вещественные или эрмитовы матрицы,
S(Rn)(S(Cn)) — единичная сфера в Rn(Cn).

Ниже перечислены случаи, когда множество R = Φ̂(Z) выпукло.
6.1.1. Z = S(Cn), n произвольно, k = 1, F0,F1 — произвольные

эрмитовы матрицы [141].
6.1.2. Z = Rn, n произвольно, k = 1, F0,F1 — произвольные веще-

ственные симметричные матрицы [129].
6.1.3. Z = S(Rn), n� 3, k = 1, F0,F1 — произвольные вещественные

симметричные матрицы [119].
6.1.4. Z = Cn, n произвольно, k = 2, F0,F1,F2 — произвольные

эрмитовы матрицы [119].
6.1.5. Z = Cn, n произвольно, k произвольно, среди эрмитовых

матриц Fi, i = 0, ... , k, не больше трех линейно независимых [59].
6.1.6. Z = C2, k произвольно, Fi, i = 0, ... , k, — произвольные

вещественные симметричные матрицы [103].
6.1.7. Z = Rn, n � 3, k = 2, F0,F1,F2 — вещественные симмет-

ричные матрицы такие, что α0F0 + α1F1 + α2F2 > 0 при некоторых
α0,α1,α2 [179].
6.1.8. Z = Rn, n произвольно, k произвольно, матрицы Fi, i =

= 0, ... , k, конгруэнтны диагональным при общем преобразовании [59].

6.1.9. Z = S(Cn), n произвольно, k произвольно, матрицы Fi, i =
= 0, ... , k, эрмитово конгруэнтны эрмитовым теплицевым при общем
преобразовании [1].
6.1.10. Z = Rn, n произвольно, k произвольно, матрицы Fi, i =

= 0, ... , k, конгруэнтны вещественным симметричным теплицевым при
общем преобразовании (доказывается аналогично предыдущему).
6.1.11. Z = Cn, n произвольно, k произвольно, матрицы Fi, i =

= 0, ... , k, эрмитово конгруэнтны вещественным симметричным трех-
диагональным при общем преобразовании [1].
6.1.12. Z = Cn, n произвольно, k произвольно, матрицы Fi, i =

= 0, ... , k, эрмитово конгруэнтны вещественным ганкелевым при об-
щем преобразовании [1].
6.1.13. Z = Mn,m(R), m,n произвольны, Φi(x) = tr(x∗Fix), Fi, i =

= 0, ... , k, — произвольные вещественные симметричные матрицы, k
удовлетворяет неравенству entier(

√
8k+9−1

2 ) � m при m < n [117] и k —
произвольное при m � n.
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6.2. Результаты о выпуклости образа. Бесконечномерный случай

В вызвавшей большой резонанс работе [165] впервые показано, что
в случае, когда Z бесконечномерно, неущербность S-процедуры при
произвольной размерности пространства Y может иметь место для бо-
лее широких классов отображений Φ0,Φ, чем в конечномерном случае.
В основе результата [165] и других работ этого направления лежат
утверждения о выпуклости множества cl R или почти выпуклости R.
В этом разделе даны краткие формулировки таких результатов.
6.2.1. Пусть

�

Z= L2((0,+∞),Rκ), Y = Rk, κ, k � 1. В простран-
стве

�

Z задано семейство операторов сдвига Tϑ,ϑ ∈ (0,+∞), отобра-
жающих функцию z ∈�Z в функцию Tϑz(t) = 0 при t � ϑ и Tϑz(t) =
= z(t − ϑ) при t > ϑ. Пусть Z — линейное подпространство

�

Z, Φ =
= (Φ1, ... ,Φk), где Φi, i = 0, 1, ... , k, — непрерывные квадратичные
формы, заданные на Z. Предположим, что Z и отображения Φi инва-
риантны относительно операторов Tϑ, т. е. при всех ϑ ∈ (0,+∞), z ∈ Z
выполнено Tϑz ∈ Z, Φi(Tϑz) = Φi(z), i = 0, 1, ... , k. Тогда clR выпукло
[165, 166].

Применение сформулированного результата в задачах управления
иллюстрируется следующим примером. Рассмотрим систему управле-
ния

d

dt
x = Ax+Bu, (53)

где x ∈ Rn, u ∈ Rm, матрицы A,B имеют соответствующие размер-
ности, t � 0. Пусть z(t) = (x(t),u(t)) ∈ Rκ, κ = m+ n. Пространство
Z определим как множество траекторий z ∈ L2((0,+∞),Rκ), удовле-
творяющих начальному условию x(0) = 0. Определим квадратичные
формы

Φi(z) =

+∞∫

0

z(t)∗Giz(t) dt,

где Gi ∈ SMκ, i = 0, 1, ... , k. Легко видеть, что квадратичные формы
и пространство траекторий инвариантны относительно сдвига по вре-
мени.

Сформулированный результат лежит в основе направления в иссле-
довании систем управления, получившего название метод интеграль-
ных квадратичных ограничений [105, 164], и др.
6.2.2. Пусть

�

Z — вещественное гильбертово пространство, Y =
= Rk, k � 1, Z = z0+

�

Z0, где z0 ∈
�

Z,
�

Z0 — некоторое линейное (вообще
говоря, незамкнутое) подпространство

�

Z . Отображения Φi, i =
= 0, 1, ... , k, — непрерывные квадратичные функционалы, заданные
соотношениями Φi(z) = 〈z,Giz〉 + 〈gi, z〉 + γi, где Gi — непрерывные
самосопряженные операторы в

�

Z, gi ∈
�

Z, γi ∈ R. Предположим, что в
пространстве

�

Z задана последовательность ограниченных линейных
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операторов {Tj}∞1 , Tj ∈ B(
�

Z), такая, что при всех j = 1, 2, ... ,

i = 0, 1, ... , k и всех z1, z2 ∈
�

Z выполнены равенства Tj
�

Z0=
=
�

Z0, limj→∞〈Tjz1, z2〉 = 0, limj→∞〈Tjz,GiTjz〉 = 〈z,Giz〉. Тогда cl R
выпукло [201].

Применение этого результата в задачах управления можно проил-
люстрировать примером, аналогичным рассмотренному в предыдущем
пункте. Пусть Z есть многообразие траекторий системы (53), удовле-
творяющих (вообще говоря) ненулевому начальному условию x(0) = a,
a ∈ Rn, а отображения Φi, i = 0, 1, ... , k, имеют вид

Φi(z) =

+∞∫

0

(z(t)∗Giz(t) + gi(t)∗z(t)) dt+ γi,

где Gi ∈ SMκ, gi ∈ L2((0,+∞),Rκ). Условия, накладываемые на опе-
раторы Tj , выполнены, если Tj — операторы сдвига по времени, ана-
логичные рассмотренным в 6.2.1.
6.2.3. Рассмотрим систему управления

d

dt
x = F (x,u), (54)

где x ∈ Rn, u ∈ Rm,κ = m + n, F : Rκ → Rn — непрерывное
отображение, t � 0. Пусть z(t) = (x(t),u(t)) ∈ Rκ, на пространстве
L2((0,+∞),Rκ) определим функционалы Φi(z) =

∫+∞
0 ϕi(z(t)) dt, i =

= 0, 1, ... , k. Предполагается, что Φi(z) конечны при всех i = 0, 1, ... , k
и z ∈ L2((0,+∞),Rκ). Пространство

�

Z определим как множество
траекторий z ∈ L2((0,+∞),Rκ). Предположим, что система является
устойчивой в следующем смысле: для любого ε > 0 найдется δ > 0
такое, что для любой функции u ∈ L2((0,+∞),Rm) и любого a ∈
∈ Rn, |a| < δ, решение xa системы (54) с начальным условием x(0) =
= a лежит в L2((0,+∞),Rn) и при всех i = 0, 1, ... , k выполнены
неравенства |Φi(za) − Φi(z0)| < ε, где za = (xa,u), z0 = (x0,u). Пусть
Z — множество решений (54) с начальными данными x(0) = 0 при u ∈
∈ L2((0,+∞),Rm), тогда cl R выпукло [184].
6.2.4. В работе [136] получен аналог утверждения из предыдущего

пункта, в котором требование принадлежности решений пространству
L2((0,+∞),Rκ) заменено менее ограничительными условиями. Рас-
смотрим систему (54) с непрерывно дифференцируемой функцией F.
Пусть U — пространство кусочно непрерывных функций u : [0,+∞)→
→ Rm. Предположим, что для каждого u ∈ U найдется ограниченное
решение xu уравнения (54), которое является асимптотически устой-
чивым, т. е. limt→∞ |x(t) − xu(t)| = 0 для любого решения x, соот-
ветствующего входу u. Предположим также, что для любого реше-
ния (54) определены функционалы Φi(z) = limt→∞ 1/t

∫t
0 ϕi(z(ϑ)) dϑ,
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i = 0, 1, ... , k, где все функции ϕi непрерывно дифференцируемы. Пусть
Z множество решений (54), тогда cl R выпукло.
6.2.5. Пусть Z =

�

Z= l1(Rκ) — пространство абсолютно сум-
мируемых последовательностей {zt}+∞

1 , zt ∈ Rκ при всех t =
= 0, 1, ... ,

∑+∞
0 |zt| < ∞, Y = Rk. Определим функционалы Φi(z) =

=
∑ni

j=1 αi,j supt=0,1,... |
∑t
ϑ=0〈g(j)

ϑ , zt−ϑ〉|, где g(j) ∈ l1(Rκ), αi,j ∈R, j =
= 1, 2, ... ,ni, i = 0, 1, ... ,κ, тогда clR — выпуклое множество [163].

В работе [163] основанная на этом утверждении теорема о неущерб-
ности S-процедуры применена для исследования робастной устойчиво-
сти линейной системы с дискретным временем.
6.2.6. Пусть Z =

�

Z — вещественное гильбертово пространство, Y =
= Rk, k � 1, отображения Φi, i = 0, 1, ... , k, — непрерывные квад-
ратичные формы, заданные соотношениями Φi(z) = 〈z,Giz〉, где Gi —
непрерывные самосопряженные операторы в

�

Z .
Если для любых τ = (τ1, ... , τk) ∈ R в случае, когда минималь-

ная точка спектра оператора Gτ = G0 − τ1G1 − ... − τkGk является
изолированным собственным числом, его кратность не меньше k + 1,
то R и Φ̂({|z| = 1}) — почти выпуклые множества [48].

Пусть Y+ — замкнутый конус, определяющий предпорядок в Y,
Pτ ( dλ) — разложение единицы оператора Gτ . Если для каждого τ � 0
выполнено либо dim Im Pτ [(−∞, 0)] = 0, либо dim Im Pτ [(−∞, 0)] � k,
то R+ — почти выпуклое множество [48].

По-видимому, данные утверждения являются наиболее общими
из известных результатов о выпуклости образа всего пространства.
В отличие от приведенных выше результатов этого раздела ука-
занные утверждения выполнены и в случае, когда Z конечномерно.
В частности, из них следуют немного ослабленные варианты (вместо
выпуклости получается почти выпуклость) утверждений из пп. 6.1.1–
6.1.4.
6.2.7. В работе [55] получено общее утверждение о выпуклости

образа малого шара при дифференцируемом отображении. Пусть
�

Z,Y —
вещественные гильбертовы пространства, Φ̂ :

�

Z→ Y. Предположим, что
Φ̂ дифференцируемо по Фреше в некотором шаре B(a, r) = {z ∈�Z | |z −
− a| � r} и существуют L > 0, δ > 0 такие, что его производная ∂

∂z Φ̂
удовлетворяет оценкам ‖ ∂∂z Φ̂(z1)− ∂

∂z Φ̂(z2)‖ � L|z1 − z2| и |( ∂∂z Φ̂)′(y)| �
� δ|y| при всех z1, z2 ∈ B(a, r), y ∈ Y. Здесь ( ∂∂z Φ̂)′ — оператор, со-
пряженный к ( ∂∂z Φ̂). Тогда Φ̂(B(a, ε)) — выпуклое множество при всех
ε < min(r, δ/(2L)).

В работе [55] приведенный результат применяется в задачах опти-
мизации, заданных в малой окрестности фиксированной точки. Этот
класс задач математического программирования назван в [55] локаль-
ным программированием.
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6.3. Двойственность Лагранжа

Рассмотрим экстремальную задачу

(P) минимизировать Φ0(z) при Φ(z) � 0.

Пусть υ = inf{Φ0(z) | Φ(z) � 0} — значение задачи (P). Утвержде-
ние I выполнено, если υ � 0.

Двойственная к (P) экстремальная задача формулируется следую-
щим образом:

(D) максимизировать infτ∈Y′
+
(Φ0(z)− 〈τ ,Φ(z)〉).

Пусть υ∗ = supz infτ∈Y′
+
(Φ0(z) − 〈τ ,Φ(z)〉) — значение задачи (D).

Величины υ и υ∗ могут принимать бесконечные значения и всегда
удовлетворяют неравенству υ � υ∗.

Если υ∗ > 0 или υ∗ = 0 и супремум в задаче (D) достигается, то
выполнено условие II.

Таким образом, выполнение соотношения двойственности Лагранжа

inf
Φ(z)�0

Φ0(z) = max
τ∈Y′

+

inf
z

(Φ0(z)− 〈τ ,Φ(z)〉) (55)

является достаточным условием для равносильности I и II. Впервые в
связи с S-процедурой соотношение (55) рассмотрено в [103] для случая
двух форм.

Если отображения Φ0,Φ — положительно-однородные одной и той
же степени однородности, то υ и υ∗ могут принимать только значения
0 или −∞. В этом случае (55) является необходимым и достаточным
условием равносильности I и II [59].

Cвязь соотношений (55) и неущербности S-процедуры в общем
случае установлена в [59, 60]. Следуя [96], назовем пару отображений
Φ0,Φ S-системой, если при любом α ∈ R утверждения I и II равносиль-
ны при замене Φ0 на Φ0 + α.

В случае, когда конус Y+ определяется соотношением (51), в [59]
доказано, что пара Φ0,Φ образует S-систему тогда и только тогда,
когда выполнено соотношение (55). В работах [51, 96] этот результат
обобщен на случай произвольного нормированного Y и произвольного
замкнутого выпуклого конуса Y+. В работах [50, 96] показано, что при
выполнении любого из условий a)–c) теоремы 15 пара Φ0,Φ образует
S-систему.

В работах [51, 96] показано, что при выполнении условий теоремы
15 все решения прямой экстремальной задачи (P) могут быть найдены
при решении двойственной задачи (D), и предложен алгоритм реше-
ния последней задачи. Эти результаты и утверждения о выпуклости
образа, сформулированные в пп. 6.2.2, 6.2.5, использованы в рабо-
тах [50–52, 96, 201] при решении большого числа задач оптимального
управления конечномерными и бесконечномерными системами при на-
личии квадратичных ограничений. Подробный обзор этих результатов
имеется в [49].
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6.4. Двойственность Фенхеля

Пусть Y — топологическое векторное пространство, D ⊂ Y. Рассмот-
рим экстремальную задачу

(PF ) минимизировать Φ0(z) при Φ(z) ∈ D.

Пусть T = {τ ∈ Y′ | Φ0(z) − 〈τ ,Φ(z)〉 � 0 ∀z ∈ Z} — множество
векторов τ , при которых выполнено неравенство в утверждении II S-
процедуры. Сформулируем двойственную к (PF ) экстремальную задачу
следующим образом:

(DF ) максимизировать infy∈D〈τ , y〉 при условии τ ∈ T.

Функция infy∈D〈τ , y〉 вогнута, поэтому задача (DF ) является задачей
выпуклого программирования. Пусть υ = inf{Φ0(z) | Φ(z) ∈ D} — зна-
чение задачи (PF ), υ∗ = supτ∈T infy∈D〈τ , y〉 — значение задачи (DF ).
Величины υ и υ∗ могут принимать бесконечные значения и всегда
удовлетворяют неравенству υ � υ∗.

При выполнении соотношения двойственности

inf
Φ(z)∈D

Φ0(z) = sup
τ∈T

inf
y∈D

〈τ , y〉 (56)

решение, вообще говоря, невыпуклой задачи (PF ) сводится к решению
выпуклой задачи (DF ). Легко видеть, что в случае, когда D = Y+ —
конус, из соотношения (56) следует неущербность S-процедуры. Дей-
ствительно, в этом случае infy∈D〈τ , y〉 = 0 при τ ∈ Y′

+ и infy∈D〈τ , y〉 =
= −∞ при τ ∈ Y′

+. Если выполнено I, то infΦ(z)∈D Φ0(z) > −∞, и,
следовательно, T ∩ Y′

+ = ∅, т. е. выполнено II.
Имеет место следующее утверждение [28], являющееся следствием

теоремы двойственности Фенхеля [58].

Теорема 16. Пусть Y — конечномерное пространство, D — выпуклое
множество, Φ̂(Z) — выпуклый конус. Если выполнено условие

(iii) riD ∩ riΦ(Z) = ∅,

то выполнено (56). Если, кроме того, существует τ ∈ T такое, что
infy∈D〈τ ,y〉 < +∞, то супремум в правой части (56) достигается.

Если пространство Y бесконечномерно, утверждение теоремы
сохраняется, если условие (iii) заменить условием intD ∩ Φ(Z) =
= ∅. Существуют и другие, менее ограничительные условия, при
которых утверждение теоремы сохраняется в бесконечномерном
случае.

В отличие от двойственности Лагранжа двойственность Фенхеля
позволяет рассматривать задачи, в которых множества, определяющие
ограничения, не являются конусами. В случае, когда Φ̂(Z) и D = Y+ —
выпуклые конусы, условия (ii) и (iii) равносильны.
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7. S-процедура для эрмитовых форм

Пусть Z =
�

Z= Cκ, Φ̂ = (Φ0,Φ1, ... ,Φk), где Φi, i = 0, 1, ... , k, —
эрмитовы формы (52). Рассмотрим линейные функционалы

Λi(S) = tr(FiS), i = 0, 1, ... , k,

где S ∈ HMκ. Легко видеть, что Φi(z) = Λi(zz∗). Пусть конус Y+

задан соотношением (51). В работе [59] показано, что при выполнении
условия (i) утверждение II равносильно следующему:

IΛ. Λ0(S) � 0 ∀S ∈ HM+
κ

: Λ(S) � 0.
Таким образом, вопрос о неущербности S -процедуры сводится к

проверке равносильности утверждений I и IΛ.
В приложениях, например в рассмотренной задаче об абсолютной

устойчивости, часто необходимо использовать S-процедуру при неиз-
вестной форме Φ0. Поэтому представляет интерес вопрос о том, когда
при заданных Φi, i= 1, 2, ... , k, и ограничениях S-процедура неущербна
для произвольной формы Φ0. Используя приведенный выше резуль-
тат, А.Л. Фрадков [59] указал необходимое и достаточное условие
неущербности S-процедуры для произвольной формы Φ0. Положим
HM⊗

κ
= {xx∗|x ∈ Cn}. Множество HM⊗

κ
состоит из матриц, принад-

лежащих крайним лучам конуса HM+
κ .

Теорема 17. Пусть конус Y+ задан соотношением (51), а отображе-
ние Φ удовлетворяет условию (i), тогда для того, чтобы для любой
формы Φ0 из I следовало II, необходимо и достаточно, чтобы

HM+
κ ∩ Λ−1(Y+) = conv (HM⊗

κ ∩ Λ−1(Y+)). (57)

Утверждение сохраняет силу, когда Φi, i = 0,1, ... ,k, — квадратич-
ные формы.

Нетрудно показать, что теорема верна для произвольного выпуклого
конуса Y+ при замене условия (i) на (ii).

7.1. Примеры выполнения условия Фрадкова

Из утверждений 6.1.2, 6.1.1 следует, что равенство (57) выполнено
при k = 2 в случае эрмитовых форм и при k = 1 — в случае квадратич-
ных форм.
7.1.1. Важный пример выполнения условия (57) указан А. Ранцером

[182]. Пусть Y = HMn, n � 1, Y+ = {0}, Λ(S) = MSN∗ +NSM∗, где
M ,N ∈Mn,κ, тогда выполнено (57).
7.1.2. Cледующее обобщение этого результата получено в [27, 149].

Пусть Y = HMn, n � 1, Y+ = {0},
Λ(S) = (M ,N)(Θ ⊗ S)(M ,N)∗, (58)

где M ,N ∈Mn,κ(C), Θ ∈ HM2, тогда выполнено (57).



Очерк истории леммы Калмана–Попова–Якубовича и S-процедуры 119

7.1.3. Результат включающий ограничения-неравенства, получен
в [149]. Пусть Y = HMn × HMn, n � 1, Y+ = {(Q1,Q2) |Q1,Q2 ∈
∈HMn, Q1 = 0,Q2 � 0}, Λi(S) = (M ,N)(Θi ⊗ S)(M ,N)∗, i = 1, 2, где
M ,N ∈ Mn,κ, Θi ∈ HM2, i = 1, 2, det Θ1 < 0. Положим Λ = (Λ1,Λ2),
тогда выполнено (57).

Отметим, что, хотя во всех вышеуказанных случаях в силу теоре-
мы 17 S-процедура неущербна при любой форме Φ0, в этих случаях
образ Φ̂(Z), вообще говоря, не является выпуклым.

7.2. Метод линеаризации

Пусть Z — сепарабельное гильбертово пространство. Обозначим
B̂(Z) — пространство самосопряженных ограниченных операторов,
Ĉ1(Z) ⊂ B̂(Z) — пространство самосопряженных ядерных операторов
гильбертова пространства Z в себя, Ĉ+

1 (Z) — конус положительно
полуопределенных операторов из Ĉ1(Z), Ĉ⊗

1 (Z) = {zz∗ | z ∈ Z} — конус
одномерных положительно полуопределенных операторов, принадле-
жащих крайним лучам Ĉ+

1 (Z). Пусть Y — некоторое нормированное
пространство, Y+ — выпуклый конус в Y, Λ — линейный ограниченный
оператор из Ĉ1(Z) в Y, Λ0 — линейный непрерывный функционал на
Ĉ1(Z). Положим Φ(z) = Λ(zz∗), Φ0(z) = Λ0(zz∗).

Имеет место следующее простое утверждение, которое использует-
ся в [27]. Если

Ĉ+
1 (Z) ∩ Λ−1(Y+) = cl conv (Ĉ⊗

1 (Z) ∩ Λ−1(Y+)), (59)

то inf{z∈Z | Φ(z)∈Y+} Φ0(z) = inf{S∈Ĉ+
1 (Z) | Λ(S)∈Y+} Λ0(S) и, следователь-

но, I равносильно IΛ.
Очевидно, что II равносильно следующему утверждению:
IIΛ. Существует τ ∈ Y′

+ такое, что неравенство Λ0(S)− 〈τ ,Λ(S)〉 �
� 0 выполнено для всех S ∈ Ĉ+

1 (Z).
Таким образом, при выполнении условия (59) I равносильно II тогда

и только тогда, когда IΛ равносильно IIΛ.
Пусть Λ̂ = (Λ0,Λ). Поскольку Λ̂(Ĉ+

1 (Z)) — выпуклый конус, утвер-
ждения IΛ и IIΛ равносильны, если выполнено соотношение двойствен-
ности Фенхеля (56). В случае, когда пространство Y конечномерно,
в силу теоремы 16 двойственность Фенхеля (56) имеет место при
выполнении условия (iii). Если Y бесконечномерно, то наличие двой-
ственности Фенхеля может быть установлено в некоторых специальных
случаях [140].

Поскольку каждый линейный ограниченный функционал f(S) на
Ĉ1(Z) представим в виде f(S) = tr(FS) при некотором F ∈ B̂(Z), будем
отождествлять сопряженное пространство Ĉ1(Z) с B̂(Z). Пусть Λ0(S) =
= tr(F0S), где F0 ∈ B̂(Z). Обозначим Λ′ — оператор, сопряженный к
Λ, тогда Λ′(τ) ∈ B̂(Z) при любом τ ∈ Y′. С учетом этих обозначений
утверждение IIΛ можно записать в следующем эквивалентном виде:
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III. Существует τ ∈ Y′
+ такое, что F0 − Λ′(τ) � 0.

Суммируя, приходим к следующему утверждению. Пусть Y – конеч-
номерно и выполнены условия (59) и (iii), тогда I равносильно III.

Следующий пример [27] является бесконечномерным аналогом
примера, рассмотренного в п. 7.1.2. Пусть Z,H — сепарабель-
ные гильбертовы пространства, Y = Ĉ1(H), Y+ = {0}, Λ(S) =
= (M ,N)(Θ ⊗ S)(M ,N)∗, где M ,N ∈ B(Z,H), Θ ∈ HM2, тогда
выполнено (59).

Таким же образом может быть сформулирован бесконечномерный
аналог утверждения 7.1.3.

7.3. Обобщенная S-процедура

Пусть Φi, i = 0, 1, ... , k, — эрмитовы формы (52), Y+ =
= {(y1, ... , yk) | yi � 0, i = 1, ... , k}. Рассмотрим множество F =
= cone (conv {F1, ... ,Fk}), тогда условия I и II можно сформулировать
следующим образом:

IG. Неравенство z∗F0z � 0 выполнено для всех z ∈ Z таких, что
z∗Fz � 0 для любого F ∈ F;

IIG. Существует F ∈ F такое, что F0 − F � 0.
В работе [150] обобщенной S-процедурой названа замена условия IG

условием IIG в случае, когда F — некоторый выпуклый конус в HM+
κ
.

Обобщенная S-процедура неущербна, если эти условия равносильны.
В работе [150] доказана следующая теорема.

Теорема 18. Пусть выпуклый конус F удовлетворяет условию

{S ∈ HM+
κ
| tr(FS) � 0 ∀F ∈ F} =

= conv {S ∈ HM⊗
κ | tr(FS) � 0 ∀F ∈ F},

тогда обобщенная S-процедура неущербна.

8. S-процедура и лемма Калмана–Попова–Якубовича

Впервые связь S-процедуры и леммы Калмана–Попова–Якубовича
была отмечена в [182]. В основе предложенного в этой работе доказа-
тельства леммы Калмана–Попова–Якубовича лежит утверждение 7.1.1.
Ниже приведен краткий обзор последующих результатов, использую-
щих эту идею для обобщения леммы Калмана–Попова–Якубовича.

8.1. Лемма Калмана–Попова–Якубовича и двойственность
Фенхеля

Рассмотрим линейную систему, заданную в неразрешенной относи-
тельно производной форме:

N
d

dt
z = Mz, (60)

где z ∈ Rκ, M ,N ∈ Mn,κ , κ > n � 1. Такая форма представления
используется в так называемом поведенческом подходе в теории систем,
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предложенном Я. Виллемсом [199]. При этом не делается различия
между входами и выходами системы, что естественно при исследовании
многих систем, описывающих физические процессы.

В частном случае: N = (I, 0), M = (A,B), I,A ∈ Mn, B ∈
∈ Mn,m, κ = m+ n, система (60) приобретает стандартный вид (24).
В случае, когда N = (J , 0), J ∈ Mn, detJ = 0, (60) представляет так
называемую дескрипторную систему, в описании которой наряду с
дифферециальными имеются и линейные алгебраические уравнения.
Приводимые ниже варианты леммы Калмана–Попова–Якубовича
относятся к системам вида (60).

Введем следующее условие на матрицы M ,N , обобщающее условие
управляемости для систем вида (24).

(C) существуют матрицы l± ∈Mm,κ такие, что

det
(
N
l±

)
= 0, Sp

(
M

(
N
l±

)−1(
In
0

))
⊂ C±.

Как и в разделе 3, выберем матрицу Θ и определим кри-
вую Γ и области Ω±. Определим оператор Λ : HMκ → HMn

формулой (58), тогда сопряженный оператор имеет вид Λ′(H) =
= (M∗,N∗)(Θ� ⊗ H)(M∗,N∗)∗. В случае когда N = (I, 0), M =

= (A,B), Θ =
(

0 1
1 0

)
, Λ′(H) имеет вид (4), что объясняет введенное

в разделе 2 обозначение.
Имеет место следующее утверждение, которое можно назвать рас-

ширенной леммой Калмана–Попова–Якубовича для сингулярного слу-
чая.

Теорема 19. Пусть выполнено условие (C), тогда для любой матри-
цы G ∈ HMκ утверждения 2 и 3 теоремы 1, а также приведенные
ниже утверждения равносильны.

1c. При всех λ ∈ Γ z ∈ Cκ , удовлетворяющих уравнению

(λN −M)z = 0, (61)

Λ0(zz∗) � 0, (62)

где Λ0(S) = tr(GS), S ∈ HMκ.
4. Неравенство (62) выполнено для всех z, удовлетворяющих

уравнению Λ(zz∗) = 0.
5. Для каждого ограниченного замкнутого выпуклого непусто-

го множества D ⊂HMn выполнено соотношение двойствен-
ности Фенхеля

inf
S ∈ HM+

κ

Λ(S) ∈ D

Λ0(S) = max
H ∈ HMn

Λ′(H)−G � 0

inf
Q∈D

tr(QH).

Замечание 1. При выполнении любого из утверждений теоремы 19
существуют матрицы H± ∈ HMn такие, что для любой матрицы
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H ∈ HMn, удовлетворяющей (18), выполнены неравенства (29) и су-
ществуют h± ∈ Mm,κ такие, что пары H+,h+ и H−,h− удовлетворя-
ют (19).

Для того чтобы прояснить связь теоремы с неущербностью S-
процедуры, поясним кратко цикл импликаций 2⇒1c ⇒4⇔2. Импли-
кация 2⇒1c очевидна. Импликация 1c ⇒4 следует из равенства
{z | Λ(zz∗) = 0} = cl {z | ∃λ ∈ Γ : (λN −M)z = 0}. Рассмотрим эк-
вивалентность 4⇔2. Утверждения 4 и 2 суть утверждения I и III S-
процедуры для эрмитовых форм (см. параграф 7.2). При этом условие
(57) выполнено в силу результата, сформулированного в п. 7.1.2. Усло-
вие (iii) выполнено, так как в силу условия (C) Λ(HM+

κ) = HMn. Та-
ким образом, равносильность утверждений 4 и 2 следует из результата
о неущербности S-процедуры, сформулированного в параграфе 7.2.

Более развернутая формулировка приведенного результата, а также
расширенный вариант леммы Калмана–Попова–Якубовича в регуляр-
ном случае приведены в [28]. В работе [140] получено обобщение
указанных результатов на случай, когда z есть элемент гильбертова
пространства Z = X ⊕ U, M ,N ∈ B(Z,X), H ∈ B̂, h ∈ B(Z,U), S ∈
∈ Ĉ1(Z).

8.2. Лемма Калмана–Попова–Якубовича для ограниченного
интервала частот

В работе [150] получено обобщение леммы Калмана–Попова–
Якубовича для системы (24) на случай, когда частотное условие вы-
полнено на некотором замкнутом интервале мнимой оси. Следуя [149],
приведем формулировку обобщения этого результата на случай систе-
мы, заданной уравнением (60) и частотного условия, заданного на про-
извольном замкнутом интервале или замкнутом секторе окружности в
комплексной плоскости.

Пусть Θi ∈ HM2, detΘi < 0, i = 1, 2. Определим соответствующие
матрицам Θi, i = 1, 2, кривые Γi, области Ω±

i , и операторы Λi, исполь-
зуя соотношения (23), (28) и (58).

В регулярном случае лемма Калмана–Попова–Якубовича из [149]
может быть сформулирована следующим образом.

Теорема 20. Пусть Γ1 ∩ Ω+
2 = ∅, тогда для любой матрицы G ∈

∈ HMκ равносильны следующие утверждения:
1+d . Существует δ > 0 такое, что при всех λ ∈ Γ1 ∩ cl Ω+

2 , z ∈ Cκ,
удовлетворяющих (61),

z∗Gz � δ|z|2;
2+
a . Существуют матрицы H1,H2 ∈ HMn, H2 � 0, удовлетворя-
ющие неравенству

Λ′
1(H1) + Λ′

2(H2)−G < 0.
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Отметим, что это утверждение справедливо для произвольных мат-
риц M ,N. При рассмотрении сингулярного случая в [149] на матрицы
M ,N накладывается ограничение

(C′) rankN = n, rank (λN −M) = n ∀λ ∈ C.

Можно показать, что условия (C′) и (C) равносильны.
В сингулярном случае, дополняя формулировку леммы Калмана–

Попова–Якубовича из [149] результатом, вытекающим из теоремы 19,
получим следующее утверждение.
Теорема 21. Пусть Γ1 ∩Ω+

2 = ∅ и выполнено условие (C′), тогда для
любой матрицы G ∈ HMκ равносильны следующие утверждения:

1c. При всех λ ∈ Γ1 ∩ cl Ω+
2 , z ∈ Cκ, удовлетворяющих (61), вы-

полнено (62).
2a. Существуют матрицы H1,H2 ∈ HMn, H2 � 0, удовлетворя-

ющие неравенству
Λ′

1(H1) + Λ′
2(H2)−G � 0. (63)

3a. Для любой матрицы H2 � 0, для которой разрешимо нера-
венство (63), найдутся матрицы H1 ∈ HMn, h ∈ Mκ,n, удо-
влетворяющие уравнению

Λ′
1(H1) + Λ′

2(H2)−G = −h∗h.
В работах [148–150] приведены примеры применения описанного в

этом разделе обобщения леммы Калмана–Попова–Якубовича в задачах
теории управления. Используя подход, изложенный в подразделе 7.2,
можно обобщить теоремы 20 и 21 на бесконечномерный случай.

9. Заключение

В процессе работы над очерком авторам пришлось просмотреть и
сопоставить между собой большое число статей и книг, связанных
с ее темой. Было важно прочитать их заново и часто — впервые,
обнаруживая много нового и неожиданного для себя. Удивляло упор-
ство, терпение и мастерство, с которыми В.А. Якубович и многие его
последователи находили и решали все новые и новые задачи, которые,
на первый взгляд, казались частными случаями или простыми обобще-
ниями уже решенных проблем.

Удивительным образом через несколько лет эти результаты высту-
пали как нужные и важные инструменты, способные проложить пути
к следующим новым интересным задачам.

Можно было видеть также, что некоторые из результатов спустя
какое-то время повторялись другими авторами, причем не в лучших
вариантах. Эти случаи нами также рассматривались как проявление
интереса к данной области, который несомненно способствовал при-
влечению внимания к развитию исследований.

Авторы этой работы и прежде чувствовали актуальность лем-
мы Калмана–Попова–Якубовича, теоремы об S-процедуре и методов,
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основанных на их использовании. В процессе работы над историческим
очерком это чувство окрепло вместе с надеждой, что читатели могут
вновь убедиться в том, что поле приложений двух замечательных
теорем, в создание которых внес решающий вклад В.А. Якубович,
плодородно как и сорок лет назад. Нам представляется, что это —
наилучшее из всего, что возможно в математике сказать автору о
результатах его труда.
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основан на идеях D-разбиения и особенно эффективен в задачах с
малым числом параметров. Рассматриваются обобщения метода и его
модификации на задачи с неопределенностью.

1. Введение и постановка задачи

В работе рассматривается следующая задача. Найти области в про-
странстве параметров x ∈ R
, внутри которых матрица

A(x) .= A0 +

∑
i=1

xiAi, Ai ∈ S
n×n, (1)

имеет фиксированное число отрицательных собственных значений;
здесь Sn×n означает пространство вещественных симметричных n× n
матриц.

Частный случай такой задачи — отыскание точки x, в которой ли-
нейная комбинация симметричных матриц отрицательно определена, —
это хорошо известная задача допустимости линейного матричного нера-
венства (ЛМН; в англоязычной литературе общепринята аббревиатура
LMI) A(x) � 0. Первое применение ЛМН в теории управления при-
надлежит А.М.Ляпунову: он установил, что устойчивость системы
ẋ = Ax эквивалентна разрешимости ЛМН ATP + PA < 0, P > 0,
где матрица P определяет квадратичную функцию Ляпунова V (x) =
= xTPx. Сам термин «матричные неравенства» был введен в обиход
В.А.Якубовичем [4] в 1962 г. применительно к задачам абсолютной
устойчивости; впоследствии этот аппарат был развит им в ряде других
работ (см., например, [2–4]). Роль В.А.Якубовича в создании теории
ЛМН общепризнана; так, в [10] говорится: «Справедливо будет ска-
зать, что Якубович является отцом этого направления, а дедушкой —
Ляпунов».

Со временем линейные матричные неравенства оказались весьма
общим и плодотворным аппаратом исследования задач оптимизации,
теории управления и теории систем. Так, в [10] было показано, что
многие классические и новые проблемы в указанных областях могут
быть сформулированы в терминах линейных матричных неравенств и
эффективно решены с помощью методов выпуклого программирования.

Важным шагом в развитии теории послужило простое соображение
о том, что линейные матричные неравенства могут быть записаны
в виде задач выпуклой оптимизации [18], после чего для решения
остается применить к ним тот или иной численный метод. Первые си-
стематические исследования численных реализаций алгоритмов ЛМН
также были проведены Е.С.Пятницким и соавторами; в частности, они
предложили специальный вариант метода эллипсоидов.
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Начиная с середины 80-х годов стали появляться работы
А.С.Немировского и Ю.В.Нестерова, в которых были разработаны
эффективные процедуры выпуклой оптимизации, в основе которых
лежат методы внутренней точки [15]. При этом была доказана
невысокая вычислительная сложность предлагаемых процедур. Эти
методы и их модификации стали с успехом применяться к решению
различных задач ЛМН, и со временем в теории систем сформировался
стандарт, согласно которому задача считается решенной, если она
сведена к формату линейных матричных неравенств. К середине 90-х
годов теория и методы линейных матричных неравенств выделились в
самостоятельную дисциплину. Что касается использования аппарата
ЛМН в управлении, то следует отметить книгу [1] (единственную
на русском языке), в которой приводятся последние результаты по
применению линейных матричных неравенств для синтеза законов
управления.

К настоящему времени эта область развита очень полно также и
в прикладном аспекте: имеются мощные пакеты решателей и удобные
интерфейсы; среди наиболее популярных следует отметить LMILAB,
SEDUMI, YALMIP (см., например, [3]). В то же время, как теорети-
ческие обоснования, так и сами численные процедуры решения не
лишены ограничений. Так, теория линейных матричных неравенств
не предполагает описания всего допустимого множества и тем более
других областей постоянства сигнатуры; задачи с неопределенностями
в модели также не всегда поддаются эффективному решению.

Прежде всего в данной работе ставится цель не только описать
целиком допустимое множество {x ∈ R
 : A(x) � 0}, но и характеризо-
вать все области в пространстве параметров, внутри которых матрица
A(x) имеет постоянную сигнатуру. Эта цель достигается с помощью
техники, известной как D-разбиение [2], исходно разработанной для
исследования устойчивости скалярных систем, и ее модификации на
случай симметричных матриц. При этом для малого числа параметров,

 = 2, области легко изображаются графически на плоскости. Пол-
ное описание допустимого множества позволяет по-новому ставить и
решать задачи полуопределенного программирования, а определение
других областей с фиксированным числом отрицательных собственных
значений очень важно для проверки условий применимости обобщен-
ной S-процедуры (см. [8, с. 312]). Кроме того, появляется возмож-
ность сравнительно легко решать матричные неравенства при наличии
неопределенности в матричных коэффициентах. Помимо других воз-
можных приложений предлагаемый подход представляет общетеорети-
ческий интерес.

Отметим, что техника D-разбиения впервые была использована
в матричном варианте в [13] применительно к устойчивости аффинной
комбинации вещественных матриц общего вида; в этой задаче метода-
ми D-разбиения полностью удается исследовать лишь случай одного
вещественного или комплексного параметра.
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2. Построение областей D-разбиения

2.1. Скалярный случай

Прежде всего рассмотрим случай одного параметра, 
 = 1 в (1):

A(x) = A+ xB, A,B ∈ S
n×n, x ∈ R.

Требуется определить отрезки постоянства сигнатуры матрицы A(x) на
оси параметра x:

Dm = {x ∈ R : A(x) имеет ровно m

отрицательных собственных значений}.
Основные идеи предлагаемого подхода видны на этом простейшем
скалярном случае.

Пусть при некотором вещественном x0 симметричная матрица
A(x) = A+ x0B невырождена и имеет m отрицательных и n−m поло-
жительных собственных значений. Изменение количества собственных
значений одного знака при изменении x возможно лишь при переходе
одного (или нескольких) из них через нуль, т. е. если det(A + xB) =
= 0 при некотором x ∈ R. Это означает, что найдется такой ненулевой
вектор e, что (A+ xB)e = 0, т. е. Ae = −xBe; иначе говоря, x является
обобщенным собственным значением пары матриц A и −B, а e — со-
ответствующий ему обобщенный собственный вектор. Таким образом,
процедура отыскания границ (точек) D-разбиения в скалярном случае
сводится к нахождению всех вещественных обобщенных собственных
значений: eig (A,−B) ∈ R.

Видно, что максимальное число областей (отрезков на оси x) равно
n+ 1, ибо уравнение det(A+ xB) = 0 имеет не более n вещественных
решений. С другой стороны, решений может не существовать вовсе; в
этом случае D-разбиение состоит из одной области: матрица A + xB
имеет постоянное количество отрицательных собственных значений
при всех x.

В общем случае несимметричных матриц изменение числа
устойчивых собственных значений происходит при пересечении ими
мнимой оси, в результате чего появляется дополнительный параметр —
частота. Поэтому возможности графического изображения областей D-
разбиения ограничиваются случаем одного свободного вещественного
или комплексного параметра (см. [13]), а двухпараметрические
семейства удается исследовать лишь для некоторых специальных типов
матриц.

Область устойчивости Dn. Особый интерес представляет описание
области устойчивости Dn семейства; иногда будем называть ее
допустимой областью Dfeas. Справедлива следующая лемма.
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Лемма 1. Пусть A,B ∈ Sn×n и B невырождена. Пусть λi, ei, i = 1, ...
. . . ,n, — обобщенные собственные значения и соответствующие им
обобщенные собственные векторы пары матриц (A,−B). Тогда

1. Если среди λi есть комплексные, то Dn пусто.
2. Если все λi вещественные, то обозначим

x =

{
max
i∈I−

λi, I−
.= {i : (Bei, ei) < 0} = ∅;

−∞, I− = ∅;

и

x =

{
min
i∈I+

λi, I+
.= {i : (Bei, ei) > 0} = ∅;

+∞, I+ = ∅.

Тогда
Dn =

{
(x,x), если x < x;

∅, если x � x.

Если известно, что A < 0, то приведенные формулы принимают вид

x =

{
max
λi<0

λi,

−∞, если все λi > 0;
(2)

и

x =

{
min
λi>0

λi,

+∞, если все λi < 0.
(3)

Доказательство леммы 1. По существу этот результат имеется в [17]
(см. утверждение 3.1); для полноты изложения приведем кратко лишь
идею доказательства. Пусть все λi вещественны и различны, тогда
(Bei, ej) = 0 для i = j, так что всякий v ∈ Rn представи́м в ви-
де v =

∑
i αiei с некоторыми αi ∈ R. Нетрудно получить выраже-

ние
(
(A + xB)v, v

)
=
∑

i α
2
i (Bei, ei)(x − λi), поэтому функция f(x) =

=
∑

i α
2
i (Bei, ei)(x − λi) отрицательна при всех αi лишь для значе-

ний x, удовлетворяющих max
i:(Bei,ei)<0

λi < x < min
i:(Bei,ei)>0

λi. �

2.2. Два параметра

Перейдем к задаче с двумя параметрами:

A(x) = A0 + x1A1 + x2A2, Ai ∈ S
n×n, i = 0, 1, 2.

Пусть одна из матриц A1,A2, например A2, невырождена. Зафиксируем
x1 и обозначим A = A(x1)

.= A0 + x1A1 и B
.= A2. Тогда находимся в

условиях предыдущего раздела, и критические значения параметра x2
при данном x1 находятся как вещественные обобщенные собственные
значения x2(x1) = eig

(
A(x1),−B

)
. Варьируя x1, получаем границы

областей D-разбиения. При каждом значении x1 уравнение det
(
A(x1) +

+ x2B
)

= 0 имеет не более n вещественных корней, поэтому граница
D-разбиения состоит не более чем из n ветвей.
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Особенно просто задача анализируется для случая диагональ-
ных матриц. Имеем A0 = diag (a1, ... , an), A1 = diag (b1, ... , bn), A2 =
= diag (c1, ... , cn) и A(x) = diag (d1, ... , dn), где di = ai + x1bi + x2ci.
Поэтому границы областей задаются n прямыми ai + x1bi + x2ci =
= 0. Если область Dn непуста, то она — выпуклый многоугольник
(возможно, неограниченный), задаваемый системой неравенств ai +
+ x1bi + x2ci � 0, i = 1, ... ,n. Как известно, n прямых общего поло-
жения разбивают плоскость на n(n + 1)/2 + 1 областей, т. е. в этом
случае общее число областей D-разбиения равно этой величине. Число
областей Dn−1 не превосходит n (это области, соседние с ребрами n-
угольника Dn).

В общем случае можно отдельно строить область устойчивости

Dn = {x ∈ R
2 : A(x) < 0}

(она выпукла). Для каждого x1 находим отрезок
(
x2(x1), x2(x1)

)
в

соответствии с леммой 1 (он может быть пустым при некоторых или
всех значениях x1); при варьировании x1 концы отрезка описывают
границу области устойчивости.

Заметим, что Dn заведомо неограничена, если одна из Ai, i = 1, ...
. . . , 
, знакоопределена.

Способы разметки областей D-разбиения. Разметку можно про-
водить стандартным образом: построив области Dm на плоскости, вы-
бираем по точке в каждой из них и вычисляем собственные значения
соответствующей матрицы.

Пересечения границ D-разбиения соответствуют кратным нулевым
собственным значениям матрицы A(x). Пусть x∗ — точка двукратного
пересечения: λ1(x∗) = λ2(x∗) = 0, и пусть остальные n− 2 собственных
значения отрицательны. Тогда областьDn непуста (это одна из четырех
смежных областей).

2.3. Общий случай. Граничный оракул

При 
 > 2 графическое изображение областей D-разбиения сложно
(
 = 3) или невозможно (
 > 3), однако их можно описывать следу-
ющим образом. Рассмотрим точку x ∈ R
 и направление y ∈ R
. При
λ ∈ R имеем

A(x+ λy) = A0 +

∑
i=1

xiAi + λ


∑
i=1

yiAi,

и, обозначая

A
.= A0 +


∑
i=1

xiAi, B
.=


∑
i=1

yiAi,

оказываемся в ситуации с одним параметром A(λ) = A + λB. Поэто-
му определение точек границ в выбранном направлении y сводится
к нахождению вещественных обобщенных собственных значений λi
пары матриц (A,−B). Генерируя векторы направлений равномерно на
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единичной 
-мерной сфере в виде y = η/‖η‖, где η имеет стандартное

-мерное гауссовское распределение, получаем точки x + λiy границ
D-разбиения. Описанная процедура может быть названа граничным
оракулом (boundary oracle) по аналогии с оракулом принадлежности
(membership oracle) и оракулом отделимости (separation oracle), ис-
пользуемыми в современной теории выпуклой оптимизации. Для лю-
бых x, y ∈ R
 граничный оракул находит точки пересечения луча x +
+ λy с границами неявно заданных множеств Dm или указывает на
отсутствие пересечений.

Такой граничный оракул особенно эффективен при характериза-
ции области устойчивости Dn, которая выпукла. Пусть при некотором
x ∈ R
 матрица A(x) (1) отрицательно определена, x ∈ Dn, и y —
некоторое направление; тогда критические значения λ, λ, при которых
сохраняется знакоопределенность матрицы A(x + λy), находятся по
формулам (2), (3). Этот подход удобно использовать для генерирования
равномерных распределений на Dn (ср. [11]) и конструирования новых
методов полуопределенного программирования. Кроме того, он может
быть использован для приближенного отыскания центра тяжести обла-
сти устойчивости. Этой тематике будет посвящена специальная работа
авторов.

3. Примеры

Во-первых, покажем на примерах, что даже для простейших ма-
ломерных семейств D-разбиение может быть устроено сложно, а раз-
нообразие типов границ велико. Рассматриваем задачи с двумя пара-
метрами; области Dm при этом наглядно изображаются на плоскости
(x1,x2). Обозначим для удобства A .= A0, B

.= A1, C
.= A2, D(x) .= A+

+ x1B + x2C. В простейших ситуациях уравнения границы нетрудно
получить аналитически, решая уравнение detD(x) = 0; там, где это
затруднительно, приведем примеры использования техники из разде-
лов 2.1 и 2.2.
Матрицы 2× 2. Этот простейший случай легко анализируется анали-
тически, поскольку границы областей задаются квадратным уравнени-
ем относительно переменных x1,x2; в то же время он иллюстрирует
многообразие возможных типов областей D-разбиения.

1. Границы — прямые. Все типы таких границ можно получить,
если матрицы A, B и C — диагональные. Граница может состоять
из одной или двух прямых, которые определяют две, три или четыре
области. Например, при A =

(
0 0
0 0

)
, B =

(
1 0
0 0

)
, C =

(
0 0
0 1

)
имеем

D(x) =

(
x1 0
0 x2

)
, т. е. границами D-разбиения являются координатные

оси x1 = 0 и x2 = 0. Четыре получающихся области показаны на
рис. 1, a; здесь и всюду ниже соответствующие числа на рисунках
отвечают количеству отрицательных собственных значений, а граница
области устойчивости отмечена жирными линиями.
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Рис. 1. Примеры D-разбиения для 2× 2 матриц

При A =

( −1 0
0 −1

)
, B =

(
0 0
0 0

)
, C =

( −1 0
0 1

)
имеем D(x) =

=

( −x2 − 1 0
0 x2 − 1

)
, и граница состоит из двух параллельных прямых

x2 = ±1, которые дают три области, в том числе область устойчивости
— неограниченную (выпуклую) полосу {−1 < x2 < 1} (рис. 1, b). При
A =

(
1 0
0 1

)
границы те же, но область устойчивости отсутствует.

Поменяв местами B и C, получаем вертикальную полосу {−1 < x1 <
< 1}; можно сказать, что в этом случае уравнение detD(x) = 0 имеет
решение лишь при двух значениях x1.

При A =

( −1 0
0 −1

)
, B =

(
0 0
0 0

)
, C =

(
1 0
0 1

)
имеем одну прямую

x2 = 1, и областью устойчивости является вся полуплоскость {x2 < 1}
(рис. 1, c).

Интересен случай A =

(
1 0
0 −1

)
, B =

(
0 0
0 0

)
, C =

( −1 0
0 1

)
; здесь

границей также является одна прямая x2 = 1, но при ее пересечении
происходит перемена знаков для обоих собственных значений: одно-
го — с + на −, а другого — с − на +, так что D-разбиение состоит из
двух областей D1, разделенных «двукратной» границей (рис. 1, d).
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Если обратиться к семействам вида

A =
(
a1 0
0 a2

)
, B =

(
b1 0
0 b2

)
, C =

(
0 c
c 0

)
, (4)

то границы задаются уравнением

b1b2x
2
1 − c2x2

2 + x1(a1b2 + a2b1) + a1a2 = 0, (5)

и при различных комбинациях входящих величин получаем следующие
возможности.

2. Границы отсутствуют. Уравнение (5) может не иметь веще-
ственных решений; например, при b1 = b2 = 0, c = 0, a1a2 < 0 имеем
x2
2 = a1a2/c

2 < 0, т. е. D-разбиение состоит из одной области D1.
3. Граница состоит из одной точки. При a1 = a2 = 0, b1b2 =

= −d2 < 0, c = 0 уравнение имеет вид d2x2
1 + c2x2

2 = 0 с единственным
решением x1 = x2 = 0. Другая возможность: a1/b1 = a2/b2. Например,
при A =

( −1 0
0 1

)
, B = −A, C =

(
0 1
1 0

)
уравнение (5) приобретает вид

x2
1 + x2

2 − 2x1 + 1 = 0, и граница D-разбиения также состоит из одной
точки (1; 0).
4. Граница — замкнутая кривая; соответственно, одна из областей

D-разбиения ограничена (иначе говоря, уравнение detD(x) = 0 может
быть разрешимо лишь для x1 из некоторого интервала). Это возможно
при b1b2 < 0, a1a2 > 0, a1b2 + a2b1 = 0, т. е. граница — эллипс с цен-
тром в нуле. В частности, если b1b2 = −c2, то получаем окружность;
например, A =

( −1 0
0 −1

)
, B =

( −1 0
0 1

)
, C =

(
0 1
1 0

)
дают границу

x2
1 + x2

2 = 1.
5. Незамкнутые кривые второго порядка. При b1b2 > 0, a1b2 +

+ a2b1 = 0, a1a2 = 0 получаем две ветви гиперболы вида d2x2
1 − c2x2

2 =
= a (при a > 0 уравнение detD(x) = 0 не имеет решений при x1 из
некоторого интервала). Гипербола вида x1x2 = 1 получается при A =

=

(
0 1
1 0

)
, B =

(
1 0
0 0

)
, C =

(
0 0
0 1

)
.

Граница имеет вид параболы x1 = ax2
2 + b в случае когда a1b2 +

+ a2b1 = 0 и либо b1 = 0, либо b2 = 0 (уравнение detD(x) = 0 разре-
шимо для x1 на полуоси).

Наконец, возможна ситуация, обратная случаю 2.
6. Каждая точка плоскости — граничная. Если detA = 0, а

B = βA, C = γA с произвольными β, γ, то detD(x) = (1 + βx1 +
+ γx2)2 detA = 0 для всех x1,x2 (это верно и для 
 > 2 параметров).

Вообще, все возможные типы и расположения кривых, определяющих
границы для 2× 2 матриц, можно получить, анализируя коэффициенты
уравнения det(A+ x1B + x2C) = 0, которое в общем случае имеет вид

s11x
2
1 + s22x

2
2 + s12x1x2 + s1x1 + s2x2 + s0 = 0, (6)
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где

s11 = |B|, s22 = |C|, s12 = |B + C| − |B| − |C|,

s1 = |A+B| − |A| − |B|, s2 = |A+ C| − |A| − |C|, s0 = |A|
(7)

(| · | означает det(·)). Так, по формулам (6)–(7) нетрудно получить
границы в виде круга, эллипса, гипербол, параболы общего положения.

Некоторые специальные случаи, n > 2. Для матриц более высоких
размерностей и для большего числа параметров столь подробный
анализ, как выше, сложен, однако в некоторых специальных случаях
описание областей также можно получить аналитически.

В качестве одного такого простого примера рассмотрим матрицы
размера 2m× 2m, имеющие вид

A = −I; B = diag (b1, ... , bm,−bm, ... ,−b1);
C = diag (c1, ... , cm, cm, ... , c1),

(8)

где diag обозначает антидиагональную матрицу. Нетрудно вычислить
определитель

det(A+ x1B + x2C) = (x2
1b

2
1 + x2

2c
2
1 − 1) · ... · (x2

1bm + x2
2c

2
m − 1),

так что границы D-разбиения — это m = n/2 эллипсов x2
1b

2
i + x2c

2
i =

= 1 (они разбивают плоскость на n(n− 2)/2 + 2 областей). На рис. 2, a
приведен пример D-разбиения для 6× 6 матриц такого вида.

Если в (8) поменять местами A и C:

A = diag (c1, ... , cm, cm, ... , c1); B = diag (b1, ... , bm,−bm, ... ,−b1);
C = −I,

(9)
то для определителя получаем

det(A+ x1B + x2C) = (x2
1b

2
1 − x2

2 + c21) · ... · (x2
1bm − x2

2 + c2m).

Границы D-разбиения задаются семейством из m пар гипербол вида
x2
1b

2
i − x2

2 + c2i = 0, при этом общее число областей не превосходит
n2/2+ 1. Для значений bi, ci из предыдущего примера соответствующие
области изображены на рис. 2, b.

В общем случае при 
 > 2 прямая визуализация областей невозмож-
на, но в некоторых отдельных ситуациях их можно характеризовать
явно. Простейшая из них — когда матрицы Ai ∈ Sn×n коммутируют.
Тогда они одновременно диагонализируемы, и области Dm ⊂ R
 явля-
ются многогранными множествами, задаваемыми пересечениями n ги-
перплоскостей вида a0i + vT

i x = 0, где a0i = (A0)ii, а вектор v составлен
из (i, i)-х элементов матриц A1, ... ,A
 (здесь матрицы уже приведены
к диагональному виду).
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Рис. 2. D-разбиение для семейств (8) и (9) с b1 = 1; b2 = 1,25; b3 = 2; c1 = 2;
c2 = 1,25; c3 = 1

Эволюция областей при возмущении коэффициентов. Интересно
посмотреть, как изменяются области Dm при внесении возмущений
в матрицы. Аналитическое решение задачи громоздко, в то время
как техника, предложенная в разделах 2.1 и 2.2, проста и наглядна;
проиллюстрируем ее на примерах 3× 3 матриц.

Рассмотрим семейство

D(x) = A+ Δ + x1B + x2C,

A =

( −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

)
, B =

(
0 0 0
0 −1 0
0 0 1

)
, C =

( −1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
,

где Δ ∈ S3×3 — фиксированное симметричное возмущение. В невозму-
щеной задаче (Δ = 0) границы D-разбиения задаются тремя прямыми
на рис. 3, a.
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Рис. 3. D-разбиения при различных возмущениях в матрице A

При внесении возмущения картина меняется. На рис. 3, b–
3, e показаны границы D-разбиения при добавлении к матрице A

«элементарных» возмущений Δ1 =

(
0 ε 0
ε 0 0
0 0 0

)
, Δ2 =

(
0 0 ε
0 0 0
ε 0 0

)
, Δ3 =

=

(
0 0 0
0 0 ε
0 ε 0

)
с ε = 0,3 и их суммы соответственно.

Для семейства с матрицами

A =

( −1 0 0
0 −1 0
0 0 0

)
, B =

(
1 0 0
0 −1 0
0 0 0

)
, C =

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
(10)

при отсутствии возмущения границы также образованы тремя пересе-
кающимися прямыми (рис. 4, a). Однако внесение таких же возмуще-
ний дает совсем иной эффект, см. рис. 4, b–4, e.

Проиллюстрируем еще, как области D-разбиения эволюционируют
с ростом возмущения. Для матриц из первого примера возьмем в

качестве возмущающей Δ =

(
1 1 1
1 1 1
1 1 1

)
и построим D-разбиение для

семейства A + γΔ + x1B + x2C при увеличивающемся γ. При малых
γ 	 0,3 границы имеют вид, близкий к изображенному на рис. 3, e,
причем область устойчивости сжимается с увеличением γ. Дальнейший
рост возмущения приводит к существенным изменениям геометрии
областей. На рис. 5, a–5, e приведены результаты D-разбиения, когда γ
принимает значения 0,35; 1,95; 2,0; 2,05; 12,0.
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Рис. 4. D-разбиения для семейства (10) при различных возмущениях в A:
a) Δ = 0; b) Δ = Δ2; c) Δ = Δ3; d) Δ = Δ2 + Δ3; e) Δ = Δ1 + Δ3; везде

ε = 0,3
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Рис. 5. Эволюция границ D-разбиения с ростом возмущения

4. Робастность

Одно из важных обобщений предложенного подхода — возможность
его модификации на ситуации с неопределенностью. В литературе име-
ется несколько различных постановок задач ЛМН и предположений о
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неопределенности (например, см. [9, 10, 12]); здесь рассмотрим случай,
когда неопределенность ограничена в спектральной норме.

Пусть

Ai(Δi) = Ai + Δi, Ai,Δi ∈ S
n×n, ‖Δi‖ � εi, i = 0, ... , 
, (11)

где ‖ · ‖ — спектральная норма, а εi � 0 — заданные числа. Подчерк-
нем, что рассматриваются только симметричные возмущения Δi, чтобы
сохранить структуру ЛМН. Приходим к следующей неопределенной
линейной функции:

A(x,Δ) = A0(Δ0) +

∑
i=1

xiAi(Δi),

Δ ∈ D
.=
{ {Δi = ΔT

i }
0 : ‖Δi‖ � εi
}
.

(12)

Области Dm робастного D-разбиения теперь определяются следующим
образом:

Drob
m =

{
x ∈ R


 : A(x,Δ) имеет ровно m

отрицательных собственных значений∀Δ ∈ D
}
; (13)

в частности, робастно допустимая область:

Drob
n = Drob

feas =
{
x ∈ R


 : A(x,Δ) � 0 ∀ Δ ∈ D
}
.

Задача заключается в описании границ областей робастного D-
разбиения; эти границы теперь определяются как те значения
параметров x, при которых матрица A(x,Δ) оказывается вырожденной
при некотором Δ ∈ D. В отличие от задачи без возмущений границы
робастного D-разбиения размываются в «полосы», внутри которых
матрица A(x,Δ) может иметь различное число отрицательных
собственных значений в зависимости от того или иного допустимого
значения Δ.

4.1. Один параметр

Как и при анализе задачи без неопределенности, обратимся к одно-
параметрическим семействам и рассмотрим простейший случай, когда
неопределенность присутствует лишь в матрице A:

A(x,Δ) = (A+ Δ) + xB; Δ ∈ D
.= {Δ ∈ S

n×n : ‖Δ‖ � ε}.
Границы областей (отрезков) робастного D-разбиения определяются
из условия вырожденности матрицы A + xB + Δ при некотором Δ ∈
∈ D, т. е. задача заключается в определении радиуса невырожденности
матрицы A + xB. Основным инструментом здесь служит следующая
лемма, на которой основаны все дальнейшие построения.
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Лемма 2. Для невырожденной матрицы M ∈ Sn×n симметрический
радиус невырожденности

ρ(M) .= inf{‖P‖ : P ∈ S
n×n, M + P вырождена}

равен
ρ(M) = 1/‖M−1‖ = min

i
|λi(M)|.

При этом критическое значение P равно P = −λeeT, где λ — ми-
нимальное по абсолютной величине собственное значение M , а e —
отвечающий ему собственный вектор.
Доказательство. Пусть M невырождена, λi — ее собственные значе-
ния, и λ — то из них, на котором достигается mini |λi|; имеем ρ(M) =
= |λ|. Тогда для любой матрицы с ‖P‖2 < ρ(M) и любого ‖x‖2 = 1
справедливо∣∣((M + P )x,x

)∣∣ =|(Mx,x) + (Px,x)| �
�|(Mx,x)| − |(Px,x)| � min

i
|λi| − ‖P‖2 > 0,

т. е. M + P невырождена.
С другой стороны, рассмотрим P = −λeeT, где e, ‖e‖2 = 1, —

собственный вектор M , отвечающий собственному значению λ: Me =
= λe. Тогда получаем ‖P‖2 = |λ| и (M + P )e = λe− λeeTe = 0. �

Лемма 2 представляет собой аналог теоремы 3 из [16] (см. так-
же [14]) в симметричном случае; если не оставаться в классе симмет-
ричных матриц, то радиус невырожденности дается общей формулой
теоремы 3 из [16]. Отметим, что лемма в явном виде указывает мини-
мальное по норме возмущение, при котором матрица M вырождается,
— это симметричная матрица P = −λeeT ранга 1.

В соответствии с леммой матрица (A + xB) + Δ с возмущениями
‖Δ‖ � ε остается робастно невырожденной при значениях x, удовле-
творяющих

‖(A+ xB)−1‖ <
1
ε
, (14)

поэтому, составляя функцию

ϕ(x) .= ‖(A+ xB)−1‖,
находим численно отрезки робастной невырожденности {x : ϕ(x) <
< 1/ε}.
Пример 1. Рассмотрим A(x,Δ) = A + ΔA + xB с A =
= diag (−4 − 6 20 27), B = diag (7 1 3 6) и ‖ΔA‖ � ε = 0,03‖A‖.
На рис. 6 границы робастного D-разбиения показаны жирными
отрезками, в которые размываются точки xi = eigi(A,−B) —
критические значения параметра для невозмущенной задачи. Эти
отрезки разделяют области робастности Drob

i , внутри которых матрица
A + xB + ΔA имеет постоянное число отрицательных собственных
значений при всех допустимых возмущениях ‖ΔA‖ � ε.
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Рис. 6. Робастное D-разбиение по одному параметру с неопределенностью в
матрице A
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Рис. 7. Робастное D-разбиение по одному параметру с неопределенностью в A
и B

Аналогично анализируется и более общая задача, в которой неопре-
деленность присутствует в обеих матрицах:

A(x,Δ) = (A+ ΔA) + x(B + ΔB); ‖ΔA‖ � εA; ‖ΔB‖ � εB. (15)

Представим A(x,Δ) = (A+ xB) + (ΔA + xΔB). Для возмущения ΔA +
+ xΔB матрицы A + xB имеем оценку ‖ΔA + xΔB‖ � εA + |x|εB,
причем она точна (равенство достижимо), поскольку ΔA и ΔB выби-
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раются независимо. Введем функцию ϕ(x) = ‖(A+ xB)−1‖. В соответ-
ствии с леммой 2 отрезки робастной невырожденности, или, иными
словами, области Drob

m определяются условием

ϕ(x) <
1

εA + |x|εB .

Пример 2. Рассмотрим те же матрицы, что и в предыдущем примере,
но добавим в матрицу B неопределенность (того же уровня): ‖ΔB‖ �
� εB = 0,03‖B‖. Описанные выше построения представлены на рис. 7;
из-за наличия дополнительной неопределенности отрезки робастности
сужаются (границы становятся шире).

4.2. Два параметра

Перейдем к двухпараметрическим семействам, слегка изменяя обо-
значения:

A(x,Δ) = (A0 + Δ0) + x1(A1 + Δ1) + x2(A2 + Δ2);

‖Δi‖ � εi, i = 0, 1, 2.

Зафиксируем x1 и обозначим A = A0 + x1A1 и B = A2, а также
εA

.= ε0 + |x1|ε1 и εB = ε2. Оказываемся в ситуации задачи (15): для
определения границ составляем функции ϕ(x2) = ‖(A + x2B)−1‖ и
ε(x2) = 1/(εA + |x2|εB) и проверяем условие ϕ(x2) < ε(x2), которое
определяет отрезки робастности по x2 при данном значении x1. При
варьировании x1 эти отрезки заполняют двумерные области робастного
D-разбиения. С другой стороны, те значения x2, при которых условие
ϕ(x2) < ε(x2) нарушено, отвечают отсутствию робастности; при варьи-
ровании x1 эти отрезки нарушения заметают двумерные области —
границы робастного D-разбиения.

Отметим еще, что так же, как и в ситуации без возмущений,
можно строить область Drob

n отдельно от остальных Drob
m , объединяя

результаты лемм 1 и 2.
Пример 3. Для двухпараметрического семейства из S4×4 с матрицами
A0 = −I, A1 = diag (−1 1 1 − 1) и A2 = diag (1 − 1 1 − 1) границы
D-разбиения при отсутствии неопределенности представлены двумя па-
рами параллельных прямых на рис. 8. При внесении неопределенности
границы размываются в полосы, и области Dm сужаются. В рассмат-
риваемой задаче при возмущениях одинакового относительного уровня
‖Δi‖ � εi = 0,2‖Ai‖, i = 0, 1, 2, границы робастного D-разбиения по-
казаны серым цветом, а незакрашенные острова являются областями
робастности.

4.3. Общий случай. Робастный граничный оракул

Обратимся теперь к общему случаю описания границ областей
Drob
m (13) для семейства (11)–(12) при 
 > 2. Поступим так же, как

и в разделе 2.3: будем искать точки пересечения одномерного луча с
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Рис. 8. Робастное D-разбиение по двум параметрам

границами робастного D-разбиения. Для простоты ограничимся опи-
санием границы области робастной устойчивости.

Дальнейшие выкладки по существу являются лишь небольшим
обобщением рассуждений раздела 4.1. Действительно, пусть x ∈
∈ Drob

feas — робастно допустимая точка и пусть y ∈ R
 — некоторое
направление. Рассмотрим прямую x + λy и найдем λrob и λ rob —
минимальное и максимальное значения λ, при которых отрицательная
неопределенность матрицы A(x + λy,Δ) гарантирована при всех Δ ∈
∈ D. Имеем

A(x + λy,Δ) = Â(λ) + Δ(λ),

где обозначено

Â(λ) = A0 +

∑
i=1

(xi + λyi)Ai, Δ(λ) = Δ0 +

∑
i=1

(xi + λyi)Δi,

и согласно лемме 2 матрица Â(λ) + Δ(λ) остается невырожденной
(следовательно, отрицательно определенной) при всех Δ ∈ D, удовле-
творяющих ∥∥(Â(λ)

)−1∥∥ <
1

‖Δ(λ)‖ .
Поскольку возмущения независимо пробегают свои области неопреде-
ленности, оценка

‖Δ(λ)‖ � ‖Δ0‖+

∑
i=1

|xi + λyi| ‖Δi‖ = ε0 +

∑
i=1

|xi + λyi| εi
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точна. Поэтому, составляя две скалярные функции

ϕ(λ) =
∥∥∥(A0 +


∑
i=1

(xi + λyi)Ai
)−1∥∥∥, ε(λ) =

1

ε0 +
∑


i=1 |xi + λyi| εi
,

(16)

отрезок [λrob, λ rob] робастной отрицательной определенности семей-
ства A(x + λy,Δ) определяем численно как {λ : ϕ(λ) � ε(λ)}.

Ясно, что справедливо включение [λrob, λ rob] ⊂ [λ, λ], где λ, λ —
критические значения параметра λ при отсутствии неопределенно-
сти (минимальное и максимальное значения λ, сохраняющие отрица-
тельную определенность матрицы A(x + λy, 0)). Тем самым, проверку
ϕ(λ) � ε(λ) следует осуществлять лишь на отрезке [λ, λ]. Таким обра-
зом, приходим к следующему робастному граничному оракулу.

Лемма 3. Пусть A(x, 0) < 0. Для любого y ∈ R
 максимальное и
минимальное значения λ, сохраняющие отрицательную определен-
ность матрицы A(x+ λy,Δ) при всех допустимых возмущениях Δ,
даются двумя решениями уравнения ϕ(λ) = ε(λ) (4.3) на отрезке
[λ, λ] (2)–(3).

Аналогично, чтобы решить более простую задачу проверки x ∈
∈ Drob

feas для некоторого x ∈ R
, достаточно рассмотреть невозмущен-
ную матрицу в точке x

A(x, 0) = A0 +

∑
i=1

xiAi

и проверить выполнение неравенства

ε0 +

∑
i=1

|xi|εi < 1/‖(A(x, 0))−1‖.

5. Заключение

В работе предложена техника построения областей в пространстве
параметров, внутри которых аффинное семейство симметричных мат-
риц имеет фиксированное число собственных значений одного знака;
приводится обобщение на случай наличия неопределенности в матрич-
ных коэффициентах. Для малого числа параметров результаты нагляд-
но иллюстрируются на плоскости или прямой. Для общего случая 
 > 2
параметров предложен граничный оракул, с помощью которого удается
просто и эффективно характеризовать допустимую область, в том числе
и в робастной постановке.

Среди возможных применений полученных результатов — эллип-
соидальное оценивание состояний динамических систем, квадратич-
ная оптимизация, отыскание центра тяжести выпуклых множеств и
другие. Перспективным направлением развития предложенной техники



154

является ее применение к решению задач полуопределенного програм-
мирования, особенно в робастной постановке, для которой в настоящее
время отсутствуют удовлетворительные численные методы.
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ЧАСТОТНЫЕ МЕТОДЫ И АБСОЛЮТНАЯ

УСТОЙЧИВОСТЬ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

А.Х. Гелиг,† А.Н. Чурилов††

Частотные методы в теории устойчивости
систем управления с импульсной

модуляцией∗

Аннотация: приведен обзор частотных методов исследования устойчи-
вости нелинейных систем управления с различными видами импульс-
ной модуляции.

1. Введение

По-видимому, первыми работами по исследованию систем управле-
ния с импульсной модуляцией были статья [63] и спецкурс Н. Е. Жу-
ковского [23], читавшийся в 1908–1909 гг. В первой был предложен
регулятор температуры, который с помощью широтно-импульсной мо-
дуляции позволял поддерживать постоянную температуру в котле с
точностью до 0, 002◦ C. Во второй работе рассматривалась система
регулирования турбины методом отсечки пара, в которой была реали-
зована широтно-частотная импульсная модуляция.

Интерес к импульсным системам управления значительно
возрос во второй половине XX в., он был связан как с за-
просами техники, так и с исследованиями нейронных структур.

†) Санкт-Петербургский Государственный Университет.
††) Санкт-Петербургский Морской Технический Университет.
∗)Оригинал статьи опубликован в специальном выпуске журнала «Автома-

тика и телемеханика». — 2006. — № 11. — C. 60–76.
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Импульсные регуляторы благодаря простоте их реализации, ма-
лой энергоемкости и высокой точности стали применяться в
различных технических отраслях (электротехнике, космической
технике, энергетике, теплотехнике, радиотехнике, гидравлике,
пневматике и пр.). С другой стороны, некоторые модели нейронных
сетей [5, 8, 65, 73, 76] представляли собой импульсные системы.
Поэтому естественно, что построение математической теории
импульсных систем привлекло внимание многих исследователей.

Первоначальными объектами математического исследования яви-
лись дискретные системы. К ним в ряде случаев сводится матема-
тическое описание устройств, в контуре управления которых имеет-
ся ЭВМ либо импульсные элементы, осуществляющие амплитудную
модуляцию или широтную модуляцию первого рода. Математическая
теория дискретных систем была развита в трудах П. В. Бромберга
[2, 3], Я. З. Цыпкина [36], Э. Джури [17] и многих других ученых. На
эти системы была, в частности, перенесена теория абсолютной устой-
чивости нелинейных непрерывных систем [19, 20, 37–40, 46, 66, 80, 81].

Однако многие виды импульсных систем не описываются дискрет-
ными (разностными) уравнениями. К ним относятся системы с различ-
ными видами широтной модуляции второго рода, частотной модуляции,
системы с неавтономным формированием импульсов и ряд других (см.,
например, [4, 22, 26, 33, 75]). Для описания таких систем могут быть
использованы функционально-дифференциальные уравнения, причем
нелинейные операторы, моделирующие импульсные элементы, в ряде
случаев являются разрывными. Попытки распространить на эти си-
стемы методы теории абсолютной устойчивости непрерывных систем
натолкнулись на существенную трудность, заключающуюся в том, что
сигналы на входе и выходе импульсного модулятора не удовлетворяют
локальным квадратичным связям, изначально применявшимся в теории
абсолютной устойчивости. Прорыв в этой области был достигнут бла-
годаря введению В. А. Якубовичем в теорию абсолютной устойчивости
интегральных квадратичных связей [27, 28]. Этот подход, явившийся
обобщением метода интегральных оценок В. М. Попова, оказался удоб-
ным при исследовании систем не только с импульсными элементами,
но и с другими сложными нелинейными операторами, например с ги-
стерезисными функциями [53]. В настоящее время метод интегральных
квадратичных связей (IQC — integral quadratic constraints) является по-
пулярным инструментом математического исследования систем управ-
ления [77], поэтому интересно отметить, что толчком к его появлению
послужила именно теория систем с импульсной модуляцией.

Начиная с [6, 51], метод интегральных квадратичных связей систе-
матически применялся в теории нелинейных импульсных систем. Его
развитие в монографиях [13, 62] и сопутствующих публикациях поз-
волило распространить методы анализа и синтеза непрерывных нели-
нейных систем на импульсные системы с достаточно высокой частотой
импульсации.
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Данный обзор посвящен частотным методам в теории устойчивости
импульсных систем. Во втором разделе статьи приводится описание
математических моделей импульсных элементов с различными видами
импульсной модуляции. Остальные разделы посвящены изложению
частотных подходов к исследованию нелинейных импульсных систем.
Эти подходы основываются на втором методе Ляпунова, частотной
теореме (лемме Якубовича–Калмана), методе априорных интегральных
оценок (методе Попова), свойствах положительных ядер интегральных
операторов, интегральных квадратичных связях и методе усреднения.
С другими (не частотными) методами исследования устойчивости нели-
нейных импульсных систем можно познакомиться в обзорах [14, 61].

2. Основные понятия систем с импульсной модуляцией

Импульсная модуляция — это процесс преобразования непрерывно-
го сигнала в импульсную последовательность. С ней связывается стро-
го возрастающая последовательность моментов импульсации t0 < t1 <
< t2 < .... При этом обычно tn → +∞ при n→∞ и последовательность
не имеет точек сгущения. Интервал времени [tn, tn+1) называется n-м
тактовым интервалом или интервалом импульсации.

Для описания импульсной последовательности используются два
класса моделей: импульсы конечной длительности, описываемые кусоч-
но-непрерывными функциями, и мгновенные импульсы, описываемые
дельта-функциями (обобщенными функциями). Для краткости, вводя
основные понятия, будем ориентироваться на модель с импульсами
конечной длительности.

В случае импульсов конечной длительности функция ξ(t), описы-
вающая импульсную последовательность, может быть представлена в
виде

ξ(t) = ξn(t), tn � t < tn+1, n = 0, 1, ... ,

где кусочно-непрерывная функция ξn(t) описывает форму n-го импуль-
са. При этом односторонние пределы ξn−1(tn − 0) и ξn(tn + 0) конечны,
но могут не совпадать друг с другом.

Простейшая и наиболее распространенная форма импульса — пря-
моугольная. При этом

ξn(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, tn � t < t′n,

λn, t′n � t < t′′n,

0, t′′n � t < tn+1.

(1)

Здесь t′n, t
′′
n — моменты времени, определяющие положение перед-

него и заднего фронтов импульса соответственно. Возможны случаи,
когда t′n = tn или t′′n = tn+1. Параметр λn характеризует амплитуду
импульса. При разных n он может принимать значения одного знака
(однополярная последовательность) или разных знаков (двухполярная
последовательность).
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Прямоугольный импульсный сигнал (1) характеризуется следующим
набором модулируемых параметров:
• амплитуда импульса λn (с учетом знака);
• фаза импульса (смещение переднего фронта относительно начала

тактового интервала) ϑn = t′n − tn;
• длительность (ширина) импульса τn = t′′n − t′n;
• длина тактового интервала Tn = tn+1 − tn или, что эквивалентно,

частота следования импульсов T−1
n = 1/(tn+1 − tn).

Таким образом, имеем

ξn(t) = ξn(t, pn), pn = {λn,ϑn, τn,Tn}.
Если длина тактового интервала Tn — функционал от входного сигнала
σ(t), а все остальные параметры фиксированы, говорят о частотно-
импульсной модуляции (ЧИМ). Если параметр Tn не модулируется, то
tn = t0 + nT , где T — заданное положительное число (период импуль-
сации). В случае амплитудно-импульсной модуляции (АИМ) значение
λn зависит от σ(t), а остальные параметры фиксированы. Для широтно-
импульсной модуляции (ШИМ) модулируемым параметром является
τn. Наконец, в случае модуляции t′n говорят о фазо-импульсной мо-
дуляции (ФИМ). Частотную, широтную и фазовую модуляцию иногда
объединяют в общее понятие время-импульсной модуляции [4].

Существуют импульсы и более сложной формы: треугольные, тра-
пецевидные, синусоидальные и пр. Например, для импульсов на выходе
тиристорных преобразователей амплитуда λn зависит от времени λn =
= λn(t) (импульс «вырезается» из некоторого опорного гармонического
сигнала) [33].

В случае импульсов конечной длительности импульсный модуля-
тор (ИМ) описывается нелинейным оператором, который отображает
непрерывную входную функцию σ(t) в кусочно-непрерывную выходную
функцию ξ(t) (обе функции определены при t � t0 и имеют веществен-
ные значения):

M : σ(t) �→ ξ(t).

Рассмотрим некоторые общие свойства импульсного модулятора.
При описании свойств будем использовать следующие обозначения:
если σ(t), σ̃(t) — входные функции, то ξ = Mσ, ξ̃ = Mσ̃, а {tn}, {t̃n} —
последовательности моментов импульсации, отвечающие входным сиг-
налам σ(t) и σ̃(t) соответственно.

Физическая реализуемость. Будем рассматривать модуляторы, не
имеющие внутренних состояний: выход модулятора определяется зна-
чением входа σ(t) и только им.

Как и любое преобразование, описывающее техническое устрой-
ство, оператор M должен обладать свойством причинности (физи-
ческой реализуемости) [24]. Рассмотрим две произвольные входные
функции σ(t), σ̃(t), определенные при t � 0.
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Оператор M называется физически реализуемым, если для любого
момента времени t соотношения t0 = t̃0 и σ(s) = σ̃(s), t0 � s � t,
влекут равенство ξ(t) = ξ̃(t). В случае, когда модулируется частота
импульсации, дополнительно предполагаем следующее: если t0 = t̃0 и
σ(s) = σ̃(s) при t0 � s � tn, то tn = t̃n.

Потактовый сброс. Более сложное свойство импульсного модулято-
ра связано с тем, что может быть названо «памятью» этого преобразо-
вания. Будем называть его свойством потактового сброса, которое
заключается в следующем.

Пусть σ, σ̃ — две произвольные входные функции, t — произволь-
ный момент времени такой, что tn � t < tn+1. Если tn = t̃n и σ(s) =
= σ̃(s) при tn � s � t, то ξ(t) = ξ̃(t). В случае, когда модулируется
частота импульсации, дополнительно выполнено следующее: если tn =
= t̃n и σ(s) = σ̃(s) при tn � s � tn+1, то tn+1 = t̃n+1.

Таким образом, модулятор «забывает» про прошлые значения входа
с началом нового тактового интервала.

Квазистационарность. Большинство импульсных модуляторов не об-
ладает свойством стационарности в том смысле, в каком оно понимает-
ся в теории систем управления. Тем не менее, для них справедливо по-
хожее свойство, которое мы будем называть квазистационарностью.

Наряду с определенными выше величинами σ, σ̃, ξ, ξ̃, tn, t̃n,
определим последовательности Tn = tn+1 − tn и T̃n = t̃n+1 − t̃n.

Будем называть импульсный модулятор квазистационарным, если
он обладает следующим свойством. Пусть σ, σ̃—две произвольные
входные функции, m и n—произвольные целые неотрицательные чис-
ла, τ —произвольное число такое, что 0 � τ � Tn. Тогда, если σ(tn +
+ s) = σ̃(t̃m + s) при 0 � s � τ , то ξ(tn + τ) = ξ̃(t̃m + τ). В случае,
когда модулируется частота импульсации, имеет место дополнительное
свойство: если σ(tn + s) = σ̃(t̃m + s) при 0 � s � Tn, то Tn = T̃m.

Очевидно свойство потактового сброса вытекает из квазистационар-
ности при n = m и tn = t̃n.

Свойство квазистационарности говорит о том, что форма импульса
не зависит от момента времени, в котором начинается тактовый интер-
вал.

Модуляция первого и второго рода. Для некоторых видов модуля-
ции свойство потактового сброса может быть усилено: если tn = t̃n
и σ(tn) = σ̃(tn), то tn+1 = t̃n+1 и ξ(s) = ξ̃(s) при всех tn � s < tn+1.
Другими словами, значения выхода на тактовом интервале зависят
только от значения входа в начале этого интервала. Виды модуляции,
обладающие этим свойством, называются модуляцией первого рода,
тогда как остальные виды модуляции — модуляцией второго рода [26]
(в [36] использовались термины «1-тактная модуляция» и «2-тактная
модуляция» соответственно).
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Таким образом, для модуляции первого рода параметры n-го им-
пульса (1) полностью определяются значением модулирующей функции
в момент времени tn:

pn = pn(σ(tn)).

В функциональные зависимости такого типа укладываются наиболее
простые и известные схемы квантования по времени.

Если обозначить dn(t) = t− tn при tn � t < tn+1, то

σ(tn) = σ(t− dn(t)), 0 � dn(t) � Tn.

Таким образом, системы с модуляцией первого рода ведут себя подобно
системам с переменным запаздыванием, а модулятор представляет со-
бой инерционное звено. Модуляция второго рода позволяет уменьшить
эту инерционность и тем самым улучшить динамические свойства
системы управления за счет усложнения закона модуляции. Для этого
типа модуляции параметры pn определяются неявно, как корни неко-
торых вспомогательных уравнений, включающих входной сигнал σ(t).

Модуляционная и амплитудная характеристики. Рассмотрим ква-
зистационарный модулятор. Возьмем в качестве входа модулятора по-
стоянную функцию σ(t) ≡ σ0 = const. Из определения квазистацио-
нарности следует, что такая функция преобразуется модулятором в
периодическую импульсную последовательность с одним импульсом на
периоде:

tn+1 − tn = T , ξ(t) = ξ(t+ T ). (2)

Задавая различные значения σ0, можно рассматривать параметры этого
выходного импульса как функции от σ0.

Функция F (σ0), которая определяет зависимость модулируемого
параметра от постоянного входа модулятора σ(t) ≡ σ0 = const, назы-
вается модуляционной характеристикой. Функция λ(σ0), задающая
зависимость амплитуды выходного импульса от постоянного входа
модулятора, называется амплитудной характеристикой модулятора.
Очевидно для АИМ модуляционная и амплитудная характеристики
совпадают, для других видов модуляции они различаются.

Модуляционная характеристика F (σ) обычно является монотонной
при σ > 0: чем больше величина входного сигнала, тем больше моду-
лируемый параметр (амплитуда выходного импульса, его ширина, фаза
или частота следования импульсов).

Статическая характеристика модулятора. Рассмотрим квазистацио-
нарный модулятор и возьмем в качестве входа модулятора постоянную
функцию σ(t) ≡ σ0 = const. Как отмечалось ранее, она преобразуется
модулятором в периодическую импульсную последовательность (2) с
одним импульсом на периоде. Разложим функцию ξ(t) в ряд Фурье.
Постоянная составляющая этого разложения равна среднему значению
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импульса на тактовом интервале

ϕ(σ0) =
1
T

T∫

0

ξ(t) dt.

Задавая различные значения σ0, получаем функцию ϕ(σ0), которая
называется статической характеристикой модулятора.

Для всех видов модуляции, кроме частотной, справедливо tn+1 −
− tn = T , поэтому в этом случае статическая характеристика модулято-
ра может рассматриваться как нормированная (с коэффициентом 1/T )
площадь импульса при постоянном входном сигнале. В приложениях
широко используется «принцип эквивалентных площадей» (впервые
сформулированный в [37, 38] для систем с ШИМ): если частота им-
пульсации лежит за пределами полосы пропускания непрерывной части
системы управления, то при теоретическом рассмотрении импульсная
последовательность может быть заменена на импульсы любой удобной
формы, но той же площади. Этот принцип чаще всего применяется сле-
дующим образом: исходная импульсная последовательность заменяется
на последовательность импульсов той же площади, модулированных
по амплитуде; полученная система сводится к системе дискретных
(разностных) уравнений; к дискретной системе применяется один из
известных алгоритмов проектирования; этот алгоритм переформулиру-
ется в терминах исходной модели.

Несмотря на простоту и большую популярность, этот подход обычно
используется без достаточного математического обоснования и может
приводить к неверным результатам.

3. Примеры импульсной модуляции

Рассмотрим некоторые часто встречающиеся виды импульсной мо-
дуляции [8, 26, 40], которые, разумеется, далеко не исчерпывают мно-
гообразия видов импульсной модуляции, применяющихся на практике.

Амплитудно-импульсная модуляция (АИМ). В этом случае tn =
= nT (T = const > 0),

ξ(t) =

⎧⎨⎩
T

τ
F (σ(nT )), nT � t < nT + τ ,

0, nT + τ � t < (n+ 1)T ,

где 0 < τ < T , F (σ) — заданная непрерывная ограниченная функция,
F (0) = 0, F (σ) нечетна и F (σ) > 0 при σ > 0. Таким образом, рассмат-
риваемая модуляция относится к первому роду, F (σ) — статическая
характеристика модулятора, F (σ)T/τ — модуляционная характерис-
тика.

6
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Частотно-импульсная модуляция первого рода (ЧИМ-1). В этом
случае tn+1 = tn + Φ(σ(tn)),

ξ(t) =

⎧⎨⎩
λ(σ(tn))

τ
, tn � t < tn + τ ,

0, tn + τ � t < tn+1.

Здесь амплитудная характеристика

λ(σ) =
{
0, |σ| � Δ,
signσ, |σ| > Δ,

где Δ � 0 — порог нечувствительности. Функция Φ(σ) описывает
модуляционную характеристику. Она определена и непрерывна на ве-
щественной оси, четная, не возрастает при 0 � σ < ∞ и имеет по-
ложительную горизонтальную асимптоту Φ = Φ∞ > 0 при σ → +∞
(простейший пример: Φ(σ) = Φ∞ + 1/(|σ| + 1)). Кроме того, 0 < τ <
< Φ∞. Очевидно, статическая характеристика для ЧИМ-1 имеет вид
λ(σ)/Φ(σ).

Частотно-импульсная модуляция второго рода (ЧИМ-2). В этом
случае tn+1 — минимальный корень уравнения

tn+1 = tn + Φ(σ(tn+1)), tn+1 > tn.

Функции λ(σ), Φ(σ), f(t) и статическая характеристика модулятора
здесь такие же, как для ЧИМ-1.

Широтно-импульсная модуляция первого рода (ШИМ-1). В этом
случае tn = nT ,

ξ(t) =

{
signσ(nT ), nT � t < nT + τn,

0, nT + τn � t < (n+ 1)T ,
(3)

τn = F (σ(nT )).

Здесь амплитудная характеристика равна signσ, а модуляционная ха-
рактеристика

F (σ) =
{
T |σ|/Δ, |σ| � Δ,
T , |σ| � Δ,

где Δ — заданный положительный параметр. Очевидно, статическая
характеристика модулятора имеет вид

φ(σ) =
{
σ/Δ, |σ| � Δ,
signσ, |σ| � Δ.

Широтно-импульсная модуляция второго рода (ШИМ-2). Здесь
tn = nT , ξ(t) определяется формулой (3), а τn определяется как мини-
мальный неотрицательный корень уравнения

|σ(nT + τn)| = Δτn/T ,
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если такой корень существует на интервале [0,T ]. Если же такого
корня нет, то τn = T . При σ(nT ) = 0 выполнено ξ(t) = 0 при nT � t <
< (n+ 1)T .

Здесь амплитудная, модуляционная и статическая характеристики
импульсного модулятора такие же, как для ШИМ-1.

Интегральная широтно-импульсная модуляция (ИШИМ). В этом
случае tn = nT ,

ξ(t) =

{
0, nT � t < nT + ςn,

signμn(ςn), nT + ςn � t < (n+ 1)T ,

где

μn(t) =

t∫

0

σ(nT + s)ds,

а ςn — минимальный положительный корень уравнения |μn(ςn)| =
= TΔ (Δ = const > 0), принадлежащий интервалу (0,T ]; если такого
корня не существует, то ςn = T . Нетрудно убедиться, что статическая
характеристика модулятора имеет вид

ϕ(σ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, |σ| � Δ,(
1− Δ

|σ|
)

signσ, |σ| � Δ.

Преимуществом ИШИМ является фильтрация высокочастотных шумов
ввиду того, что функция σ(t) интегрируется. Основной недостаток
ИШИМ состоит в том, что модулятор нечувствителен к значениям
входа |σ| � Δ и статическая характеристика существенно нелинейна.

В работе [22] описаны два вида ИШИМ с линейной статической
характеристикой и отсутствием нечувствительности.

В заключение отметим, что модулированные параметры как функ-
ционалы, действующие в пространстве непрерывных входных функций,
в случае модуляции второго рода, как правило, разрывны, даже если
соответствующая модуляционная характеристика непрерывна.

Иногда рассматривают АИМ и ЧИМ с мгновенными импульсами,
которые получаются из прямоугольных предельным переходом при τ →
→ 0 [32]. В этом случае для сигнала ξ(t) на выходе ИМ имеет место
выражение

ξ(t) =
∑
n

λn(σ(tn − 0)) δ(t− tn), (4)

где δ(t) — дельта-функция Дирака [32].

6*
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4. Устойчивость систем с мгновенными импульсами

Для простоты ограничимся рассмотрением системы с одним ИМ,
непрерывная линейная часть (НЛЧ) которой описывается уравнением

ẋ = Ax+ b ξ, σ = c∗x, (5)

где A — постоянная m ×m-матрица, b и c — постоянные m-мерные
столбцы (все величины вещественные), звездочка — знак транспони-
рования, σ(t) и ξ(t) — сигналы на входе и выходе ИМ, связанные
соотношениями (4).

Система (5) называется устойчивой в целом, если состояние рав-
новесия x ≡ 0 устойчиво по Ляпунову и, кроме того, x(t) → 0 при
t→ +∞ и при всех x(t0) ∈ R

n.
Наряду с этим определением для систем с мгновенными импульса-

ми используется понятие конечно-импульсной устойчивости [64].
Система (4), (5) называется глобально конечно-импульсной устой-

чивой, если для любого x(t0) ∈ Rn существует такое число N , что при
t > tN выполнено ξ(t) = 0.

Понятие конечно-импульсной устойчивости применительно к ней-
ронной сети, перерабатывающей импульсы, поступающие на ее входы,
означает, что при прекращении внешней стимуляции сеть возвращается
в состояние покоя [8].

Рассмотрим систему с АИМ, описываемую уравнениями (4), (5) при
tn = nT . В этом случае, подставив (4) в (5) и проинтегрировав от nT −
− 0 до (n+ 1)T − 0, получим дискретную систему

xn+1 = Pxn + qλ(σn), (6)

где xn = x(nT − 0), σn = c∗x(nT − 0), P = eAτ , q = eAτb.
Устойчивость в целом системы (6) и более общих дискретных

систем изучалась как с помощью функций Ляпунова и частотной тео-
ремы [19, 20, 45–47, 80, 81], так и с помощью метода априорных инте-
гральных оценок [35, 38–40, 49, 50, 66, 84]. Были получены частотные
критерии устойчивости в целом системы (6) для класса непрерывных
нелинейных функций λ(σ), удовлетворяющих условию сектора, а также
для монотонных λ(σ). Приведем простейший из этих критериев [40].

Теорема 1. Пусть все собственные числа матрицы P лежат внутри
единичного круга на комплексной плоскости и при всех комплексных
μ, |μ| = 1, выполнено частотное условие

1
k

+ �W (μ) > 0,
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где W (μ) = c∗(P − μI)−1q. Тогда система (6) устойчива в целом при
любой непрерывной нелинейной функции λ(σ), удовлетворяющей при
σ = 0 условию сектора

0 <
λ(σ)
σ

< k.

Если применить описанную выше схему к системам с ШИМ или
ЧИМ, то также получаем уравнения вида (6), но уже не с постоянны-
ми, а с переменными коэффициентами (которые к тому же являются
функционалами от x(t)). Единственное исключение представляют си-
стемы с ШИМ-1, для которых в [58] был предложен оригинальный
метод сведения к дискретному случаю.

Предположим, что все собственные числа матрицы A вещественны
и различны. Тогда матрица A может быть приведена к диагональному
виду, т. е. существует матрица S такая, что S−1AS = diag(ν1, ... , νm).
Сделаем в системе (5) замену переменных, используя формулу x = Sy.
Получаем систему

dyj
dt

= νjyj + gjξ (j = 1, ... ,m), σ =
m∑
j=1

βjyj.

Интегрируя эту систему от nT до (n+ 1)T , получим

yj((n+ 1)T ) = eνjT yj(nT ) + gjφj(σn),

где σn = σ(nT ),

φj(σn) =
eνjT

νj

(
1− e−Tνjφ(σn)

)
signσn.

В результате имеем систему вида (6), но уже не с одной, а с m нелиней-
ностями. Для таких систем известны частотные условия абсолютной
устойчивости [18]. Описанный метод был распространен на случай ком-
плексных собственных чисел матрицы A [71], а также использовался в
других различных ситуациях [46, 57, 67, 72, 78, 79, 85, 86].

В работе [28] был получен частотный критерий отсутствия перио-
дических режимов в системе (6).

В случае частотной модуляции сведение к дискретному уравнению с
целью получения частотных условий устойчивости мало продуктивно,
так как P и q в уравнении (6) оказались бы не постоянными, а
зависящими от xn. Для исследования устойчивости систем с ЧИМ
оказалась полезна следующая лемма [8, 34], вытекающая из свойства
положительности ядер интегральных операторов.

Пусть K(t) — комплекснозначная l × l-матрица с непрерывными
и ограниченными при t � 0 элементами, причем K(+0) = K(+0)∗
(звездочка обозначает эрмитово сопряжение). Распространим K(t) на
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отрицательные значения t с помощью формулыK(−t) =K∗(t) и введем
обозначение

K̃(p) =

∞∫

0

e−ptK(t) dt,

|K̃(p)| — сумма модулей элементов матрицы K̃(p).
Рассмотрим неравенство

N∑
k=1

N∑
j=1

Λ∗
kK(tk − tj)Λj � 0, (7)

где 0 < t1 < t2 < ... < tN , Λk — l-мерные комплексные столбцы.

Лемма 1. Пусть матрица K̃(p) аналитична при �p > 0, непрерывна
на мнимой оси и величина |K̃(p)| ограничена при �p � 0. Тогда
неравенство

K̃(iω) + K̃(iω)∗ � 0

при всех ω ∈ (−∞, +∞) необходимо и достаточно для выполнения
свойства (7).

В качестве примера рассмотрим систему (4), (5) с сигма-импульсной
модуляцией (Σ-ЧИМ) [74, 75], при которой tn+1 = tn + Tn, где Tn —
минимальный положительный корень уравнения |un(Tn)| = Δ (Δ =
= const) при

un(t) =

t∫

0

e−α(t−τ)σ(tn + τ) dτ ,

а λn+1 = signun(Tn). Отметим, что этот вид частотной модуляции
использовался в [73] при описании математической модели нейрона.

Введем обозначения:

W (p) = c∗(A− pI)−1b, G(p) =
1

p+ α
(Δ +W (p)), r = lim

p→∞ pW (p).

С помощью леммы и предложенного в [21] технического приема был
получен следующий результат [8].

Теорема 2. Предположим, что матрица A гурвицева и существует
такое положительное число ϑ, что выполнены неравенства

Δ > ϑ(r −Δα), �[(1 + iωϑ)G(iω)] > ϑΔ, −∞ < ω < +∞.
Тогда система (4), (5) с сигма-импульсной модуляцией глобально
конечно-импульсно устойчива.

В [31] эта теорема была распространена на случай ϑ < 0, а в
[8] — на случай наличия у матрицы A одного нулевого или пары
чисто мнимых собственных чисел. Там же были получены частотные
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условия конечно-импульсной устойчивости системы, содержащей
несколько несинхронизированных частотно-импульсных модуляторов.
Несколько иной частотный подход к исследованию систем с сигма-
импульсной модуляцией был предложен в [68].

В монографии [4] частотные критерии абсолютной устойчиво-
сти и неустойчивости использовались для исследования частотно-
импульсных систем, в которых описание модулятора может быть све-
дено к релейно-гистерезисной модели [41]. Приближенный частотный
метод, позволяющий установить отсутствие периодических решений в
системе с ЧИМ и основанный на идее гармонической линеаризации,
был предложен в [82, 83].

Отметим также многочисленные работы, в которых были получены
частотные критерии устойчивости дискретных систем фазовой синхро-
низации (см., например, [29, 30, 70]).

5. Устойчивость систем с импульсами конечной
длительности

Основная трудность, возникающая при исследовании устойчивости
таких систем, состоит в том, что знаки сигналов на входе и выходе
ИМ могут не быть согласованы, т. е. неравенство ξ(t)σ(t) � 0 может
нарушаться. Например, в случае ШИМ-1 модулирующий сигнал на
промежутке [nT , nT + τn] может сменить знак, в то время как функция
ξ(t) на этом промежутке постоянна. Однако если имеется нечувстви-
тельность, т. е.

ξ(t) =
{

signσ(nT ) при nT � t < nT + τn,
0, при nT + τn � t < (n+ 1)T ,

если |σ(nT )| > Δ > 0, и ξ(t) = 0 при t ∈ [nT , (n+ 1)T ), если |σ(nT )| �
� Δ, то можно найти такое число ν0 > 0, что

(n+1)T∫

nT

[σ(t)ξ(t) − ν0ξ2(t)] dt � 0.

Используя эту идею, в [7] методом априорных интегральных оценок
были получены частотные условия устойчивости в целом асинхронных
импульсных систем с несколькими ИМ, непрерывные линейные части
которых могут содержать астатические блоки. В случае одного ИМ и
устойчивой НЛЧ полученные частотные условия имеют вид

ν0 + �W (iω) > 0, ω ∈ [−∞, +∞]. (8)

Однако ν0 → +0 при Δ→ +0 и в случае отсутствия нечувствительно-
сти область устойчивости становится пустой.
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В [51] для исследования устойчивости нелинейных систем было вве-
дено понятие интегральной квадратичной связи. Пусть система имеет
m нелинейных блоков и описывается уравнением

σ(t) = α(t) +

t∫

0

Ω(t− τ)ϕ(τ) dτ −Rϕ(t),

где ϕ(t) — m-мерная вектор-функция выходов нелинейных блоков,
σ(t) — m-мерная вектор-функция входов этих блоков, R—постоян-
ная m×m матрица, Ω(t) —m×m-мерная матрица-функция, α(t) —m-
мерная вектор-функция, описывающая собственные колебания НЛЧ.
Нелинейные блоки могут описываться как обычными нелинейными
функциями, так и гистерезисными функциями, а также представлять
собой импульсные модуляторы. Основное их свойство заключается в
наличии интегральной квадратичной связи

tk∫

0

F (ϕ(t),σ(t)) dt � const, (9)

где tk → +∞, а F —некоторая вещественная квадратичная форма сво-
их аргументов. В случае R = 0 в (9) форма F может зависеть еще и от
σ̇.

В [51] метод интегральных квадратичных связей был детализирован
для системы с одним ИМ. Сформулируем соответствующий результат
для случая прямоугольных импульсов.

Пусть tk+1 = ψ(tk,σ(tk)). В случае модуляции ширины импульса
ϕ(t) = 0 для tk � t < tk+1, если |σ(tk)| < Δ. Если |σ(tk)| � Δ, то

ϕ(t) =
{

signσ(tk) при tk � t < tk + F (|σ(tk)|),
0 при tk + F (|σ(tk)|) � t < tk+1,

где F (λ) — непрерывная монотонно возрастающая при λ � Δ функция.
Теорема 3 ([51]). Пусть m = 1, R = 0, α(t) ∈ L2[0, +∞) ∩ L1[0, +∞)
и справедлива оценка |Ω(t)|+ |Ω̇(t)| � Ce−εt, ε > 0. Определим

ν = inf
σ�Δ

[
σ +

1
2
(a− b)F (σ)

]
, a = Ω(0), b =

∞∫

0

|dΩ|.

Пусть

ν + �χ(iω) > 0, ω ∈ [−∞, +∞], (10)

где χ(iω) =
∫∞
0 e−iωtΩ(t) dt. Тогда

ϕ(t)2 + σ(t)2 + σ̇(t)2 � κ1

∞∫

0

|α(t)| dt + κ2[α(t)2 + α̇(t)2],
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причем ϕ(t), σ(t), σ̇(t) принадлежат пространству L2[0, +∞) и
σ(t) → 0 при t→ +∞.

Отметим, что ν = 0 при Δ = 0. Таким образом, область устойчиво-
сти в пространстве параметров, определяемая частотными условиями
как (8), так и (10), становится пустой при Δ → +0. Отсюда видна
необходимость развития иного подхода, который более полно учитывал
бы характеристики ИМ и в случае ШИМ давал бы непустую область
устойчивости и при отсутствии нечувствительности.

Для систем с достаточно высокой частотой импульсации такой
подход был предложен в [59] на основе усреднения сигнала на вы-
ходе ИМ и метода априорных интегральных оценок. Пусть ϕ0(σ) —
«эквивалентная» нелинейность, т. е. такая функция, что для любого
n существует такое число t̃n ∈ [tn, tn+1], что среднее значение n-го
импульса

vn =
1

tn+1 − tn

tn+1∫

tn

ξ(t) dt

удовлетворяет равенству vn = ϕ0(σ(t̃n)). Для всех описанных выше
видов модуляции такая эквивалентная нелинейность совпадает со ста-
тической характеристикой ИМ.

Введем в рассмотрение класс G импульсных модуляторов (G-
модуляторов — genuine modulators), обладающих следующими свой-
ствами:

1. Оператор G каждой непрерывной при t � t0 функции σ(t) сопо-
ставляет кусочно-непрерывную функцию ξ(t) и числовую после-
довательность {tn} (n = 0, 1, 2, ...);

2. При всех n справедлива оценка δ0T � tn+1 − tn � T , где T , δ0 —
положительные числа, т. е. частота импульсации ограничена и
снизу, и сверху;

3. На любом промежутке [tn, tn+1) функция ξ(t) сохраняет знак;
4. Оператор физически реализуем, т. е. ξ(t) зависит лишь от значе-

ний σ(s) при s � t;
5. Для оператора существует эквивалентная нелинейность.
В [59] для систем с устойчивой НЛЧ и G-модулятором, эквива-

лентная нелинейность которого непрерывна и при σ = 0 удовлетворяет
условию сектора

0 <
ϕ(σ)
σ

< k, (11)

было получено частотное условие устойчивости в целом

1
k

+ �χ(iω) > κ(T ),

где χ(iω) — частотная характеристика НЛЧ, а κ(T ) зависит от вре-
менны́х характеристик НЛЧ, причем κ(T ) → 0 при T → 0.
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Развитие метода усреднения было продолжено в [42–44], где были
предложены новые виды интегральных квадратичных связей. Оконча-
тельное оформление эта теория получила в [13, 62].

Введем в рассмотрение функции: v(t) = vn при tn � t < tn+1 («за-
мороженная эквивалентная нелинейность») и

u(t) =

t∫

0

[ξ(λ) − v(λ)] dλ

(ошибка усреднения). Тогда справедливо неравенство [13]
tn+1∫

tn

u(t)2dt � (tn+1 − tn)2

3

tn+1∫

tn

v(t)2dt. (12)

Поясним технику усреднения на примере импульсной системы, описы-
ваемой функционально-дифференциальным уравнением

ẋ = Ax+ bξ, ξ = Mσ, σ = c∗x, (13)

где A — постоянная гурвицева m ×m матрица, b и c — постоянные
m-мерные столбцы, M — G-модулятор, эквивалентная нелинейность
которого удовлетворяет условию (11).

Сделаем в системе (13) замену x = y + bu и приведем ее к виду

ẏ = Ay + bv +Abu, σ = c∗y + c∗bu. (14)

Для исследования устойчивости системы (14) рассмотрим функцию
Ляпунова V (x) = x∗Hx, где H — положительно определенная матрица.
Воспользовавшись S-процедурой [54], неравенствами (12) и

tn+1∫

tn

(c∗y(t)− c∗y(t̃n))2dt � 4(tn+1 − tn)2

π2

tn+1∫

tn

(c∗ẏ(t))2dt,

а также частотной теоремой [52], после ряда интегральных оценок
приходим к следующему результату.

Теорема 4. Если существуют такие положительные числа ε, τ , что
справедливо неравенство

1/k − ε1 − τ − ε1κ2 > 0

и при всех вещественных ω выполнено частотное условие

1
k

+ �W (iω) > δ(ω,T ), (15)

где

δ(ω,T ) = τ + ε2 + ε1ω
2|W (iω)|2 +

T 2

3τ
|χ(iω)|2

[
ε1(1/k − ε2 − τ)ω2 + 1/4

]
,
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ε1 =
T 2

π2ε
, ε2 = ε+ T |κ|, κ = −c∗b, χ(p) = pW (p)− κ,

то система (13) устойчива в целом.

Центральным моментом доказательства является вывод оценки

V (y(tn+1))− V (y(tn)) + ε0

tn+1∫

tn

(
‖y(t)‖2 + v2 + u2

)
dt � 0,

из которой вытекает утверждение теоремы.
Очевидно, что если в (15) положить ε = τ = T и устремить T → +0,

то δ(ω,T )→ 0 и (15) примет вид кругового критерия

1
k

+ �W (iω) > 0

абсолютной устойчивости непрерывной системы, которая получается из
(13) при замене соотношения ξ = Mσ на ξ = ϕ(σ).

С помощью метода усреднения на импульсные системы с достаточно
высокой частотой импульсации был перенесен частотный критерий По-
пова абсолютной устойчивости [13, 60], частотный критерий устойчи-
вости систем с монотонной дифференцируемой нелинейностью [25, 69],
изложенный в [1] прием построения функций Ляпунова в виде форм
высшего порядка [12], предложенный в [27] метод стабилизации ли-
нейной системы с помощью периодического внешнего воздействия [16],
частотные критерии автоколебательности по В. A. Якубовичу [13, 15]
и была исследована устойчивость импульсных систем с белошумным
возмущением коэффициентов [9–11].

6. Заключение

В статье дано математическое описание двух классов импульсной
модуляции (с импульсами конечной длительности и с мгновенными им-
пульсами) и проанализированы их свойства. Рассматриваются приме-
ры импульсной модуляции (АИМ, ЧИМ-1, ЧИМ-2, Σ-ЧИМ, ШИМ-1,
ШИМ-2, ИШИМ). Излагается история развития частотных методов
исследования устойчивости нелинейных импульсных систем как с им-
пульсами конечной длительности, так и с мгновенными импульсами.
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М.Р. Либерзон†

О некоторых исследованиях по абсолютной
устойчивости динамических систем∗

Аннотация: настоящая статья базируется на обзоре автора [109], текст
которого несколько скорректирован, а список литературы существенно
расширен.

1. Вводные замечания

В течение последних шести десятилетий теория абсолютной устой-
чивости успешно и интенсивно развивается благодаря усилиям боль-
шого числа исследователей из разных стран. Количество публикаций
в этой области очень велико. При формировании приведенного ниже
списка литературы была сделана попытка представить как можно боль-
ше работ, связанных с теорией абсолютной устойчивости, тем не менее,
известных автору публикаций в этой области значительно больше.

†)МАТИ — Российский государственный технологический университет
им. К.Э. Циолковского, Москва.

∗)Оригинал статьи опубликован в специальном выпуске журнала «Автома-
тика и телемеханика». — 2006. — № 10. — C. 86–120.
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Список литературы сформирован следующим образом.
Монографии [1–79] и обзоры [80–110] расположены в хроноло-

гическом порядке их выхода в свет. Список публикаций отдельных
результатов разбит по годам.

Монографии, включенные в список литературы, в разной сте-
пени отражают результаты теории абсолютной устойчивости. Книги
А.И. Лурье [1], В.А. Плисса [2] и А.М. Летова [4] были первыми, ана-
лизирующими результаты решения задачи Лурье–Постникова. Книга
М.А. Айзермана и Ф.Р. Гантмахера [5] полностью посвящена вопросам
абсолютной устойчивости и дает детальный анализ всех известных
на тот момент времени результатов в этой области. Среди осталь-
ных монографий есть и полностью посвященные теории абсолютной
устойчивости, и такие, в которых рассматриваются другие вопросы, но
результатам по абсолютной устойчивости уделено значительное вни-
мание. В книге А.М. Цыкунова [60] квадратичный критерий абсо-
лютной устойчивости применяется для синтеза алгоритмов адаптации
систем. В монографии П.В. Пакшина [64] частотный подход и алгеб-
раические методы исследования абсолютной устойчивости развиваются
для дискретных стохастических систем. Существенное место вопросы
абсолютной устойчивости стохастических систем занимают и в книге
Д. Г. Кореневского [58]. В книге Г.А. Леонова и. В.Б. Смирновой [68]
детально с полными математическими доказательствами приводятся
основные критерии и методы теории абсолютной устойчивости (см.
также обзорную статью [108]). В некоторых монографиях вопросам
абсолютной устойчивости уделено немного места, но их включение в
список литературы оправдано другими соображениями. Так, в извест-
ной книге Э.И. Джури [32] вопросы абсолютной устойчивости упоми-
наются лишь бегло, но разработанная в ней теория инноров послужила
основой для иннорного развития вариационного подхода в задаче абсо-
лютной устойчивости и привела к появлению новых видов критериев. В
книге В.А. Иванова, С.А. Купреева и М.Р. Либерзона [78] задаче об
абсолютной устойчивости посвящена только одна небольшая глава, но
перспективы использования методов теории абсолютной устойчивости
для исследования динамики космических тросовых систем очень ши-
роки и важны, что показано в подготовленной теми же авторами к пе-
чати новой монографии по космическим тросовым системам, в которой
методами теории абсолютной устойчивости проводится исследование
динамики космических тросовых систем различных видов. Также срав-
нительно небольшую по объему часть учебника В. В. Александрова и
др. [77] занимают вопросы абсолютной устойчивости, но здесь впервые
полно представлено очень важное направление развития вариационного
подхода к проблеме абсолютной устойчивости, основанное на задаче
Булгакова о накоплении возмущений и использовании принципа мак-
симума Понтрягина.

Список обзоров сформирован по тому же принципу. Часть из них
посвящена исключительно теории абсолютной устойчивости: обзоры
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Ф.Р. Гантмахера и. В.А. Якубовича [82] и Е. С. Пятницкого [84]
дают полную картину всех исследований по абсолютной устойчивости
за период после выхода в свет монографии [5], В.А. Якубович [92]
детально обсуждает частотные методы, а в обзоре А.В. Жаркова и
В.А. Якубовича [91] основное место занимает квадратичный критерий,
обзор М.Р. Либерзона [94] продолжает обзор [84] в части резуль-
татов по абсолютной устойчивости нестационарных систем, в работе
А.Л. Лихтарникова и В.А. Якубовича [98] дан очень подробный ана-
лиз методов теории абсолютной устойчивости, обзоры Н. Е. Барабанова
и др. [102] и С. В. Гусева и А.Л. Лихтарникова [107] посвящены
одному из самых ярких результатов — частотной теореме (лемме
Якубовича–Калмана), а обзоры [103, 104] освещают историю развития
теории абсолютной устойчивости и выборочно представляют ее методы.
Некоторые статьи, включенные в список обзоров, посвящены другим
вопросам, но результаты по абсолютной устойчивости в большей или
меньшей степени в них представлены. Исключение составляет обзорная
статья А.Ю. Левина [86], в которой проблема абсолютной устойчиво-
сти напрямую не обсуждается, но получены очень важные результаты
по неосцилляции решений дифференциальных уравнений, сыгравшие
заметную роль в теории абсолютной устойчивости.

Несмотря на то, что список публикаций отдельных результатов
далек от полноты, он все же дает достаточно ясную картину истории
развития теории абсолютной устойчивости, многообразия ее методов и
подходов, полученных с их помощью результатов и широты спектра их
приложений.

Представляется нецелесообразным давать здесь детальное обсужде-
ние результатов теории абсолютной устойчивости, так как это сделано
в цитируемых монографиях и обзорах. Кроме того, глубокий анализ
конкретных методов и результатов проводится в других статьях этого
сборника. Основная цель этого обзора — играть роль своеобразного пу-
теводителя по направлениям теории абсолютной устойчивости, помочь
читателю ориентироваться в обширной литературе в этой области.

Автор выражает искреннюю признательность профессору
А.Л. Фрадкову за плодотворные обсуждения настоящей статьи
и ценные замечания, нашедшие отражение в тексте и в списке
литературы.

2. Истоки

В 1944 г. А.И. Лурье и В.Н. Постников опубликовали статью [111]
с формулировкой новой задачи об устойчивости регулируемых систем.
Этой статье и обязана своим возникновением теория абсолютной устой-
чивости.

Необходимо назвать имена еще двух исследователей, сыгравших
значительную роль в становлении и развитии теории абсолютной устой-
чивости.
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В статьях Б. В. Булгакова [113, 114, 116] решались другие зада-
чи (его интересовали условия отсутствия автоколебаний и вопросы о
накоплении возмущений), но впервые рассматривались дифференци-
альные уравнения с нелинейной характеристикой, о которой известно
только то, что она лежит в некотором заданном угле. Этот способ
задания нелинейной характеристики был использован авторами статьи
[111] и получил затем широкое распространение в теории абсолютной
устойчивости. Кроме того, задача Булгакова о накоплении возмущений
послужила основой для ряда исследований при изучении абсолютной
устойчивости нестационарных систем с применением вариационных
методов.

В статье М.А. Айзермана [115] дано уточнение постановки задачи
об абсолютной устойчивости и сформулирована известная гипотеза
Айзермана. Эта и последующие работы М.А. Айзермана оказали очень
большое влияние на развитие теории абсолютной устойчивости.

В первоначальной постановке проблема абсолютной устойчивости
систем автоматического регулирования заключалась в определении
условий, при которых нулевое решение y = 0 системы

dy

dt
= Ay + bϕ(σ), σ = c∗y, ϕ(0) = 0, (1)

асимптотически устойчиво в целом при любом выборе функции ϕ(σ),
удовлетворяющей неравенству

0 � ϕ(σ)σ � kσ2, k > 0 — число, (2)

т. е. лежащей в угле [0, k]. Здесь y — n-мерный вектор обобщенных
координат, A — квадратная матрица порядка n, b — столбец, c∗ —
строка, ϕ(σ) — скалярная функция. Требуется, конечно, чтобы функция
ϕ(σ) обеспечивала существование и единственность решения системы
(1).

В последующие годы понятие абсолютной устойчивости расшири-
лось и в смысле вводимых различными авторами новых определений, и
в смысле многообразия рассматриваемых видов систем, тем не менее,
основная суть задачи Лурье остается прежней.

Задача Лурье об абсолютной устойчивости привлекала и продолжа-
ет привлекать к себе внимание многочисленных ученых и инженеров,
работающих в разных областях науки и техники. Это объясняется
как интересом в теоретическом плане, так и огромным значением
задачи абсолютной устойчивости в прикладных вопросах, связанных
с обеспечением надежности работы технических систем, управлением
движением, решением ряда других задач при заранее неизвестных, но
неизбежных в процессе эксплуатации изменениях технических харак-
теристик.
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3. Гипотезы и примеры

Показательно, что продвижение в решении задачи Лурье об аб-
солютной устойчивости связано с большим количеством выдвигаемых
гипотез, которые не подтверждались, опровергались контрпримерами и
все же оказывали влияние на приближение к решению задачи. Оста-
новимся на некоторых из них, по-видимому, наиболее существенных.

В 1949 г. М.А. Айзерманом [115] была сформулирована гипотеза об
устойчивости в гурвицевом угле, суть которой сводится к следующему.
Возьмем в системе (1) вместо нелинейной функции ϕ(σ) линейную из
угла [0, k]:

ϕ(σ) = hσ, h ∈ [0, k] — число.

Предположим, что полученная таким образом линейная система асимп-
тотически устойчива независимо от выбора числа h ∈ [0, k], т. е. угол
[0, k] — гурвицев. Следует ли из этого, что нелинейная система (1)
абсолютно устойчива в классе нелинейных характеристик (2)? Поиском
ответа на этот вопрос занялись многие исследователи. Сразу же [117,
120–124] были построены примеры, показавшие, что если гипотеза и
верна, то в классе нелинейных характеристик, из которого исключены
функции ϕ(σ), асимптотически приближающиеся к ограничивающим
прямым. Гипотеза Айзермана в общей формулировке была окончатель-
но опровергнута в 1956 г. В.А. Плиссом, построившим контрпример
системы 3-го порядка. Тогда возникла проблема Айзермана о выделе-
нии нелинейных систем, устойчивых в гурвицевом угле.

В 1957 г. Р. Калман [125] высказал гипотезу о том, что устойчивость
в гурвицевом угле имеет место для систем с более жесткими условиями
на нелинейность:

1) дифференцируемая функция ϕ(σ) лежит в заданном угле [0, k],
2) ее производная по σ удовлетворяет ограничениям:

ε1 � dϕ(σ)
dσ

� k − ε2, ϕ(0) = 0,

ε1 и ε2 — произвольные фиксированные сколь угодно малые положи-
тельные числа.

В 1966 г. Р. Е. Фиттс [149] построил пример системы 4-го порядка,
опровергающий гипотезу Калмана. Позднее Н. Е. Барабанов [376, 497]
обнаружил ошибки в [149], построил другой контрпример к гипотезе
Калмана и показал, что гипотеза не может быть верна для систем выше
третьего порядка.

Каждая из указанных гипотез, несмотря на то, что оказалась в об-
щем случае неверной, послужила стимулом к научным исследованиям,
что привело к важному направлению теории абсолютной устойчивости
о выделении нелинейных систем, устойчивость которых может быть
исследована линейными методами.

Гипотезам Айзермана и Калмана и вопросам, связанным с про-
блемой Айзермана, посвящено большое количество работ, например,
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[158, 220, 257, 266, 288, 295, 297, 335, 345, 367, 372, 376, 401, 430,
468, 469, 479, 497, 530, 593, 628, 662, 729, 796, 812] и другие.

Оригинальный и эффективный критерий В.М. Попова [128, 16],
полученный в 1959–61 гг. в виде частотного достаточного условия
абсолютной устойчивости, вызвал новый подъем в исследованиях по
абсолютной устойчивости. Гипотеза о том, что полученные с помо-
щью частотных методов достаточные условия абсолютной устойчивости
являются также и необходимыми, многим исследователям казалась
непреложной. По этому поводу М.А. Айзерман писал в предисловии
к русскому переводу книги С. Лефшеца [13]: «. . .найденные достаточ-
ные условия абсолютной устойчивости оказались столь широкими, что
все работающие в этой области уверены в том, что необходимые и
достаточные условия абсолютной устойчивости лежат где-то совсем
близко». Эта гипотеза была опровергнута В.А. Якубовичем, постро-
ившим в 1967 г. пример абсолютно устойчивой системы, для которой
не выполнено частотное условие Попова, а затем Е. С. Пятницким, на
основе вариационного подхода построившим в 1973 г. пример системы
6-го порядка, полную область абсолютной устойчивости которой невоз-
можно обнаружить с помощью критерии Попова. Тем не менее, вопрос
о необходимости частотных условий является предметом исследований
(см., например, работы [161, 361, 362, 431]).

Обилие гипотез и контрпримеров вызвало появление работ, посвя-
щенных их анализу, и на протяжении всего времени развития теории
абсолютной устойчивости стимулировало периодические подъемы в
исследованиях и следовавшие за ними спады, что внесло некоторый
драматизм в историю этого направления науки.

4. Методы и подходы

Начальный этап исследований по теории абсолютной устойчивости
связан с именем ее основоположника А.И. Лурье, который пытался
решить поставленную им задачу с помощью функции Ляпунова вида
«квадратичная форма плюс интеграл от нелинейности» и методом S-
процедуры. Классический метод исследования абсолютной устойчиво-
сти с помощью функции Ляпунова использовали вслед за А.И. Лурье
очень многие авторы, а вопрос применимости S-процедуры интересовал
и продолжает интересовать исследователей [107, 173, 403, 445, 511,
606, 646, 755, 815].

Частотный подход в теории абсолютной устойчивости, впервые при-
мененный румынским ученым В.М. Поповым [128, 16], положил начало
новому этапу в развитии этой области науки и лежит в основе очень
большого числа работ. Кроме прямого использования критерия Попо-
ва для исследования абсолютной устойчивости ищутся специальные
способы его применения [158, 190, 558, 559, 566, 798, 808], форму-
лируются аналогичные частотные критерии [710, 731, 758, 780, 805],
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разрабатываются и применяются различные виды частотных критериев
абсолютной неустойчивости [154, 166, 174, 273], создаются численные
и итерационные методы проверки частотных критериев [316, 491, 555].
Частотный подход при исследовании систем с импульсной модуляцией
описан в обзоре [106].

Глубокая проработка обоих указанных выше методов, исследование
связи между ними, ряд новых оригинальных подходов к решению
задачи абсолютной устойчивости и полученные на их основе важные и
в некоторых случаях выдающиеся результаты содержатся в многочис-
ленных публикациях В.А. Якубовича и руководимого им коллектива
ученых и отражены в книгах и обзорах [25, 46, 56, 63, 65, 68, 72,
76, 82, 89, 91, 92, 98, 102, 106]. В серии статей [132, 135, 136, 141,
142, 143, 147, 148, 150, 151, 152, 156, 157, 160, 166, 167, 173, 174,
178, 179] представлены фундаментальные результаты В.А. Якубовича
по абсолютной устойчивости и первые шаги их развития. Эти ре-
зультаты оказали определяющее влияние на последующие работы в
этой области. Заложены основы метода матричных неравенств, оказав-
шегося исключительно эффективным инструментом для исследования
динамических систем. Получена частотная теорема (лемма Якубовича–
Калмана), которая играет особую роль в теории абсолютной устойчи-
вости и подробно описана в обзорных статьях [102, 107]. В различных
модификациях для различных видов систем и задач лемма Якубовича–
Калмана применяется в целом ряде работ [293, 400, 415, 470, 495,
529, 576, 586, 595, 624, 642, 656, 726, 750, 786]. Один из основ-
ных результатов — квадратичный критерий абсолютной устойчивости.
В обзоре [89] этот критерий подробно обсуждается, показаны его
преимущества по отношению к известным частотным условиям аб-
солютной устойчивости. Окончательная формулировка квадратичного
критерия абсолютной устойчивости приводится в [723], а статья [768]
посвящена необходимости в квадратичном критерии абсолютной устой-
чивости. Широта и интенсивность использования квадратичного кри-
терия многими исследователями подтверждают его важность и значи-
мость в теории абсолютной устойчивости. Результаты В.А. Якубовича
[452] оказались востребованы и в развитии вариационного подхода
[77]. Полный список трудов В.А. Якубовича представлен в [819].

В 1970 г. Е. С. Пятницкий [162–164] положил начало примене-
нию вариационного подхода к исследованию абсолютной устойчивости
нестационарных систем с нелинейной характеристикой вида ϕ(σ, t):

dy

dt
= Ay + bϕ(σ, t), σ = c ∗ y, ϕ(0, t) ≡ 0, (3)

0 � ϕ(σ, t)σ � kσ2. (4)

Важный результат, полученный в работе [163] и послуживший
основой для применения вариационного подхода, состоит в следующем.
Вводится в рассмотрение линейная система, полученная из системы
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(3), (4) выбором только линейных по σ функций ϕ(σ, t). Доказано, что
задачи абсолютной устойчивости полученной таким образом линейной
системы и абсолютной устойчивости нелинейной системы (3), (4) эк-
вивалентны.

Вариационный подход получил дальнейшее развитие [177, 275, 315,
343, 344, 366, 368, 385, 388, 394, 480, 481, 551, 552, 553, 649, 775, 783,
784, 806], ему уделено много места и внимания в обзоре [94].

Одно из плодотворных развитий вариационного подхода связано с
идеей. В.В. Александрова о разбиении всего множества исследуемых
систем на два класса: первый содержит только так называемые абсо-
лютно неколебательные системы, второй — остальные. Для рассмат-
риваемого вида систем выполнение условия абсолютной неколебатель-
ности влечет абсолютную устойчивость [336]. В основу исследования
абсолютной устойчивости систем, не являющихся абсолютно неколеба-
тельными, положена поставленная В. В. Александровым вариационная
задача о максимальном отклонении с нефиксированным временем. Ре-
шение задачи приводит к критериям абсолютной устойчивости. Этот
метод развивается в работах [176, 181, 182, 239, 310, 311, 331, 341,
387, 439, 588, 590, 621, 770, 823], а с применением аппарата инноров,
разработанного в монографии [32], условия абсолютной устойчивости
удается привести к алгебраической легко проверяемой форме [464, 513,
514, 604, 637, 764]. Заметим, что вопросы связи между абсолютной
устойчивостью и осцилляцией решений изучаются многими авторами
[336, 353, 429, 499, 540, 571, 618, 787, 811, 823].

Для того чтобы продемонстрировать указанные выше результаты по
развитию вариационного подхода с привлечением вопросов об осцилля-
ции решений, рассмотрим дифференциальное уравнение n-го порядка

x(n) + pn(v)x(n−1) + pn−1(v)x(n−2) + ...+ p1(v)x = 0, (5)

коэффициенты которого pi(v) (i = 1, ...,n) — непрерывные функцио-
налы, определенные на множестве V ограниченных функций времени
v(t), называемых возмущениями:

v ∈ V = {v(t), |v(t)| � 1}. (6)

При выполнении необходимых условий (управляемость и наблюда-
емость, существование и единственность решений) для динамических
систем (3), (4) и (5), (6) в силу результатов из работы [163] задачи их
абсолютной устойчивости эквивалентны.

Разбиение множества уравнений (5), (6) на классы может быть
произведено двумя следующими способами.
I. Разбиение на два класса:

1. Уравнения, все решения которых таковы, что их (n − 2)-я про-
изводная не колеблется (это и есть абсолютно неколебательные
системы);

2. Остальные уравнения.
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II. На n классов [621]:
1. Уравнения, все решения которых таковы, что их (n − 2)-я про-

изводная не колеблется (абсолютно неколебательные).
2. Уравнения, все решения которых таковы, что их (n − 3)-я про-

изводная не колеблется, но существует хотя бы одно решение,
(n− 2)-я производная которого колеблется.

. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .
k. Уравнения, все решения которых таковы, что их (n − k − 1)-я

производная не колеблется, но существует хотя бы одно решение,
(n− k)-я производная которого колеблется (k = 3, 4, . . ., n− 2).

. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .
n-1. Уравнения, у которых существует хотя бы одно решение, 1-я

производная которого колеблется, и хотя бы одно решение, 1-я
производная которого не колеблется.

n. Уравнения, все решения которых таковы, что их 1-я производная
колеблется.

В обоих разбиениях абсолютно неколебательные системы, отне-
сенные к первому классу, являются абсолютно устойчивыми [336].
Исследование абсолютной устойчивости систем, отнесенных к другим
классам, может быть проведено на основе задачи Булгакова о накопле-
нии возмущений (о максимальном отклонении), что подробно описано
и обсуждено в монографии [77].

Возникает вопрос о выделении из всего множества рассматривае-
мых систем абсолютно неколебательных, т. е. абсолютно устойчивых
систем. Алгебраическое легко проверяемое условие принадлежности
системы к классу 1, т. е. достаточное условие абсолютной устойчивости,
получено с помощью иннорного подхода следующим образом [513, 514].

Используя коэффициенты pi(v) уравнения (5), построим квадрат-
ную матрицу Δ порядка (2n − 1), показанную на рис. 1. Квадрат-
ные матрицы, отделенные сплошными линиями, называются иннорами
[32]. Постоянная квадратная матрица вида Δ называется иннорно-
положительной, если положительны определители всех ее инноров и
определитель самой матрицы Δ.

Если для любых постоянных возмущений v из множества V выпол-
няются следующие два условия:

а) коэффициенты pi(v) строго положительны,
б) матрица Δ иннорно-положительная,

то система (5), (6) является абсолютно неколебательной и, следова-
тельно, абсолютно устойчивой.

Проверка выполнения условий а) и б) очень проста. Она облегчается
тем, что матрица Δ всегда содержит левый треугольник нулей по
построению, а в ее правой части треугольник нулей легко строится, как
показано в [32]. Эти треугольники отделены на рис. 1 пунктирными
линиями.
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Рис. 1

Другой подход к проблеме абсолютной устойчивости, названный
принципом отсутствия ограниченных решений, предложен М.А. Крас-
носельским и. А. В. Покровским [225]. Суть этого подхода описана в
обзоре [94]. Принцип отсутствия ограниченных решений применим не
только для непрерывных систем, но и в дискретных случаях. Метод
развивается в работах [252, 270, 360, 402, 524, 525].

Предлагается целый ряд других методов и подходов в решении
задачи об абсолютной устойчивости. Многие исследователи применяют
численные методы, включая численные методы построения функции
Ляпунова. Вводятся новые определения и постановки задачи абсолют-
ной устойчивости. Целью ряда работ является получение легко прове-
ряемых алгебраических условий абсолютной устойчивости. Эффектив-
ным инструментом исследования абсолютной устойчивости является
изучение свойств полиномов. Используются методы пассификации, ко-
торым посвящена обзорная статья [105]. В.А. Якубовичем построена
абстрактная теория абсолютной устойчивости [408, 414], обобщающая
многие методы и критерии абсолютной устойчивости с целью их при-
менения для исследования различных видов динамических систем.
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5. Виды динамических систем

Расширение задачи об абсолютной устойчивости по сравнению с
ее первоначальной постановкой связано и с рассмотрением различных
новых видов динамических систем.

В 1964 г. Р.В. Брокеттом и Л.Дж. Фори [145] впервые были
исследованы на абсолютную устойчивость системы автоматического
регулирования с нестационарной нелинейной характеристикой вида
ϕ(σ, t). В [154] получены частотные критерии неустойчивости таких
систем. Многие результаты по абсолютной устойчивости нестацио-
нарных систем представлены в обзоре [94]. Нестационарные системы
являются объектом исследования с помощью вариационных методов,
поэтому практически во всех работах, упомянутых выше по пово-
ду вариационного подхода, рассматриваются нестационарные системы.
Различные критерии абсолютной устойчивости нестационарных систем
получены с помощью других методов. Работы [503, 509, 527] посвяще-
ны исследованию нелинейных систем с периодически нестационарной
линейной частью, а [576, 586, 595] — лемме Якубовича–Калмана для
нестационарных систем.

При построении математических моделей реальных систем автома-
тического регулирования для более точного описания работы систем
возникает необходимость рассмотрения уравнений с запаздывающим
аргументом, с последействием, с отклоняющимся аргументом. Иссле-
дование абсолютной устойчивости таких систем проводится многими
авторами, полученные результаты отражены в монографиях и обзорах
[26, 42, 50, 90, 100]. Большое место в теории абсолютной устойчи-
вости занимают исследования импульсных и дискретных систем (см.,
например, [19, 46, 63, 64, 106]). Многомерные системы рассмотрены в
работах [184, 197, 224, 227, 228, 229, 253, 338, 340, 815] и обзоре [108].
Абсолютная устойчивость стохастических систем изучается в моногра-
фиях [58, 62, 64], результатам исследований стохастических систем
посвящен обзор [110]. В работах [245, 359, 363, 407, 413, 442, 443, 444,
451, 776, 786] изучаются распределенные системы. Абсолютная устой-
чивость систем, в которые нелинейные характеристики входят в виде
суперпозиции, исследуется в [310, 311, 341, 516]. Критерии абсолютной
устойчивости и неустойчивости систем с различными видами нелиней-
ностей — гистерезисными, монотонными, градиентными — получены в
работах [136, 147, 148, 299, 300, 301, 377]. Необходимые и достаточные
условия абсолютной устойчивости гибридных динамических систем да-
ны в статье [695], устойчивость гибридных систем изучается и в [761].
В работах [730, 795] проводится анализ абсолютной устойчивости
систем с наследственностью. Методы теории абсолютной устойчивости
нашли эффективное применение при исследовании абсолютной устой-
чивости нейронных сетей — направлению, которому посвящено очень
большое число работ, многие из них представлены в списке литературы
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настоящего обзора. Укажем здесь лишь две сравнительно недавние
статьи [742, 743] и монографию [46].

6. Приложения

Востребованность и привлекательность теории абсолютной устойчи-
вости в большой степени обусловлена широтой применения ее методов
и результатов как в других научных областях при решении других
типов задач, так и в инженерных расчетах, при решении проблем
механики, физики, для построения различных видов технологических
процессов и пр.

Показательным примером практического применения методов тео-
рии абсолютной устойчивости является задача обеспечения устойчи-
вости движения в атмосфере осесимметричного вращающегося лета-
тельного аппарата. Эту актуальную и важную задачу механики разные
исследователи в разное время решали различными методами теории
абсолютной устойчивости, уточняя и улучшая конечные результаты.

Задача состоит в следующем. Рассматривается управляемое дви-
жение в воздухе осесимметричного оперенного вращающегося лета-
тельного аппарата (рис. 2). Одним из основных требований является
обеспечение правильности полета, т. е. достаточно хорошего отслежи-
вания осью симметрии летательного аппарата переменного направле-
ния вектора скорости его центра масс. Другими словами, необходимо,
чтобы «гасились» отклонения оси симметрии летательного аппарата от
направления скорости его центра масс.

На рис. 2 показан летательный аппарат и так называемая полусвя-
занная система координат Oxyz. Ее начало помещено в центр масс ап-
парата, ось Ox совпадает с осью симметрии. Система координат Oxyz
колеблется вместе с осью симметрии, но не участвует во вращении
аппарата вокруг оси симметрии. Плоскость Oxy и часть системы управ-
ления, которая осуществляет управление в этой плоскости, называется
каналом тангажа. Плоскость Oxz и часть системы управления, которая
осуществляет управление в этой плоскости — каналом курса. α — угол
атаки в канале тангажа, β — угол скольжения в канале курса (угол
рысканья). Для правильности полета необходимо, чтобы углы атаки
и скольжения α и β оставались достаточно малыми, т. е. необходимо
обеспечить устойчивость движения.

Задача об устойчивости в случае стационарного обтекания была
поставлена и решена В.Н. Жермоленко и Б.Я. Локшиным (Труды
НИИ механики МГУ, 1975, № 40, С. 117-122) с учетом результатов
большого количества экспериментов (Benton E.R. Sypersonic Magnus
effect on a finned missile // AIAA Journal. — 1964. — V. 2, No. 1. —
P. 153-155). Затем теми же авторами задача была уточнена с учетом
нестационарности обтекания, эффектов типа эффекта Магнуса, отсут-
ствия полной информации о ряде характеристик полета, что привело
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Рис. 2

к задаче об абсолютной устойчивости нестационарной системы, которая
решена в работе [222] с помощью частотного достаточного критерия
В.А. Якубовича. Получены несовпадающие необходимое и достаточное
условия абсолютной устойчивости.

Позднее В.И. Скородинский [430] подошел к решению этой задачи
с помощью численных методов, разработанных в статье [396]. Им было
доказано, что достаточное условие абсолютной устойчивости, получен-
ное в работе [222], в рассматриваемом случае является и необходимым,
поэтому предположение о нестационарности обтекания воздухом лета-
тельного аппарата не оказывает влияния на устойчивость. Показано,
что в данном случае гипотеза Айзермана верна и проблема Айзермана
имеет решение.

В указанных работах не учитывались следующие факторы. Ско-
рость V центра масс летательного аппарата меняется с течением вре-
мени под воздействием порывов ветра, нестационарности силы тяги,
неоднородной плотности атмосферы, моментов силы Магнуса m, дру-
гих возмущений, полная информация о которых отсутствует. То же
относится и к угловой скорости крена ωx. Кроме того, скорость центра
масс V и угловая скорость крена ωx функционально связаны между
собой. Эти факторы, существенно влияющие на рассматриваемое дви-
жение, учтены в работе М.Р. Либерзона [500], в которой соответству-
ющая задача об абсолютной устойчивости поставлена в новой, более
точной форме. Скорость центра масс V и угловая скорость крена ωx
представлены как функции приведенного времени τ в следующем виде:

V (τ) = V 0 + v(τ), | v(τ) | � a (a > 0),

ωx(τ) = k(τ)V (τ) = k(τ)
(
V 0 + v(τ)

)
, 0 � k(τ) � K (K > 0),
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где v(τ) и k(τ) — возмущения, полная информация о которых отсут-
ствует. Как и в предыдущих работах, указанных выше, выписываются
уравнения в отклонениях, которые на этот раз содержат две функции с
неполной информацией и составляют систему дифференциальных урав-
нений 4-го порядка. Для этой системы и ставится задача об абсолютной
устойчивости. Задача решается на основе вариационного подхода с
использованием метода инноров. Продолжение решения этой задачи и
уточнение конечных результатов проводится в [751] также с использо-
ванием иннорного критерия. Полученные алгебраические условия вы-
деляют в пространстве параметров области абсолютной устойчивости
и неустойчивости.

Столь подробное описание здесь решения этой задачи об устойчи-
вости движения летательного аппарата обусловлено тем, что оно пред-
ставляет собой яркий пример применения методов теории абсолютной
устойчивости в прикладных вопросах. Еще один такой пример пред-
ставляет собой следующая задача абсолютной устойчивости, связанная
с построением специальных технологических процессов.

На протяжении последних 25–30 лет интенсивно развиваются ис-
следования явления, названного электропластичностью: при определен-
ном воздействии на токопроводящие материалы (металлы, сплавы, ком-
позиционные материалы) электромагнитного поля значительно улуч-
шаются их пластические и прочностные характеристики, способность
к диффузионной сварке и другие свойства. Теоретического объяснения
явления электропластичности до сих пор нет (автор настоящей статьи
в книге «Проблемы механики». — М.: Физматлит, 2003, на с. 510–512
высказал несколько гипотез с целью стимулировать создание теории
электропластичности), но оно успешно используется в промышлен-
ности при прокатке, штамповке, волочении, производстве «бутербро-
дов» — биметаллов и триметаллов, которые широко применяются в
авиакосмической и военной отраслях промышленности.

Рис. 3
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На рис. 3 схематично показаны процессы, использующие явление
электропластичности. Металл или сплав перед обработкой пропус-
кается через зону воздействия электромагнитного поля (индуктор),
характеристики которого регулируются в процессе работы с помощью
специальной системы автоматического управления (САУ). Одним из
параметров, на основе которого осуществляется управление, является
температура θ полосы металла на выходе из индуктора. Температура
θ сравнивается с эталонным значением θ0 и вырабатывается сигнал
ошибки δ = θ0 − θ. На усилитель подается напряжение u∗, пропорцио-
нальное ошибке: u∗ = k1δ, где k1 — коэффициент пропорциональности.
Работу усилителя описывает уравнение

τ
du

dt
+ u = k2u∗,

в котором τ и k2 — постоянная времени и коэффициент усиле-
ния усилителя. Напряжение u с выхода усилителя подается на вход
регулирующего органа, в котором по закону

T
dU

dt
+ U = k3u

формируется напряжение U , питающее индуктор (T и k3 — характери-
стики регулятора). Процессы в обмотке индуктора описывает уравне-
ние

L
dI

dt
+RI = U ,

где L и R — индуктивность и сопротивление обмотки, I — ток в ней.
Все выписанные выше соотношения имеют упрощенный вид, в них

пренебрегали нелинейными частями характеристик звеньев, что оправ-
дано механикой и физикой процесса. Однако при определении зависи-
мости скорости изменения температуры разогрева полосы индуктором
от величины тока в нем дело обстоит иначе. Тогда зависимость имеет
вид

dθ

dt
= RI + f(I, t).

Нелинейная функция f нестационарна, что обусловлено изменениями в
процессе обработки свойств материала (неоднородность по длине), ре-
жима работы системы охлаждения, протекания внутренних процессов
в индукторе и т. п. Зависимость f от тока I не может быть выяснена ис-
черпывающе. Получить явный вид этой зависимости не представляется
возможным. Функция f является характеристикой не только индук-
тора, но и всей совокупности <индуктор–материал–технологический
процесс> и меняется с изменением режима протекания процесса. Ясно,
что функция f непрерывна и f(0, t) ≡ 0. Границы, в которых может
изменятся функция f , определяются экспериментально на основании
большого количества замеров, позволяющих задать функцию f то-
чечно на координатной плоскости (I, f). Таким образом выделяется



О некоторых исследованиях по абсолютной устойчивости 191

некоторый угол [0,K], за границы которого не выходит нелинейная
характеристика f , т. е.

0 � f(I, t)I � KI2.

Число K считают технической характеристикой индуктора в данном
технологическом процессе.

Показанные выше соотношения описывают динамику системы авто-
матического управления индуктором. Конечно, это очень упрощенные
соотношения, призванные лишь продемонстрировать возникновение за-
дачи об абсолютной устойчивости. Вид функции f(I, t), входящей в
построенную выше систему дифференциальных уравнений, и необходи-
мость обеспечить устойчивость этой динамической системы при любой
допустимой функции f(I, t) приводят к задаче об абсолютной устой-
чивости. Решение этой задачи дает возможность определить границы,
в пределах которых могут изменяться технические характеристики
без потери устойчивости работы системы. В работах [533, 597, 635,
636, 639, 665, 692, 706] строятся математические модели различных
технологических процессов, в которых используется явление электро-
пластичности для производства биметаллов, триметаллов, прокатки,
штамповки и т. п., ставятся соответствующие задачи абсолютной устой-
чивости и проводятся их решения на основе вариационного подхода с
использованием иннорных критериев.

Интересны и успешны применения методов и результатов теории
абсолютной устойчивости при исследовании динамики космических
тросовых систем [78], управлении вращением твердого тела [409], ис-
следовании электроэнергетических систем [309, 547], следящих систем
(таких, как электропривод) [311, 508], других физико-технических си-
стем [369, 370], для управления курсом корабля и самолета [384, 577],
движением автомобиля [694], космическими летательными аппаратами
[603] и, в частности, «челноками» типа ШАТТЛ [633], при управлении
деформацией пьезопреобразователя [810], исследовании ряда физиче-
ских эффектов [800], при постановке экспериментов по имитации и
моделированию пилотажных стендов [493]. Кроме того, методы теории
абсолютной устойчивости нашли плодотворное применение при реше-
нии задач в других областях науки (см., например, работы [255, 529,
602, 630, 703, 717, 794]).

7. О возможных направлениях развития теории
абсолютной устойчивости

Теория абсолютной устойчивости — это интенсивно и успешно
развивающаяся область науки. Пути и направления ее развития чрез-
вычайно разнообразны.

Прежде всего, несмотря на обилие результатов и решенных за-
дач по абсолютной устойчивости в самых разных постановках для
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большого круга различных систем, исчерпывающего решения задачи
Лурье–Постникова в общей постановке до сих пор не получено. Этот
факт вызывает все новые попытки получить такое решение, поэтому и
возникают новые методы и подходы.

Кроме того, уже разработанные методы и полученные с их помо-
щью критерии абсолютной устойчивости подвергаются модернизации,
поискам возможного расширения применимости методов и действия
критериев, усилению критериев, сравнению их с целью оптимизации
выбора критерия, упрощению и облегчению проверки критериев и т. д.

Есть вопросы и задачи теории абсолютной устойчивости, ставшие
уже классическими, например, проблема Айзермана, которые требуют
ответов и решений все в новых постановках, для новых условий или
систем, что диктуется временем и каждый раз другими актуальными
требованиями.

Изобретаемые новые способы построения функции Ляпунова с це-
лью использования исторически самого первого метода в теории устой-
чивости указывают еще одно направление развития в этой области.

То же самое относится и к постоянно появляющимся новым опре-
делениям и постановкам задачи абсолютной устойчивости, постоянно
расширяющемуся спектру видов динамических систем, исследуемых на
абсолютную устойчивость.

Большое пространство направлений развития задают разнообразные
приложения. Упомянутые выше приложения методов и результатов
теории абсолютной устойчивости при решении задач, возникающих
вне этой теории, показывают, что необходимость решения задач аб-
солютной устойчивости в самых различных областях, особенно при
конструировании и эксплуатации инженерных систем, существует и
будет актуальна всегда.

8. Заключение

Как уже говорилось, теория абсолютной устойчивости пользуется
вниманием и вызывает неиссякающий научный интерес большого числа
исследователей.

Это объясняется и ее привлекательностью в теоретическом плане,
и явной востребованностью со стороны практики.

Широкую известность принесла теории абсолютной устойчивости
целая серия замечательных результатов, отличающихся математиче-
ской красотой и оригинальностью. Главное место среди них с оче-
видностью занимают труды. В.А. Якубовича — разнообразные и мно-
гочисленные, всегда выделяющиеся высочайшим исследовательским
мастерством, глубиной понимания и проработки проблем и огромной
ценностью полученных результатов.

Несомненно, что все это является мощным стимулом к продолже-
нию и расширению исследований по абсолютной устойчивости как для
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тех, кто уже давно работает в этой сфере, так и для тех, чьи имена пока
неизвестны. Конечно, еще не одну яркую страницу впишет в теорию
абсолютной устойчивости ее лидер Владимир Андреевич Якубович.

Пожелаем всем работающим в этой области больших творческих
успехов.
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Аннотация: дается обзор работ, связанных с развитием теории аб-
солютной устойчивости стохастических систем. Излагаются избран-
ные критерии абсолютной стохастической устойчивости, основанные на
применении частотной теоремы В. А. Якубовича и на алгебраических
подходах, не использующих частотную теорему. Формулируется стоха-
стический аналог частотной теоремы и обсуждаются особенности его
применения. Устанавливается связь задач абсолютной стохастической
устойчивости и оптимального стохастического управления. Рассматри-
ваются результаты решения ряда задач стохастической стабилизации
на основе идей частотной теоремы. Приводятся некоторые критерии
стохастической устойчивости импульсных систем, полученные на ос-
нове идей частотной теоремы. Обсуждаются задачи пассивности и
диссипативности нелинейных стохастических систем. В заключение
дается краткая характеристика текущего состояния теории.

1. Введение

Теория стохастической устойчивости начала формироваться значи-
тельно позднее других разделов теории устойчивости. Ранние этапы
подробно отражены в обзорной статье Ф. Козина [79]. Существенное
влияние на развитие этой теории оказали пионерские работы Дж. Бер-
трама и П. Сарачика [64], И. Я. Каца и Н.Н. Красовского [26].

В первых работах исследовались, в основном, системы вида

ẋ = f(x, t) + σ(x, t)ξ(t), f(0, t) ≡ 0, σ(0, t) ≡ 0 (1)

в пространстве Rn, где к случайному процессу ξ(t) предъявлялись
обычно минимальные требования. С одной стороны это оправдано
тем, что свойства процесса ξ(t) на практике часто неизвестны, с дру-
гой стороны, в этом случае довольно трудно получить конструктив-
ные результаты, позволяющие раскрыть «механизмы» влияния случай-
ных факторов на устойчивость. Результаты здесь выражались либо в
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терминах существования функции Ляпунова V (x, t) � 0, для которой
математическое ожидание производной EV̇ (x, t) в силу системы (1)
является неотрицательно определенной функцией, либо в терминах
существования функций Ляпунова «укороченной» системы [53, 79]:

ẋ = f(x, t). (2)

В первом случае возникают весьма существенные трудности, поскольку
вычислить или оценить величину EV̇ (x, t) можно лишь зная решение
или оценку решения нелинейной системы (1). Во втором случае резуль-
таты оказываются чрезмерно консервативными и дают довольно грубую
оценку условий устойчивости. Достаточно полное представление о под-
ходах раннего периода к анализу устойчивости случайных процессов,
описываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями вида
(1), дает обзор [79] и гл. 1 монографии [53].

Для систем обыкновенных дифференциальных уравнений (2) ха-
рактерно отсутствие последействия. Если предположить, что и стоха-
стическая система сохраняет это свойство, процесс ξ(t) необходимо
считать белым шумом. Поскольку такое предположение достаточно
реалистично, модели с белыми шумами получили широкое распро-
странение. Определенную техническую трудность представляет то, что
процесс белого шума может трактоваться по-разному, следовательно,
и уравнение (1) можно понимать в различных смыслах. Уравнение (1),
в котором ξ(t) понимается как процесс с бесконечно малым време-
нем корреляции в принятом масштабе времени, называется уравне-
нием Ланжевена. Другие, математически строгие определения реше-
ния (1), получившие широкое распространение, были даны К. Ито и
Р.Л. Стратоновичем. Связь различных форм стохастических уравне-
ний изучалась в [95, 100], где установлены соотношения, позволяющие
перейти от одной формы к другой. Стохастические уравнения в форме
Стратоновича более адекватно описывают физические явления и по-
этому часто используются для строгого анализа уравнений Ланжевена
наряду с уравнениями Ито.

Когда (1) рассматривается как стохастическое дифференциальное
уравнение Ито, его решение представляет собой марковский процесс.
Это свойство дает большие преимущества при анализе решений урав-
нений Ито, поскольку для марковских процессов имеется хорошо раз-
витый математический аппарат. Применение этого аппарата и аппарата
теории мартингалов позволяет сформулировать эффективные аналоги
теорем Ляпунова. Оказывается, что в этом случае условия устойчиво-
сти удается сформулировать в терминах стохастических функций Ля-
пунова, аналогичных обычным функциям Ляпунова. При этом вместо
оператора Ляпунова — производной вдоль траекторий системы — рас-
сматривается производящий дифференциальный оператор соответству-
ющего марковского процесса. Сама стохастическая функция Ляпунова
(СФЛ), рассматриваемая в силу системы, обладает свойствами супер-



Стохастические задачи абсолютной устойчивости 245

мартингала [31, 53], что делает возможным применение теории сходи-
мости супермартингалов к анализу асимптотических свойств СФЛ при
t→∞. Для удобства читателя необходимые понятия и определения из
области стохастических дифференциальных уравнений Ито и теории
стохастической устойчивости в краткой форме даны в приложении.
Подробное изложение теории можно найти в [31, 53].

В теории абсолютной устойчивости стохастических систем пол-
ностью отразилась тенденция развития общей теории стохастической
устойчивости. Первые работы по абсолютной устойчивости стохастиче-
ских систем появились спустя очень короткое время после публикации
знаменитого критерия В.М. Попова. Эти работы сразу же внесли
существенное разнообразие моделей и определений, что, впрочем, ха-
рактерно для всей теории стохастической устойчивости. Разнообразие
моделей отражает разнообразие характера случайных воздействий, а в
зависимости от этого более адекватными могут быть и разные опреде-
ления устойчивости. Например, определения устойчивости для систем
с мультипликативным характером случайных воздействий не всегда
можно использовать в случае аддитивных случайных воздействий.

Из наиболее ранних работ отметим работы Т. Морозана, В.А. Бру-
сина и М.Л. Тая [5, 9, 88] как немногие, где развивался метод апри-
орных оценок В.М. Попова. Остальные работы так или иначе связаны
с построением функции Ляпунова в виде квадратичной формы или типа
Лурье–Постникова и последующим переходом в частотную область на
основе леммы Калмана–Якубовича [17], обобщенный и расширенный
вариант которой на русском языке чаще называется частотной теоремой
В.А Якубовича [17, 58–60].

Пик исследований на базе указанной техники пришелся на
70–80-е годы и был в значительной степени обусловлен пионерскими
работами В.А. Якубовича по разрешимости квадратных матричных
неравенств [55, 56, 58]. Не вдаваясь пока в детали отдельных работ,
можно сказать, что основная задача, которая изначально решалась
здесь, состояла в нахождении условий разрешимости уравнений
Лурье–Риккати при дополнительных ограничениях. В работах
[32, 42] эта задача решается полностью в частотной области: в
дополнение к частотному неравенству типа В.М. Попова должно
выполняться неравенство для коэффициентов полинома, определяемого
из соотношения факторизации. Частотные критерии, полученные в
работах [81, 93], выглядят так же, как и критерий В.М. Попова,
но формулируются в терминах смещенной частотной характеристики
W (s − 1

2d
2) при требовании дополнительного запаса устойчивости

для матрицы A линейной части системы, при этом для определения
величины смещения нужно знать либо точное значение, либо оценку
функционала от решения уравнений Лурье–Риккати.

Результаты этих работ как консервативны, так и далеки от си-
стематического обобщения частотной теории абсолютной устойчиво-
сти применительно к классу стохастических систем, поскольку они в
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значительной степени опирались на алгебраические свойства уравне-
ний Лурье–Риккати, вытекающие из обычной частотной теоремы. Хотя
такой подход был до некоторой степени применим для стохастических
систем, он неполностью отражал математические свойства стохасти-
ческих систем. В частности, этот подход не учитывал тот факт, что
устойчивые стохастические системы описывают эволюцию марковского
процесса в бесконечномерном пространстве квадратично интегрируе-
мых или существенно ограниченных случайных величин. Поэтому ряд
свойств стохастических систем таких, например, как структура квад-
ратических функционалов, заданных на состояниях стохастической
системы, оставался вне поля зрения. Помимо этого результаты теории,
основанной на детерминировнном частотном подходе, не допускали
обобщения на случай бесконечномерных систем.

В этот период начала активно развиваться теория абсолютной
устойчивости в гильбертовых пространствах [3, 7, 35, 36, 76]. Распро-
странение частотной теоремы на случай гильбертовых пространств [3,
7, 35, 59, 60] произошло благодаря активному использованию идей оп-
тимального управления [34] и привело к формированию нового подхода
к задачам абсолютной стохастической устойчивости [8, 10, 11, 51, 67].
Правильнее было бы сказать, что эти результаты имеют существенные
отличия от обычных частотных условий, гарантирующих абсолютную
устойчивость. В отличие от предыдущих исследований частотное нера-
венство здесь заменяется специальным условием коэрцитивности. В
[8, 11, 67] получены некоторые оценки, которые в ряде случаев поз-
воляют получить достаточные частотные условия, гарантирующие вы-
полнение свойства коэрцитивности. Позже в [102] получены точные
соотношения для перехода в частотную область, но чтобы выполнить
этот переход, нужно найти решение некоторого специального матрич-
ного уравнения в частотной области, впервые полученного в [23], или
эквивалентного ему алгебраического уравнения Сильвестра, а затем
выполнить еще целый ряд сложных вычислений. Кроме этого, отме-
тим [27–30], где также предлагается уход от традиционной техники
частотных условий, вместо которых предлагаются чисто алгебраиче-
ские условия, основанные на разрешимости уравнений Лурье–Риккати.
Последующее развитие техники полуопределенного программирования
[66] позволило в [61, 62, 103] получить методы решения обобщенного
уравнения Риккати для стохастических систем. Эти результаты во
многих случаях позволяют построить стохастическую функцию Ляпу-
нова, гарантирующую абсолютную стохастическую устойчивость. Та-
ким образом, необходимость в чисто частотной формулировке условий
устойчивости отошла на второй план.

Параллельно с анализом устойчивости идеи частотной теоремы
нашли эффективное применение при решении задач стохастической
стабилизации [24, 25, 52].

Некоторую самостоятельную группу представляют работы, посвя-
щенные исследованию стохастической устойчивости импульсных си-
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стем. В [48] такие исследования проводились на основе развития под-
хода [42, 44]. Работы [13–16] используют разработанный в [18] метод
усреднения и частотную теорему В.А. Якубовича.

Следует отметить, что в современном контексте задачи абсолютной
устойчивости должны рассматриваться как один из возможных видов
задач робастной устойчивости [89, 97, 104]. Более того, идеи, изна-
чально развитые в теории абсолютной стохастической устойчивости,
получили непосредственное развитие в так называемой теории стоха-
стического H∞-управления [74, 96]. Для более широкого знакомства с
задачами стохастической устойчивости и управления можно рекомен-
довать обзорные статьи [12, 39, 40, 86, 87] и монографии [2, 45, 71, 89].

Статья организована следующим образом. Во втором разделе дают-
ся избранные результаты раннего периода, основанные на развитии ме-
тода априорных интегральных оценок В.М. Попова. Третий раздел по-
священ результатам, основанным на построении стохастической функ-
ции Ляпунова с последующим применением частотной теоремы Яку-
бовича. В следующем разделе описываются алгебраические подходы
также связанные с построением стохастической функции Ляпунова,
но не использующие частотную теорему. В пятом разделе формули-
руется конечномерный и бесконечномерный стохастические аналоги
частотной теоремы и обсуждаются связанные с данным направлени-
ем исследований задачи стохастического оптимального управления.
В разделе 6 рассматривается решение некоторых задач стабилизации
стохастических систем на основе идей частотной теоремы. Задачи
стохастической устойчивости импульсных систем рассматриваются в
разделе 7. В заключительном разделе кратко обсуждается ряд недав-
них результатов, связанных с исследованием пассивности и диссипа-
тивности стохастических систем, в которых идеи частотной теоремы
В.А. Якубовича получили новое развитие. В этом же разделе приво-
дится краткое обсуждение изложенных результатов. В Приложении в
краткой форме приводится необходимый минимум сведений из теории
стохастических дифференциальных уравнений и теории стохастиче-
ской устойчивости.

2. Ранний этап. Применение метода априорных
интегральных оценок В.М. Попова к задачам
абсолютной стохастической устойчивости

Пусть {Ω,F,P} — вероятностное пространство, X — пространство
n-мерных случайных векторов и L2(Ω) — множество элементов X,
интегрируемых с квадратом. Для x(ω) ∈ X обозначим

‖x(ω)‖2 =

( ∫

Ω

|x(ω)|2P(dω)

) 1
2

.
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В [88] рассматривалась система вида

dx

dt
= A(ω)x+B(ω)f(σ), σ = c(ω)′x. (3)

Определение 1. Начальное условие x0(ω) системы (3) называется
существенно ограниченным, если существуют M > 0 и S ⊆ Ω такие,
что P(S) = 1 и |x0(ω)| � M для всех ω ∈ S.

Для системы (3) предполагаются выполненными следующие допуще-
ния:

a) существуют L > 0 и S ⊆ Ω такие, что P(S) = 1 и

|A(ω)| � L, |B(ω)| � L, |c(ω)| � L

для ω ∈ S ;
b) функция f(σ) удовлетворяет ограничениям h1σ

2 � σf(σ) � h2σ
2

для σ = 0, f(0) = 0, 0 < h1 � h2 < h;
c) для некоторой монотонно возрастающей функции h(r) выпол-

няется неравенство |f(σ1) − f(σ2)| � h(r)|σ1 − σ2| при |σ1| �
� r, |σ2| � r;

d) матрица A(ω) P-устойчива, т. е. существует такое α > 0, что

P{ω, max
s∈σ(A(ω))

Re s < −2α} = 1.

Для уравнения (3) вводятся понятия решения почти всюду (п.в.-
решение) и его продолжения x(t,ω) на полуось [t0,∞). Устойчивость
системы определяется следующим образом.

Определение 2. Тривиальное решение системы (3) называется асимп-
тотически устойчивым в среднем относительно ограниченных возму-
щений, если:

a) для любых ε > 0 и t0 ∈ R+ существует такое δ(ε, t0), что при су-
щественно ограниченных x0(ω), удовлетворяющих неравенству
‖x0(ω)‖2 < δ, каждое п.в.-решение, соответствующее начально-
му условию x0(ω), может быть продолжено на полуось [t0,∞) и
для любого продолжения x(t,ω) на [t0,∞) ‖x(t,ω‖2 < δ при всех
t � t0 ;

b) для всех t0 ∈ R+ существует такое δ(t0) > 0, что при су-
щественно ограниченных x0(ω), удовлетворяющих неравенству
‖x0(ω)‖2 < δ(t0),

lim
t→∞ ‖x(t,ω)‖2 = 0.

Пусть

D = {ω, max
s∈σ(A(ω))

Re s < −2α}.

Справедливо следующее утверждение.



Стохастические задачи абсолютной устойчивости 249

Теорема 1. Пусть выполняются условия a)–d) и существуют мно-
жество B ⊆ D, для которого P(B) = 1 и 0 < β � q(ω) � δ такие, что
для всех ω ∈ B и всех вещественных λ

h−1 + Re {(1 + iλq(ω))c(ω)′(A(ω)− iλI)−1B(ω)} � 0.

Тогда тривиальное решение системы (3) асимптотически устой-
чивo в среднем относительно ограниченных возмущений.

При доказательстве теоремы использовалось развитие техники
В.М. Попова, основанной на априорных интегральных оценках.

Другое направление исследований на основе априорных интеграль-
ных оценок связано с анализом устойчивости детерминированных си-
стем при постоянно действующих случайных возмущениях. Эти воз-
мущения в среднем могут быть малыми, но могут допускать доста-
точно продолжительные большие выбросы, начинающиеся в случайные
моменты времени. Устойчивость здесь естественно понимать в том
смысле, что в любой момент времени траектории системы находятся
в некоторой окрестности состояния равновесия с достаточно боль-
шой вероятностью, или в смысле ограниченности моментов вектора
состояния или выхода. Результаты такого типа для класса систем Лурье
были получены в [5, 9]. Уравнения таких систем задавались в виде

x(t) = −
t∫

0

w(t − τ)y(τ) dτ + f(t), (4)

y(t) = ϕ(x(t)) + h(t), (5)

где f(t) — функция, описывающая влияние начального состояния си-
стемы, h(t) — случайная функция, характеризующая возмущение на
входе системы.

Относительно входящих в эту систему функций предполагается
следующее.

a. Функция ϕ(x) удовлетворяет ограничениям ϕ(0) = 0 и

0 � ϕ(x)/x � k <∞, (6)

если x = 0.
b. Функция ϕ(x) дифференцируема, причем существуют такие чис-

ла μ−, μ+, что

−∞ < μ− � 0 < μ+ <∞, μ− � dϕ

dx
� μ+. (7)

c. Существуют такие числа C > 0 и b, что

|ϕ(x) − bx| � C. (8)
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d. Имеет место неравенство

∞∫

0

(|w(t)| + |ẇ(t)|+ |f(t)|+ |ḟ(t)|) dt +

+ sup
t

(|w(t)|, |ẇ(t)|, |f(t)|, |ḟ(t)|) < ∞. (9)

e. Существует такое τ∗ > 0, что

w(t) = 0 (t � τ∗). (10)

f. Выполняется неравенство

∞∫

0

(|wb(t)|+ |ẇb(t)|+ |fb(t)| + |ḟb(t)|) dt +

+ sup
t

(|wb(t)|, |ẇb(t)|, |fb(t)|, |ḟb(t)|) < ∞, (11)

где wb(t), fb(t) — оригиналы от Wb(s) = W (s)(1 + bW (s))−1 и
Fb(s) = F (s)(1 + bW (s))−1, а W (s) и F (s) — изображения по
Лапласу соответственно от w(t) и f(t).

Случайный процесс на входе системы принадлежит классу процессов
H(β, τ ), зависящих от двух параметров β > 0, τ > 0 и определяемых
формулой

h(t) = h(t,ω) =

t∫

0

1
β

e−τ/βξ(t− τ ,ω) dτ , ω ∈ Ω, (12)

где ξ(t,ω) — случайный процесс такой, что для некоторого класса боре-
левских функций μ(t), заданных на отрезке [0, t− τ ], с вероятностью 1

E{ξ(t,ω)|ξ(s) = μ(s); s ∈ [0, t− τ ]} = 0.

Кроме того,

E{ξ2(t,ω)} � σ2 <∞,

E — оператор математического ожидания.

Теорема 2. Класс систем (4)–(11) абсолютно стохастически устой-
чив по отношению к классу H(β, τ ) стохастических возмущений с
β > 0, 0 < τ � τ∗, если существует число q � βmax(k,μ+ + μ−) и
положительное число α такие, что при всех λ ∈ [−∞,+∞]

(1 + qβλ2)ReW (iλ) + (βk − q)λ ImW (iλ) −
−(β2μ2

− − qβμ−)λ2|W (iλ)|2 + β2λ2 + 1− αk � 0. (13)
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При этом справедлива оценка

lim sup
T→∞

1
T

T∫

0

Ey2(t) dt � σ2

αk
. (14)

Эти результаты были обобщены и распространены на дискретные си-
стемы [6].

Как демонстрируют приведенные результаты, получение частотных
условий устойчивости методом В.М. Попова требует детального ана-
лиза свойств системы и возможно только в случае, когда случай-
ные возмущения обладают регулярными свойствами интегрируемости.
С развитием идей Ито и Стратоновича необходимость в подобных
предположениях отпала, и в дальнейшем метод В.М. Попова для
стохастических систем не получил существенного развития.

3. Применение частотной теоремы В. А. Якубовича
к задачам абсолютной стохастической устойчивости

В.А. Якубович в исключительно выдающейся работе [58] определил
частотную теорему как утверждение, позволяющее определить в ча-
стотной области условия разрешимости уравнений А.И. Лурье вместе
с процедурой нахождения решения этих уравнений при самых общих
предположениях. В зарубежной литературе неполные версии этой тео-
ремы известны также как лемма Калмана–Якубовича, или как лем-
ма Калмана–Якубовича–Попова, реже — лемма Калмана–Якубовича–
Майера. Вариант для дискретных систем известен как лемма Сегё–
Калмана. История частотной теоремы подробно представлена в работе
[22]. Одной из первых работ, где к исследованию стохастических си-
стем начали привлекаться ранние версии частотной теоремы [82], была
по-видимому работа [101], где рассматривалась система, описываемая
стохастическим дифференциальным уравнением Ито:

dx = Fxdt+ bφ(σ) dt+G(x) dw, σ = c′x, t � 0, (15)

где x(t) — n-мерный вектор состояния; F — постоянная матрица;
φ — скалярная функция σ; b, c — постоянные n-мерные векторы;
w(t), t � 0, — винеровский процесс в евклидовом пространстве Rn;
G(x) — матрица размера n × n, x(0) — случайная переменная, не
зависящая от приращений винеровского процесса. Знак ′ означает
трнспонирование.
Определение 3. Стохастический процесс x(t), заданный уравнением
(15), называется положительно возвратным, если существует един-
ственная инвариантная вероятностная мера μ, определенная на боре-
левских множествах B ⊂ Rn, т. е. такая мера, что из условия

P(x0 ∈ B) = μ(B)
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следует

P(x(t) ∈ B) = μ(B), t > 0.

В [101] доказано следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть для системы (15) выполнены следующие условия.
1. Матрица F является гурвицевой.
2. Функция φ(σ) непрерывно дифференцируема, ее производная
ограничена для всех σ ∈ (−∞,∞) и для достаточно больших
|σ| выполняется неравенство φ(σ)σ > 0.

3. Существуют две неотрицательные константы α и β такие,
что α+ β > 0 и для всех вещественных λ выполняется нера-
венство

Re (α+ iλβ)c′(F − iλI)−1b > 0. (16)

4. Матрица G(x) ограничена по норме (|G(x)| < M <∞, x ∈ Rn)
и существует константа ε > 0 такая, что

y′G(x)G(x)′y � ε|y|2, x, y ∈ Rn. (17)

Тогда стохастический процесс x(t), определяемый уравнениями
(15) является положительно возвратным и для любого ν > 0

E{|x|ν} <∞,

где E — оператор математического ожидания относительно ука-
занной инвариантной вероятностной меры.

Доказательство основано на использовании функции Ляпунова ви-
да Лурье–Постникова

V (x) = x′Px+

c′x∫

o

φ(σ) dσ

с переходом в частотную область на основе результата [82].
Поскольку в частотное неравенство (16) не входят характеристики

случайного возмущения, то очевидно, что условия теоремы являются
довольно консервативными. Кроме частотных ограничений консерва-
тивность здесь вызвана жесткими ограничениями, наложенными на
G(x), что заставляет систему вести себя подобно процессу Гаусса–
Маркова. В связи с этим в большинстве работ делались попытки более
точно учесть характеристики случайных возмущений при формулиров-
ке условий устойчивости.

Далее под абсолютной устойчивостью будем понимать стохастиче-
скую устойчивость в смысле того или иного из принятых определений
(см. приложение) при заданных ограничениях на нелинейную функцию
в уравнениях состояния системы. Для краткости абсолютную экспо-
ненциальную устойчивость в среднем квадратическом будем называть
просто абсолютной устойчивостью в среднем квадратическом. Заметим,
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что в современном контексте эти понятия характеризуют возможные
виды робастной устойчивости [89, 97].

В [80] рассматривалась дискретная система описываемая уравнени-
ями

xk+1 = Axk + buk, (18)

uk = akϕ(c′xk), k = 0, 1, ... , (19)

где an — последовательность независимых случайных величин с ма-
тематическим ожиданием a > 0 и дисперсией σ2, ϕ(y) — нелинейная
функция, удовлетворяющая обычным секторным ограничениям:

0 <
ϕ(y)
y

< k, y = 0, ϕ(0) = 0, k > 0. (20)

Собственные значения матрицы A располагаются внутри единичного
круга на комплексной плоскости, и тройка (A, b, c) полностью управля-
ема и наблюдаема.

Характер случайного возмущения позволяет здесь свести задачу
к нахождению условий разрешимости дискретных уравнений Лурье

A′PA− ρP = −qq′,
A′PB − 1

2
c = γq, (21)

1

k
(
σ2

a + a
) − b′Pb = γ2

относительно неизвестной матрицы P = PT > 0, вектора q и скаляра
γ, где 0 < ρ < 1. Это позволяет сформулировать и доказать с учетом
леммы Сегё–Калмана следующее утверждение.
Теорема 4 ([80]). Пусть для всех θ ∈ [0,π] и произвольного 0 < κ =
= ρ1/2 < 1 выполняется неравенство

1

k
(
σ2

a + a
) + ReW (κeiθ) � 0. (22)

Тогда система (18), (19) абсолютно устойчива в среднем квадрати-
ческом.

Распространение результатов В.А. Якубовича [57] на стохастиче-
ский случай позволило в [37, 50] обобщить этот результат для много-
мерных дискретных систем. Позднее результат [80] был с незначитель-
ными изменениями независимо повторен в [84].

В [32, 42–44, 81, 83–85, 90, 91, 94] изучались системы, описываемые
уравнениями Ито, с шумами, зависящими от состояния и управления.
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В [32, 42, 44] рассматривалась система, описываемая уравнениями

dx = [Ax(t) + bu(t)] dt+
N∑
l=1

Alx(t) dwl, (23)

u(t) = ϕ(c′x(t), t), (24)

где функция ϕ(y, t) удовлетворяет условию ϕ(0, t) = 0 при любом t и
секторным ограничениям (20).

Если для исследования абсолютной устойчивости в среднем квад-
ратическом выбрать стохастическую функцию Ляпунова в виде квад-
ратичной формы

V (x) = x′Hx, H = H ′ > 0, (25)

то, вычисляя ее производящий дифференциальный оператор (см. при-
ложение) в силу системы (23)–(24) и применяя S-процедуру [22],
приходим к алгебраической задаче нахождения условий разрешимости
следующих алгебраических уравнений, являющихся стохастическими
аналогами уравнений Лурье–Риккати:

A′H +HA+
N∑
l=1

A′
lHAl = hh′ −M ,

Hb+
1
2
c = hκ, (26)

κ
2 = k−1.

В уравнениях (26) неизвестными являются матрица H = H ′, вектор h
и скаляр κ; M = M ′ — заданная положительно определенная матрица,
характеризующая показатель затухания экспоненты.

Последнее слагаемое в левой части первого уравнения в (26) не
позволяет применить технику частотной теоремы и получить частотные
условия разрешимости этих уравнений. Для преодоления этой трудно-
сти во многих работах использовались априорные оценки, позволяющие
свести задачу к нахождению условий разрешимости обычных уравне-
ний Лурье–Риккати при дополнительных ограничениях. Этот прием
использовался, например, в [32, 42–44].

Рассмотрим случай, когда Al является матрицей ранга 1:

Al = br′l, l = 1, ... ,N , (27)

где rl — постоянные n-мерные векторы. В результате использования
указанного приема задача может быть сведена к нахождению условий
разрешимости уравнений Лурье–Риккати:

A′H +HA+ α
N∑
l=1

rlr
′
l = −hh′ − εD,

Hb+
1
2
c = hκ, (28)

κ
2 = k−1
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при дополнительном ограничении

b′Hb < α, (29)
где α > 0 и κ — скаляры, D = D′ — положительно определенная
матрица, ε — сколь угодно малое положительное число. Специаль-
ная структура матриц Al, указанная в (27), позволяет эффективно
использовать для нахождения этих условий некоторые соотношения,
получаемые при выводе частотной теоремы. Будем считать, что матрица
A гурвицева и тройка (A, b, c) полностью управляема и наблюдаема.
Обозначим

W (s) = c′(A− sI)b, (30)

δ(s) = det(sI −A) = sn + δ1s
n−1 + δ2s

n−2 + ...+ δn, (31)
Wl(s) = r′l(A− sI)b. (32)

Теорема 5 ([42]). Для абсолютной устойчивости в среднем квад-
ратическом системы (23)–(27) достаточно, чтобы при всех веще-
ственных λ выполнялись неравенства

Π(iλ) = k−1 + ReW (iλ)− α
N∑
l=1

|Wl(iλ)|2 > 0, (33)

α− 1
2
β1 + k−1/2

κ1 − k−1δ1 > 0, (34)

где β1 — коэффициент при степени n− 1 числителя передаточной
функции (30), κ1 — коэффициент при степени n − 1 гурвицева
многочлена Ψ(s) с коэффициентом при старшей степени, равным
κ. Этот многочлен однозначно определяется из соотношения фак-
торизации

Ψ(−iλ)Ψ(iλ) = Φ(iλ) = Π(iλ)δ(−iλ)δ(iλ).
Неравенства (33), (34) являются необходимыми и достаточными
условиями разрешимости уравнений Лурье–Риккати (28) при огра-
ничениях (29).

Этот результат распространен в [42, 44] на более широкий класс
систем, в которых действуют мультипликативные шумы, зависящие от
нелинейной функции. При других ограничениях на нелинейность ряд
критериев подобного типа получен в [32]. Аналог предыдущей теоремы
для систем с дискретным временем и мультипликативными шумами,
зависящими от состояния и нелинейности, получен в [43]. Наиболее
сложным моментом в применении теоремы 5 является выбор константы
α, удовлетворяющей условиям (33), (34). Именно эта константа в зна-
чительной степени определяет насколько консервативен результат тео-
ремы 5. Интересные результаты, связанные с этой проблемой, получены
в [33, 54], где строятся различные оценки левой части неравенства (29)
и других функционалов от решений матричных неравенств, соответ-
ствующих (28), для систем с непрерывным и дискретным временем.
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В [81] рассматривается система, описываемая уравнением Ито

dx(t) = [Ax(t) + bϕ(y(t))] dt+D[x(t)] dw(t), y(t) = c′x(t), (35)

где D(x) — матрица размера n× n с элементами Dij(x) = dixj (i, j =
= 1, ... ,n), w(t) — стандартный n-мерный винеровский процесс. Изуча-
ются случаи, когда стационарная нелинейность удовлетворяет сектор-
ным ограничениям (20) и одновременно секторным ограничениям (20)
и ограничениям на производную

−k1 � dϕ(y)
dy

� k2 (k1, k2 > 0).

Теорема 6 ([81]). Пусть A — гурвицева матрица, собственные
значения которой имеют вещественные части не превышающие
− 1

2d
2, тройка (A, b, c) полностью управляема и наблюдаема. Тогда

для абсолютной асимптотической устойчивости с вероятностью
1 системы (35), (20) достаточно, чтобы для всех s с Re s � − 1

2d
2

выполнялось неравенство

k−1 + ReW
(
s− 1

2
d2
)
> 0, (36)

где d2 — постоянное число, такое что

trace[D(x)D′(x)H ] � d2x′Hx, x ∈ Rn, (37)

и H — положительно определенная матрица, удовлетворяющая
уравнениям Лурье–Риккати

A′H +HA+ d2H = −hh′,
Hb+

1
2
c = hκ, (38)

κ
2 = k−1.

Аналогичный результат для дискретных систем получен в [83].
В [91] подобный критерий получен для системы рассматриваемого вида
с двумя нелинейностями, удовлетворяющими секторным ограничени-
ям. Наиболее общий результат для систем (35) получен в [94], где
рассматривается случай произвольного числа нелинейностей, входы
и выходы которых удовлетворяют квадратичным связям. Матрица A
является гурвицевой с Reλi(A) < −α0 < 0 (i = 1, ... ,n). Показано,
что для асимптотической устойчивости с вероятностью 1 достаточно,
чтобы выполнялся квадратичный критерий Якубовича [17, 57, 58] при
дополнительных ограничениях (37) и

α0 >
1
2
d2.
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Существенной трудностью применения критериев этих работ, а также
[84, 85, 90, 93] являлась необходимость находить или оценивать вели-
чину d. Для этого было необходимо решать уравнения Лурье–Риккати
(38) при ограничениях (37), но тогда терялся смысл перехода к частот-
ному неравенству (36). Напомним, что эти результаты были опублико-
ваны до появления эффективных алгоритмов решения стандартных и
нестандартных линейных матричных уравнений и неравенств. Другой
сложностью применения упомянутых критериев являлось то, что в ла-
бораторных экспериментах не всегда удается измерить передаточную
функцию системы вне мнимой оси. Эти объективные трудности посто-
янно побуждали исследователей уходить от традиционного перехода
в частотную область и искать эффективные алгебраические и другие
методы. Следует отметить, что понимание неэффективности традици-
онных частотных методов позднее появилось и в ряде других задач
[1, 47]. Алгебраический подход привел в конечном итоге к активному
применению методов выпуклого анализа, в частности линейных мат-
ричных неравенств. Другое направление, связанное с привлечением
идей функционального анализа, ознаменовалось появлением стохасти-
ческого аналога частотной теоремы. Рассмотрим оба подхода более
детально.

4. Подходы к анализу абсолютной стохастической
устойчивости, не использующие частотную теорему

Предположим что в уравнениях (23), (24) ϕ(y, t) — векторная
нелинейная функция. Для простоты формулировок рассмотрим случай,
когда ϕi(y, t) = ϕi(yi, t), ϕ(0, t) = 0 (i = 1, ... ,m) и ϕi(yi, t) удовлетво-
ряют ограничениям секторного типа:

0 <
ϕ(yi)
yi

< ki, yi = 0, ϕi(0) = 0, ki > 0. (39)

Обозначим K = diag[ki]m1 , T = diag[τi]m1 (τi > 0). Матрица T связана
с применением S-процедуры и по выбору ее элементов можно дать
лишь те же самые общие рекомендации, что и в теории для детерми-
нированных систем: нужно стремиться выбирать эти параметры так,
чтобы область устойчивости в пространстве параметров была наиболь-
шей.

Пусть далее α — положительное число такое, что матрица A+ 1
2αI

гурвицева и гамильтонова матрица

Hα =
[
Aα + 1

2bKc
′ bKT−1b′

− 1
4cT c

′ −(Aα + 1
2bKc

′)′

]
не имеет чисто мнимых собственных значений. Определим многочлен
p(λ) степени n из соотношения факторизации

p(λ)(−1)np(−λ) = det(λI −Hα)

и построим матрицу p(Hα), заменяя скалярную величину λ на Hα.

9
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Теорема 7 ([2]). Пусть для некоторого α > 0 такого, что матрица
A + 1

2αI гурвицева, существует решение P∗ линейного алгебраиче-
ского уравнения

p(Hα)
[
In
P∗

]
=
[

0
0

]
и при этом матрица

αP∗ −
N∑
i=1

A′
iP∗Ai

является положительно определенной. Тогда система (23), (24) аб-
солютно устойчива в среднем квадратическом.

Параметр α здесь можно рассматривать как характеристику допол-
нительного запаса устойчивости для компенсации случайных возмуще-
ний. Хотя этот параметр, как и в теореме 5, заранее не известен, здесь
нетрудно организовать итерационную процедуру его вычисления.

Иcпользуя степенное преобразование координат, предложенное в
[4], результат теоремы 7 можно обобщить для анализа абсолютной
стохастической 2p-устойчивости с произвольным p > 0 [2]. Для этого
введем вектор x[p] с координатами[

p!
p1! · p2! · ... · pn!

]1/2

· xp1
1 · xp2

2 · ... · xpn
n , p = p1 + ...+ pn,

элементы которого упорядочим лексикографически. Заметим, что если
вектор x удовлетворяет линейному дифференциальному уравнению

ẋ = Ax,

то вектор x[p] тоже удовлетворяет линейному дифференциальному
уравнению. Исходя из этого свойства, определим A[p] как матрицу,
удовлетворяющую импликации

ẋ = Ax⇒ ẋ[p] = A[p]x
[p].

Аналогично определим b(p) как матрицу, удовлетворяющую имплика-
ции

ẋ = bξ ⇒ ẋ[p] = b(p)(ξ ⊗ x[p−1]),

где ⊗ — символ кронекеровского произведения. Тогда, если x удовле-
творяет уравнению (23), в котором векторная функция ϕ(y) удовлетво-
ряет секторным ограничениям (39), то для x[p] получим

dx[p] = [Apx[p](t) + b(p)η(t)] dt+
N∑
l=1

Al[p]x(t) dwl, (40)
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где

Ap = A[p] +
1
2

N∑
l=1

(Al[p])2 − (Al)2[p],

η — функция, удовлетворяющая неравенству

η′Q
[
1
p
c′(p)x

[p] − (K−1 ⊗ I)η
]

� 0, (41)

здесь Q = diag[τiQi]m1 , τi, Qi (i = 1, ... ,m) — соответственно про-
извольные положительные числа и положительно определенные мат-
рицы. Из способа построения вектора x[p] следует, что абсолютная
устойчивость в среднем квадратическом системы (40) эквивалентна
абсолютной 2p-устойчивости исходной системы. Для системы (40), (41)
достаточные условия абсолютной устойчивости в среднем квадратиче-
ском могут быть сформулированы в виде, аналогичном предыдущей
теореме.

Другой алгебраический подход развивался в работах Кореневского
[27–30]. В них удалось наиболее близко подойти к идее применения
линейных матричных неравенств, но, к сожалению, эти работы не по-
лучили широкой известности, поскольку в период их появления теория
линейных матричных неравенств только начинала развиваться. В этих
работах рассматривалась система (23), (24) со скалярной стационарной
нелинейностью, удовлетворяющей секторным ограничениям (20) и до-
полнительным условиям монотонности:

dϕ(y)
dy

� 0.

Кроме того, c′b > 0. Дадим формулировку условий устойчивости в
терминах линейных матричных неравенств, что несколько отличается
от авторской формулировки. 1)

Теорема 8. Для абсолютной устойчивости в среднем квадратиче-
ском системы (23), (24) при сделанных допущениях достаточно,
чтобы была разрешима система линейных матричных неравенств⎡⎢⎣ A′H +HA+

N∑
l=1

A′
lHAl Hb+ 1

2ϑA
′c

(Hb+ 1
2ϑA

′c)′ ϑc′b

⎤⎥⎦ < 0,

H +
1
2
ϑ k c c′ > 0,

ϑ < 0.

1) Заметим, что полученные условия не являются необходимыми и доста-
точными условиями абсолютной устойчивости в среднем квадратическом. На
самом деле, они являются только достаточными.

9*
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При этом функция

V = x′Hx+ ϑ

y∫

0

ϕ(v) dv (42)

является стохастической функцией Ляпунова.

B [30] приведены многие другие результаты подобного типа, включая
обобщения на случай систем с запаздыванием.

5. Стохастическая частотная теорема

5.1. Конечномерные системы

Достижения в теории глобальных функций Ляпунова и теории
стохастического оптимального управления [3, 7, 35, 36, 59, 60, 65, 75]
позволили в [8, 10, 11, 51] предложить новый подход к исследованию
глобальной асимптотики стохастических дифференциальных систем, в
частности, к исследованию абсолютной стохастической устойчивости.
Идейную основу этого подхода составили некоторая вспомогательная
стохастическая вариационная задача и принцип динамического про-
граммирования. При этом эффективно используется аппарат функци-
онального анализа в гильбертовом пространстве. Отмеченный подход
наиболее полно развивает идеи теории для детерминированных систем,
основанной на частотной теореме, хотя и не приводит, строго говоря, к
точным частотным неравенствам. С появлением техники линейных мат-
ричных неравенств именно он получил дальнейшее развитие. Изложим
основу этого подхода, следуя, в основном, [51]. Рассмотрим линейную
систему управления, описываемую стохастическим дифференциальным
уравнением Ито:

dx = (Ax + bu) dt+ (Cx +Du) dw, (43)

где, как обычно, x — n-мерный вектор состояния, u — m-мерный
вектор управления, w — одномерный винеровский процесс, заданные
на вероятностном пространстве (Ω,F,P). Обозначим через {Ft, t �
� 0} поток σ-алгебр, порожденных процессом w(t,ω), t � 0, и введем
в рассмотрение пространство L2(s) n-мерных Fs-измеримых случайных
векторов h, имеющих конечный второй момент E |h|2, и пространство
Ln22(s) вещественных случайных процессов z(t,ω), заданных при t � s,
согласованных с потоком {Ft, t � s} и имеющих конечный интеграл∫∞
s

E |z(t)|2dt. Пространства L2(s) и Ln22(s) являются гильбертовыми.
При этом скалярное произведение в L2(s) задается выражением 〈., .〉 =
= E〈., .〉, а в Ln22(s) — выражением 〈., .〉 =

∫∞
s E〈., .〉 dt, где 〈., .〉 и | . | —

скалярное произведение и норма в Rn. Когда нужно подчеркнуть, о
каком значении s идет речь, будем писать 〈., .〉2s.
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Определение 4. Система (43) называется стабилизируемой в среднем
квадратическом, если существует такая матрица k, что замкнутая
система

dx = A1xdt+ C1xdw, A1 = A+ bk′, C1 = C +Dk′ (44)

экспоненциально устойчива в среднем квадратическом.

Обозначим через xshu(t) решение уравнения ( 43), соответствующее
управлению u(t) и начальному условию xshu(s) = h. Управление u ∈
∈ Lm22(s) при данных s,h ∈ L2(s) будем называть допустимым и писать
u ∈ U(s,h), если xshu ∈ Ln22(s). Как показано в [51], при каждом
s,h ∈ L2(s) множество U(s,h) выпукло и замкнуто. Пусть F (x,u) —
вещественная квадратичная форма вида

F (x,u) = x′Qx+ 2x′Su+ u′Ru, (45)

где Q = Q′, S и R = R′ — матрицы соответствующих размерностей.
Оказывается, что функционал

Jsh(u) =

∞∫

s

EF (xshu(t),u(t)) dt, u ∈ U(s,h), h ∈ L2(s), s � 0, (46)

непрерывен на U(s,h) и может быть представлен в виде

Jsh(u) = π(Pu,Pu)− 2Lsh(Pu) + Jsh(Th), (47)

где T — линейный непрерывный оператор T : L2(s)→ Lm22(s) такой, что
при любом h ∈ L2(s) Th ∈ U(s,h) и Th ортогонально подпространству
U(0, 0) пространства Lm22(0); P — проектор Lm22(0) на U(0, 0);

π(u, v) = 〈x00u,Qx00v〉20 + 〈x00u,Sv〉20 + 〈x00v,Su〉20 + 〈u,Rv〉20,
u, v ∈ U(0, 0);

Lsh(u) = 〈xshTh,Qxs0u〉2s + 〈xshTh,Su〉2s + 〈xs0u,STh〉2s +
+〈u,RTh〉2s,

u ∈ U(s, 0).

Билинейная форма π(u, v) и линейный функционал Lsh(u) непрерывны.
Форма π(u, v) играет в дальнейшем центральную роль.
Теорема 9 (cтохастическая частотная теорема). Пусть система (43)
экспоненциально стабилизируема в среднем квадратическом. Для
существования матрицы H = H ′ такой, что справедливо неравен-
ство

x′H(Ax+ bu) + (Ax+ bu)′Hx+
+ (Cx +Du)′H(Cx+Du) + F (x,u) � 0, x ∈ Rn, u ∈ Rm, (48)
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необходимо, чтобы для любых F0-измеримых u, и достаточно, что-
бы для любых u ∈ U(0, 0) выполнялось неравенство

π(u,u) � 0. (49)

Выполнение неравенства (49) одновременно является критерием
разрешимости стохастических матричных уравнений Лурье:

A′H +HA+ C′HC +Q = LL′,
Hb+ C′HD + S = LK, (50)

D′HD +R = K ′K

относительно неизвестных матриц H = H ′, L и K.
Отметим, что в теореме 9 частотное неравенство заменено условием

коэрцитивности (выпуклости) функционала (46). Для получения на
основе этой теоремы частотных условий разрешимости стохастических
уравнений Лурье необходимы дополнительные оценки типа тех, что бы-
ли получены в [8, 10, 11]. В результате, хотя теорема дает необходимые,
а также достаточные условия разрешимости стохастических уравнений
Лурье–Риккати, соответствующие частотные условия, полученные на
основе таких оценок, являются лишь достаточными, причем неясно,
насколько они близки к необходимым. В работе [102] получено точное
выражение для билинейной формы π(u,u) в частотной области. Чтобы
записать это выражение, нужно найти решение следующего линейного
алгебраического уравнения относительно неизвестной симметричной
матрицы Θ:

Θ = Q+
1
2π

∞∫

−∞
C′(−iλI −A′)−1Θ(iλI −A)−1C dλ. (51)

Уравнение (51) впервые введено в рассмотрение в работе Докучаева
[23]. Оно эквивалентно системе уравнений

Θ = −(A′H +HA),
A′H + HA+ C′HC +Q = 0. (52)

После этого вычисляется комплексная матричная функция, которая
названа в [102] частотной характеристикой:

Φ̂(λ) = R+
1
2π
D′

∞∫

−∞
g′(−λ)Θg(λ) dλD +B′g′(−λ)Θg(λ)B +

+ B′g′(−λ)

⎡⎣S′ +
1
2π
C′

∞∫

−∞
g′(−λ)Θg(λ) dλD

⎤⎦ +
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+

⎡⎣S +
1
2π
D′

∞∫

−∞
g′(−λ)Θg(λ) dλC

⎤⎦ g(λ)B, λ ∈ R,

и величина π(u,u) определяется выражением

π(u,u) = E

∞∫

−∞
ũ∗(λ)Φ̂(λ)ũ(λ) dλ, (53)

где ũ — преобразование Фурье от u(t), а символ ∗ означает эрмитово
сопряжение. Очевидно, что в общем случае такая процедура анализа
устойчивости в частотной области достаточно сложна. Проще находить
решение стохастических уравнений Лурье–Риккати с нужными свой-
ствами, что эффективно позволяют сделать методы на основе линейных
матричных неравенств [61, 62, 66].

5.2. Бесконечномерные системы [67]

Несмотря на отмеченные проблемы применения стохастической ча-
стотной теоремы, описанный в предыдущем разделе подход оказался,
по-видимому, единственным, позволяющим построить теорию абсо-
лютной устойчивости для стохастических систем в бесконечномерных
пространствах. Рассмотрим систему, описываемую нелинейным эволю-
ционным уравнением в гильбертовом пространстве:

dx = (Ax+ bϕ(x)) dt + (Cx+Dϕ(x)) dw(t), (54)
x(s) = h,

и поставим задачу исследования ее устойчивости при условии, что
нелинейная функция ϕ принадлежит некоторому множеству.

Пусть W , H , U — вещественные сепарабельные гильбертовы про-
странства, L(W ,H) — пространство ограниченных линейных операто-
ров W → H и C([s,T ];H) — пространство ограниченных непрерывных
на [s,T ] функций в пространстве H . Будем писать L(H) для L(H ,H).
Символы ‖ · ‖ и 〈 · , · 〉 обозначают соответственно нормы векторов и
операторов и скалярное произведение векторов соответственно. Вве-
дем в рассмотрение полное вероятностное пространство {Ω,F,P} и
предположим, что w(t) — винеровский процесс в пространстве W с
ковариационным оператором K, Ft = σ(w(s), 0 � s � t).

Пусть оператор A с областью определения D(A) ⊆ H являет-
ся производящим дифференциальным оператором строго непрерыв-
ной полугруппы eAt на H , b ∈ L(U ,H), C ∈ L(H ,L(W ,H)) и D ∈
∈ L(U ,L(W ,H)). Пусть, далее, ϕ : H → U является непрерывной лип-
шицевой функцией с ϕ(0) = 0, такой, что для каждого 0 � s < T < +∞
и h ∈ L2(Ω,Fs,P,H) существует единственное слабое решение (54)
в C([s,T ];L2(Ω,F,P,H)) в смысле [77].
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Введем в рассмотрение следующую функцию Ляпунова вида
Лурье–Постникова:

V (x) = 〈x,Mx〉 − 2Vϕ(x), x ∈ H , M = M∗ ∈ L(H). (55)

Слагаемое Vϕ(x) аналогично интегралу от нелинейности в функции
Лурье–Постникова. Будем предполагать, что Vϕ(x) дважды дифферен-
цируема по Фреше и существует оператор θ такой, что

V ′
ϕ(x) = θϕ(x). (56)

Оператор θ играет ту же самую роль, что и соответствующий числовой
множитель в критерии Попова. Однако в отличие от предыдущих работ
в наиболее общем случае, рассмотренном в [67], такой оператор вводит-
ся в определении класса допустимых нелинейностей. Предполагается,
что нелинейная характеристика системы (которую можно рассматри-
вать как неопределенность) удовлетворяет локальным ограничениям

F1 (x,ϕ(x), (θϕ)′(x)) � −ε‖x‖2 ∀x ∈ H , (57)

где

F1(x,u,Ψ) := 〈x,Q1x+ S1u〉+ 〈S∗
1 x+R1u,u〉−

− tr {(Cx+Du)K(Cx+Du)∗Ψ} , x ∈ H , u ∈ U , Ψ ∈ L(H), (58)

Q1 = Q∗
1 ∈ L(H), R1 = R∗

1 ∈ L(U), K1 ∈ L(U ,H) — заданные опера-
торы. В конечномерном случае рассматривались также интегральные
квадратичные связи [97].

Сформулируем определение стохастической устойчивости.

Определение 5. Система (54) называется абсолютно экспоненциаль-
но устойчивой, если существуют числа α > 0, γ > 0 такие, что для
любых ϕ ∈ K выполняется условие

E‖x(t)‖2 � γe−α(t−s)E‖h‖2. (59)

По аналогии с детерминированной теорией, основанной на частот-
ной теореме и функции Ляпунова в форме Лурье–Постникова, выберем
функцию V (x) вида (55) в качестве кандидата на стохастическую
функцию Ляпунова для раcсматриваемой задачи. Тогда при соответ-
ствующих условиях непрерывности и дифференцируемости V (x) для
установления факта устойчивости нужно доказать, что существует опе-
раторM такой, что V является положительно определенной и Lϕ(x)V =
= LuV

∣∣
u=ϕ(x)

отрицательно определенной в области D(A), где Lu
означает производящий дифференциальный оператор в силу системы
(54) при ϕ(x) = u.

Поскольку ϕ ∈ K, то согласно (57) требуемое свойство

Lϕ(x)V � −ε‖x‖2 ∀x ∈ D(A) (60)
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может быть выведено из неравенства

Lϕ(x)V − F1(x,ϕ(x), (θϕ)′(x)) � 0 ∀x ∈ D(A). (61)

В этом случае для выполнения неравенства (60) нужно найти оператор
M такой, что справедливо (61).

Левая часть (61) может быть переписана как

(−Lu〈x,Mx〉 + F (x,u))
∣∣
u=ϕ(x)

,

F (x,u) : = 〈x,Qx+ Su〉+ 〈S∗x+Ru,u〉, (62)
Q = Q1, S = S1+A∗θ, R = R1+θ∗b+b∗θ. (63)

Тогда задача нахождения условий существования M сводится к следу-
ющей: найти условия, при которых существует самосопряженный
оператор M ∈ L(H), удовлетворяющий неравенству

−Lu〈x,Mx〉 + F (x,u) � 0 ∀x ∈ D(A), u ∈ U. (64)

При таком M функция V (x) представляется конструктивным кандида-
том на стохастическую функцию Ляпунова.

Неравенство (64) можно рассматривать как неравенство Беллмана
для определенной задачи управления. Рассмотрим этот факт более
детально.

5.3. Связь с задачами стохастического линейно-квадратичного
оптимального управления

Связь между задачами линейно-квадратичного управления и зада-
чами абсолютной устойчивости была отмечена в теории для детер-
минированных систем [3, 7, 35, 59, 60]. С переходом к стохастическим
задачам эта связь позволила предложить удобный инструмент для
исследований. Пусть H и U обозначают гильбертовы L2-пространства,
порожденные (t,w)-измеримыми процессами x(t, ø), u(t, ø), задающими
отображение [s,+∞]× Ω в H , U соответственно, согласованными с Ft,

с нормой ‖| · |‖ =
(∫T

s
E‖ · ‖2dt

)1/2
. Пусть ‖ · ‖ = (E‖ · ‖)1/2 — норма в

L2(s) = L2(Ω,Fs,P;H).
Рассмотрим линейную управляемую систему, связанную с (54):

dx = (Ax+ bu) dt+ (Cx +Du) dw(t), x(s) = h, (65)

где h ∈ L2(s), u ∈ U(s). Обозначим слабое решение (65) через
x(h,u)(t,ω) или, более кратко, x(h,u).

Предположение 1. Для каждого s � 0, h ∈ L2(s) существует по
крайней мере одна функция u ∈ U(s) такая, что x(h,u) ∈ H(s) и

‖|x(h,u)‖| � c (‖h‖+ ‖|u‖|) , (66)

постоянная c > 0 не зависит от h,u.
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Предположение 1 означает, что разомкнутая система (65) имеет
определенное свойство устойчивости от входа к состоянию на
[s,+∞). В [60] подобное свойство было названо L2-управляемостью
на [s,+∞). Обозначим множество процессов u, удовлетворяющих
предположению 1, через U(s,h).

С системой (65) свяжем квадратичный критерий качества

Js,h(u) = E

∞∫

s

F (x(h,u)(τ),u(τ)) dτ , u ∈ U(s,h), (67)

где F дается формулой (62), и рассмотрим задачу минимизации функ-
ционала (67) на множестве U(s,h).

В отличие от классической стохастической задачи линейно-
квадратичного регулятора (ЛКР) коэффициенты подынтегрального
выражения в (67) определяются параметрами локальных ограничений.
С учетом этого в общем случае коэффициенты формы F не обязательно
следует полагать знакоопределенными, как это часто делается в
задачах стохастического оптимального управления. Более того,
условие коэрцитивности, требующееся для обеспечения единственного
минимума (67), может выполняться, даже когда некоторые коэффи-
циенты не являются знакоопределенными и даже когда Q или R
являются отрицательно определенными. В стохастических задачах
этот факт был впервые отмечен в [67], где условие коэрцитивности
вводилось для обеспечения выпуклости функционала (67). Ранее
Джонсон [78], изучая зависимость размещения полюсов замкнутой
системы от весовых матриц функционала в детерминированной ЛКР-
задаче, показал, что в зависимости от характера размещения (в левой
полуплоскости) матрица Q может быть знаконеопределенной и даже
отрицательно определенной. Позже в [69] задача со знаконеопределен-
ными весовыми матрицами исследовалась на основе прямого анализа
алгебраических уравнений Риккати, возникающих в задаче синтеза
управления, минимизирующего функционал (67) с использованием
теории линейных матричных неравенств. К сожалению, работа [78]
осталась незамеченной для [67], также как и [67, 78] не были
упомянуты в [69]. Факт возможной знаконеопределенности матрицы
Q в задачах стабилизации по выходу был установлен в [46]. Теория
линейно-квадратичного регулятора для стохастических систем с
мультипликативными шумами при знаконеопределенных весовых
матрицах на основе прямого подхода и с применением методов
полуопределенного программирования развивалась в [62, 69, 103], хотя,
по-видимому, требование строгой выпуклости (или коэрцитивности)
функционала J , по-прежнему, осталось в силе в этих работах.

Теорема 10. Пусть выполняется предположение 1. Если существует
такое ε > 0, что выполняется условие коэрцитивности:

J0,0(u) � ε‖|u‖|2 ∀u ∈ U(0, 0), (68)
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то
a) для каждого s � 0, h ∈ L2(s) существует единственный про-
цесс u(s,h) ∈ U(s,h), минимизирующий (67);

b) существует самосопряженный оператор M ∈ L(H) такой,
что

inf
U(s,h)

Js,h(u) = −E〈h,Mh〉.

В частности, в конечномерном случае теорема 10 утверждает, чтоM
является симметричной матрицей. Этот факт дает возможность исполь-
зовать M в качестве матрицы соответствующей функции Ляпунова.

Предположение 1 является довольно трудным для проверки. Доста-
точным условием для выполнения предположения 1 является экспонен-
циальная стабилизируемость пары (A,C) [75].

5.4. Стохастическая частотная теорема для бесконечномерных
систем

Сформулируем достаточные условия разрешимости неравенства
Беллмана (64).

В бесконечномерном случае потребуeтся следующее предположение
технического характера. Оно автоматически выполняется в конечно-
мерном случае.

Предположение 2. Существует плотное и непрерывное гильбер-
тово пространство UA, UA ⊆ U , такое, что для каждых h ∈
∈ L2(Ω,Fs,P;D(A)), u ∈ L2(Ω× [s,T ],UA) слабое решение (65) явля-
ется сильным [76].

Грубо говоря, предположение 2 означает, что для «более гладких»
начальных данных и управления система генерирует «более гладкие»
траектории.

Следующие две теоремы представляют два варианта бесконечно-
мерного стохастического аналога частотной теоремы.

Теорема 11. Пусть справедливы предположения 1, 2. Тогда при вы-
полнении условия коэрцитивности (68) существует число ε1 ∈ (0, ε)
и самосопряженный оператор M ∈ L(H) такие, что

−Lu〈x,Mx〉+ F (x,u) � ε1(‖x‖2 + ‖u‖2) ∀x ∈ D(A), u ∈ U.

Теорема 12. Пусть справедливы предположения 1, 2. Тогда если

J0,0(u) � 0 ∀u ∈ U(0, 0), (69)

то существует такой самосопряженный оператор M ∈ L(H), что
выполняется неравенство (64).

Теорема 11 соответствует версии частотной теоремы со строгим
частотным неравенством. Точно так же условие (69) теоремы 12
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соответствует нестрогому частотному неравенству. Фактически эта тео-
рема обобщает теорему 9 на случай бесконечномерных систем. В отли-
чие от ряда других результатов, упомянутых в предыдущих разделах,
параллель между результатами теорем 9, 11, 12 и соответствующими
результатами детерминированной теории, основанными на частотной
теореме В.А. Якубовича, наиболее полна в том смысле, что результат
частотной теоремы получается из них как предел в случае малого
шума, т. е. когда C → 0, D → 0. С другой стороны, для того чтобы
аналогия между частотной теоремой и теоремами 11, 12 стала оконча-
тельно ясной, необходимо перейти от условий (68), (69) в частотную
область. Как уже отмечалось, такой переход не удается сделать столь
эффективно, как в детерминированном случае. Последние результаты
в этом направлении представлены в [102].

Представленный в этом разделе подход послужил в дальнейшем ос-
новой для построения теории стохастической робастной устойчивости
и управления, в частности стохастической теории H∞-управления, где
получили развитие результаты о связи между разрешимостью линейно-
квадратичной задачи управления и коэрцитивностью соответствующего
функционала, позволив решить подобные задачи для стохастических
линейно-квадратичных игр, связанных с оценкой L2-нормы оператора
системы. Более подробно об этом можно узнать из [74, 89, 96, 97].

6. Задачи стабилизации стохастических систем

Идеи частотной теоремы позволили получить ряд изящных резуль-
татов в задачах стабилизации стохастических систем [24, 25, 52].

В [24] рассматривается система, описываемая стохастическим диф-
ференциальным уравнением Ито

dx = Ax+ bu+ qr′xdw, (70)

где b, q — постоянные n-мерные векторы, w(t) — скалярный вине-
ровский процесс, u — скалярное управление, формируемое в виде
линейной обратной связи по состоянию:

u = k′x. (71)

Требуется найти такой вектор k, при котором замкнутая система будет
экспоненциально устойчива в среднем квадратическом.

Обозначим

δ(λ) = det(λI −A), χ(λ) = r′(λI −A)−1b,

θ(λ) = δ(λ)χ(λ), Φ(λ) = θ(λ)θ(−λ), (72)

Q(λ) = δ(λ)(λI − A)−1.

Пусть ζ(λ) — многочлен степени k � n− 1 со старшим коэффициентом
κ > 0, удовлетворяющий соотношению ζ(λ)ζ(−λ) = Φ(λ) и не имею-
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щий корней в правой полуплоскости. Определим матрицу H и вектор
d из системы уравнений

d′Q(λ)b = ζ(λ),
A′H +HA = −rr′ + dd′, (73)

Hb = 0.

Теорема 13. Пусть пара (A, b) полностью управляема. Тогда для
существования вектора k, стабилизирующего систему (70)–(71),
необходимо и достаточно, чтобы

q′Hq < 1. (74)

Из этой теоремы вытекает два очень эффектных следствия.

Следствие 1. Пусть в системе выполняется соотношение q = b.
Тогда система (70) стабилизируема.
Следствие 2. Пусть многочлен θ(λ), определенный в (72), не имеет
корней в правой полуплоскости. Тогда система (70) стабилизируема
при любом векторе q.

Подобные выводы другим методом получены в [99]. Последнее
утверждение имеет следующую интерпретацию. Функция χ(λ) имеет
смысл передаточной функции от входа u к выходу r′x. Тогда согласно
следствию 2, если эта передаточная функция является минимально-
фазовой, то систему (70) можно стабилизировать при любой интенсив-
ности шума. В [25] дается обобщение этих результатов для системы
вида

dx = Ax+ bu+
ν∑
l=1

qlr
′
lxdwl.

В [52] рассматривается более общая задача стабилизации нелиней-
ной системы, описываемой уравнением вида

dx = (Ax+ bu+ qϕ(y)) dt+
s∑
j=1

(Ajx+ bju+ qjϕ(y)) dwj , y = c′x, (75)

где wj(t) (j = 1, ... , s) — независимые стандартные винеровские про-
цессы, ϕ(y) — m-мерная нелинейная функция, удовлетворяющая квад-
ратичной связи вида

F1

(
y,x,ϕ(y),

ϕ(y)
dy

)
� 0, ϕ(0) = 0, (76)

детальное описание которой аналогично представленному в разделе
5.2 (соотношения (58)). Ставится задача стабилизировать систему (75)
управлением с динамической обратной связью по выходу, описываемым
уравнениями

ż = (Az + qhc′)z + bu+G(y − c′z), u = k′z. (77)
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По параметрам системы (75), регулятора (77) и квадратичной связи
(76) строится квадратичная форма переменных ξ ∈ R2n и v ∈ Rm

F (ξ, v) = ξ′Qξ + 2ξ′Sv + v′Rv (78)

(детали построения заинтересованный читатель может найти в [52]).
В системе (75) с динамическим регулятором (77) разомкнем нелиней-
ную обратную связь и положим v(t) = ϕ(y(t)). Функцию v(t) назовем
допустимой, если она согласована с потоком σ-алгебр, порожденных
винеровским процессом w(t) = [w1(t), ... ,ws(t)] и

∞∫

0

E |v(t)|2dt <∞,

∞∫

0

E |ξ(t)|2dt <∞.

Здесь ξ обозначает траектории расширенной разомкнутой системы,
состоящей из системы (75) и регулятора (77). Состояние этой системы
есть вектор (x, z), а управление — процесс v(t). Множество таких
функций обозначим через V. Следующее утверждение дает общую
форму полученных в [52] достаточных условий экспоненциальной ста-
билизации.

Теорема 14. Пусть динамический регулятор (77) экспоненциаль-
но в среднем квадратическом стабилизирует линейную систему,
получающуюся из (75) подстановкой ϕ(y) = hy. Кроме того, суще-
ствует такое ε > 0, что

E

∞∫

0

F (ξ(t), v(t)) dt � ε

∞∫

0

E |v(t)|2dt, v(t) ∈ V. (79)

Тогда этот же регулятор экспоненциально в среднем квадратиче-
ском стабилизирует нелинейную систему (75) при любой нелиней-
ности ϕ(y), удовлетворяющей квадратичной связи (76).

Условие (79) фактически представляет собой строгую форму усло-
вия коэрцитивности (68). В ряде важных частных случаев из этой
теоремы удается получить условия стабилизации в частотной форме.
Рассмотрим систему co скалярным выходом:

dx = [Ax+ bu+ qϕ(y)] dt+ q1ϕ(y) dw1, y = c′x, (80)

где скалярная нелинейность ϕ(y) является монотонной и ограниченной
в секторе

0 � ϕ(y)y � hy2,
dϕ(y)
dy

� 0. (81)

Обозначим

c =
[
c
0

]
, q =

[
q
q

]
, q1 =

[
q1
q1

]
, A =

[
A+ bk′ −bk′
−qhc′ A+ qhc′ −Gc′

]
,

κ(p) = (pI −A)−1q, κ1(p) = (pI −A)−1q1, χ(p) = c′κ(p),



Стохастические задачи абсолютной устойчивости 271

χ1(p) = c′κ1(p), Q = − 1
2
c+ θAc,

β =
1
2π

∞∫

−∞
|Q′

κ1(iλ)|2dλ, θ � 0.

Наряду с (80) рассмотрим линейную систему

dx = (Ax + qhc′ + bu) dt+ q1hc
′xdw1. (82)

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 15. Пусть тройка (A, b, c) полностью управляема и на-
блюдаема, динамический регулятор (77) экспоненциально в среднем
квадратическом стабилизирует систему (82), матрица A — гурви-
цева и существуют такие ε > 0, θ � 0, что при всех λ ∈ (−∞,∞)

1
h
− 2β

1
2 − Re (1− 2iλθ)χ(iλ) � ε. (83)

Тогда этот же регулятор экспоненциально в среднем квадратиче-
ском стабилизирует нелинейную систему (80) при любой нелиней-
ности ϕ(y), удовлетворяющей (81).

7. Стохастическая устойчивость нелинейных
импульсных систем

Стохастическая устойчивость систем с динамической частотно им-
пульсной модуляцией изучалась в [48] на основе развития подхода
[42, 44]. Более поздние исследования проводились в [13–16] на основе
развитого в [18] метода усреднения и частотной теоремы. Приведем
выборочные результаты этих работ для систем с одним импульсным
элементом. Модели многих импульсных систем при случайных воз-
мущениях параметров с различными видами импульсной модуляции
(амплитудной, широтной, частотной, фазовой и др.) имеют вид

dx = [Ax+ bf(t)] dt+ bx′Rdw, σ = c′x, (84)

где A,R — постоянные матрицы размерностей n × n и n × l; b, c —
постоянные n-мерные векторы, w(t) — l-мерный винеровский процесс
с матрицей интенсивностей B. Отображение σ → f задается опера-
тором M, который каждой непрерывной на [0,+∞) функции ставит
в соответствие функцию f(t) и последовательность {tk} (k = 0, 1, ...),
обладающие следующими свойствами:

δT � tk+1 − tk � T , t0 = 0, 0 < δ < 1, (85)

моменты tk зависят только от значений σ(t) при t � tk, величина f(t)
зависит только от значений σ(τ) при τ � t, функция f(t) на каждом
промежутке [tk, tk+1] является кусочно-непрерывной и сохраняет знак



272 П. В. Пакшин, В. А. Угриновский

при tk < t < tk+1. Основное свойство оператора M заключается в том,
что при каждом n существует такое t̃k ∈ [tk, tk+1], что величина

vn =
1

tn+1 − tn

tn+1∫

tn

f(t) dt

удовлетворяет квадратичной связи

(σt̃k − σ∗vn)vn � 0, σ∗ = const > 0; (86)

при этом функция f(t) на промежутке [tk, tk+1] описывает форму k-го
импульса, а положительный параметр σ∗ характеризует зону насыще-
ния модулятора.

Будем считать, что полином числителя передаточной функции

W (s) = c′(A− sI)−1b

не имеет общих корней с характеристическим полиномом матрицы A и
выполняется условие

lim
s→∞ sW (s) = 0. (87)

Обозначим
G(s) = R′(A− sI)−1b, ε1 =

T 2

π2ε
,

α =

√
τ(σ∗ − τ − ε )

q
, β(λ) = αG′(−iλ)BG(iλ).

Справедливы следующие утверждения.
Теорема 16 (некритический случай). Пусть матрица A гурвицева,
выполняются условия (85)–(87), существуют такие τ > 0, ε >
> 0, q � T/

√
3 , что

σ∗ − τ − ε > 0 (88)

и при всех −∞ � λ � ∞ выполняется частотное неравенство

σ∗ − τ − ε+ ReW (iλ)− λ2|W (iλ)|2
[
ε1q

2

τ
(σ∗ − τ − ε)λ2 +

q2

4τ

]
−

− β(λ)
[
1 +

λ2q2

τ
(σ∗ − τ − ε)

]
> 0. (89)

Тогда для любых x(0)

lim
k→∞

Ev2k = 0, lim
t→∞E |x(t)|2 = 0. (90)

Теорема 17 (критический случай). Предположим, что матрица A
имеет одно нулевое собственное значение, вещественные части
остальных собственных значений отрицательны, а матрица G(s)
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не имеет полюсов s = 0. Пусть существуют τ > 0, ε > 0, q � T/
√
3 ,

удовлетворяющие (88), выполняются условия (85)–(87),

ρ = lim
s→0

sW (s) > 0

и при всех −∞ � λ �∞ выполняется частотное неравенство (89) c
β(λ) = (α+ ρ

2 )G′(−iλ)BG(iλ). Тогда для любых x(0)

lim
k→∞

Ev2k = 0.

Наиболее общие результаты в этом направлении получены в [14],
где рассматривались системы со многими импульсными элементами,
функционирующими асинхронно. Более подробно с частотным подхо-
дом и его развитием в теории устойчивости систем управления с им-
пульсной модуляцией можно ознакомиться в обзорной статье [19].

8. Заключительные замечания

В данном обзоре рассмотрены некоторые направления развития тео-
рии абсолютной устойчивости стохастических систем. Здесь не были
отражены работы по абсолютной устойчивости систем co случайной
структурой в силу того, что в них используются те же идеи нахождения
условий разрешимости уравнений Лурье при дополнительных огра-
ничениях. Заинтересованный читатель может подробно ознакомиться
с соответствующими результатами в [2, 38, 45].

Техника линейных матричных неравенств, развитая в [61, 62, 66,
103], позволяет находить решение стохастических уравнений Лурье
вида (50) и более общего вида во всех тех случаях, когда их можно
свести к эквивалентному обобщенному уравнению Риккати. В частно-
сти, уравнения (50) легко сводятся к обобщенному уравнению Риккати
относительно симметричной матрицы H , если D′HD + R > 0. Это
привело к некоторому снижению интереса к чисто частотным методам,
основанным на анализе частотных характеристик системы. Сравни-
тельно недавние попытки ввести частотные характеристики стохасти-
ческих систем [102] скорее представляют чисто академический инте-
рес, поскольку переходу в частотную область должно предшествовать
решение уравнения Докучаева (51) или эквивалентного ему уравнения
Сильвестра (52) и последующие сложные вычисления.

Таким образом, в стохастическом случае формулировка частотной
теоремы отличается от привычной для детерминированных систем.
Одна из причин, возможно, в том, что место класса систем, рас-
сматриваемого в детерминированных задачах абсолютной устойчиво-
сти, здесь должен занимать более узкий класс систем, для которого
должны выполняться некоторые дополнительные ограничения, позво-
ляющие эффективно переходить в частотную область. Убедительным
доказательством тому служат представленные в предыдущем разде-
ле условия стохастической устойчивости импульсных систем, которые
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полностью формулируются в частотной форме. Такие формулировки
удаются благодаря специфической структуре случайных возмущений в
этих системах. С другой стороны, логика развития теории, настойчиво
приводящая к уходу от частотных неравенств к неравенствам во вре-
менной области (в частности, к неравенству коэрцитивности), наводит
на мысль о том, что здесь могут быть перспективными подходы на базе
понятий пассивности и диссипативности (по Виллемсу) [47, 98].

О сказанном убедительно свидетельствует ряд недавних работ, в ко-
торых теория пассивности и диссипативности начала развиваться для
стохастических систем и в которых идеи частотной теоремы обрели
иное звучание [63, 70, 92, 105]. По-видимому, впервые на этом было
заострено внимание еще в ранних работах по диссипативности нели-
нейных детерминированных систем [72, 73], где отмечалось, что полу-
ченные результаты в линейном случае соответствуют теории Калмана–
Якубовича–Попова. Дальнейший шаг был сделан в [68], где вводится
нелинейная версия частотной теоремы (леммы Калмана–Якубовича–
Попова) и вводится понятие свойства Калмана–Якубовича–Попова
(KYP-property). Все эти результаты формулируются во временной об-
ласти, поскольку рассматриваются нелинейные системы, для которых
частотные характеристики не определены. Таким образом, традицион-
ный вариант частотной теоремы становится линейной версией более
общего результата для нелинейных систем во временной области. С
этой точки зрения логично объясняются и трудности формулировки в
частотной области критериев абсолютной устойчивости стохастических
систем с мультипликативными шумами. Ведь для них нет сложившего-
ся определения частотных характеристик. С другой стороны, успешное
развитие стохастической теории H∞-управления показало, что отсут-
ствие частотных условий не является серьезным препятствием.

Соображения, которые делают привлекательной теорию диссипатив-
ности, состоят в том, что общее понятие диссипативности включает в
себя семейство свойств систем. Выделить то или иное конкретное свой-
ство можно заданием так называемой функции запаса. Более подробно
с тенденциями развития этой теории для детерминированных систем
можно ознакомиться в обзорных статьях [1, 47]. Для стохастических
систем число публикаций в этом направлении пока не столь велико.

Начнем с рассмотрения свойства пассивности стохастических си-
стем, следуя результатам [70]. Пусть нелинейная стохастическая си-
стема задается уравнениями

dx(t) = f(x(t),u(t)) dt+ g(x(t)) dw(t), y(t) = h(x(t),u(t)), (91)

где f , g и h — гладкие функции, обращающиеся в нуль при x = 0 и
удовлетворяющие условиям Липшица и роста.

Определение 6. Система называется пассивной, если существует сто-
хастическая функция Ляпунова V (x), определенная на Rn, называемая
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функцией накопления, такая что

LV (x) � 〈h(x,u),u〉 (92)

для любых пар (x,u) ∈ Rn × Rm, где L — производящий дифференци-
альный оператор процесса x(t).

Рассмотрим частный случай системы (91):

dx(t) =
[
f̂(x(t)) + f(x(t))u(t)

]
dt+ g(x(t)) dw(t), y(t) = h(x(t)). (93)

Определение 7. Система (93) удовлетворяет свойству Калмана–
Якубовича–Попова, если существует стохастическая функция Ляпу-
нова V (x) (x ∈ Rn) такая, что

L0V (x) � 0, ∇V (x)f = h′(x), x ∈ Rn,

где L0 означает производящий дифференциальный оператор системы
(93) при u ≡ 0.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 18. Стохастическая система (93) пассивна тогда и толь-
ко тогда, когда она удовлетворяет свойству Калмана–Якубовича–
Попова.

Если выполнены условия пассивности и некоторые дополнительные
условия система (91) может быть стабилизирована управлением с об-
ратной связью по выходу вида

u = −s(y),
где s(y) — гладкая функция такая, что s(0) = 0 и y′s(y) > 0, y = 0.

Остановимся далее на результатах недавней работы [105], где пред-
лагаются нелинейные аналоги стохастических уравнений Лурье.

Рассмотрим стохастическую систему, описываемую уравнениями

dx = (f(x) + g(x)u) dt+ (h(x) + l(x)u) dw, z = m(x), (94)

где x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, z(t) ∈ Rk, w(t) — скалярный стандартный
винеровский процесс, определенный на полном вероятностном про-
странстве (Ω,F,P); функции в правой части удовлетворяют условиям
Липшица и роста (см. приложение), гарантирующим существование и
единственность решения (94), кроме того, f(0) = 0, h(0) = 0, m(0) =
= 0.

Управление u(t) будем называть допустимым, если функция u(t)
согласована с потоком σ-алгебр Ft, порожденных процессом w(t), t �
� 0, и

E

T∫

s

‖u‖2dt <∞, s � 0.
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В соответствии с терминологией, впервые введенной Виллемсом, функ-
цию,W (., .) : Rm ×Rk → R, связанную с системой (94), будем называть
функцией запаса (supply rate) на [0,∞), если для любых допустимых
u и x, удовлетворяющих (94), выполняется неравенство

E

T∫

s

|W (u(t),x(t))| dt <∞ ∀ T � s � 0.

Определение 8. Система (94) с функцией запаса W называется дис-
сипативной на [s,∞), если существует неотрицательная непрерывная
функция V : Rn → R+, называемая функцией накопления, такая что
для всех t � s � 0, x(s) ∈ Rn

EV (x(t)) − V (s) � E

T∫

s

W (u(τ), z(τ)) dτ. (95)

Пусть функция запаса имеет вид W (u, z) = z′Qz + 2z′Su + u′Ru.
В этом случае условия диссипативности дает следующая теорема.

Теорема 19. Необходимыми и достаточными условиями диссипа-
тивности системы (94) на [s,∞) с функцией запасаW (., .) является
существование Vs ∈ C2(Rn) : Rn → R+, Vs(0) = 0; l : Rn → Rq и
v : Rn → Rq×m для некоторого числа q > 0 таких, что

m′Qm−
[
∂Vs
∂x

]′
f − 1

2
h′
∂2Vs
∂x2 h = l

′
l,

2S′m− g′
[
∂Vs
∂x

]
− l′ ∂

2Vs
∂x2 h = 2v′l, (96)

R− 1
2
l′
∂2Vs
∂x2 l = v′v.

Уравнения (96) являются нелинейным обобщением стохастических
уравнений Лурье (50). Авторы [105] считают данную теорему одним
из главных инструментов своих будущих исследований. В [105] по-
дробно изучается специальный случай, когда W (u, z) = γ2u′u − z′z
соответствующий обобщению стохастической H∞-теории [71, 89] на
нелинейные системы.

Таким образом, на современном этапе идеи частотной теоремы
В.А. Якубовича, получая новое развитие, играют исключительно важ-
ную роль в развитии теории стохастической устойчивости и управле-
ния. По нашему мнению, проделанный обзор подтверждает перспек-
тивность дальнейших исследований в изложенных направлениях.
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Приложение

Далее приводятся краткие сведения из теории стохастических диф-
ференциальных уравнений и теории стохастической устойчивости. Для
более углубленного изучения читателю последовательно рекомендуют-
ся [41, 53] и [20, 21].

Стохастическое дифференциальное уравнение Ито. Рассмотрим
систему, описываемую дифференциальным уравнением

ẋ(t) = f [t,x(t)] +G[t,x(t)]ζ(t), (П1)

где x(t) — n-мерный вектор состояния, w(t) — m-мерный нормальный
случайный процесс, f и G — n-мерная векторная и n×m-матричная
функции соответственно.

Будем считать, что ζ(t) — нормальный «физический» белый шум,
т. е. компоненты вектора ζ(t) представляют собой нормальные случай-
ные процессы с конечным временем корреляции, пренебрежимо малым
в масштабе времени, принятом для «укороченной» системы (П1):

ẋ(t) = f [t,x(t)]. (П2)

Такая нестрогая модель получила название уравнения Ланжевена. Она
приобретает точный математический смысл при замене физического
белого шума абстрактным. Такая замена, как отмечалось во введении,
не является однозначной. Наибольшее распространение получили мо-
дели в виде стохастического дифференциального уравнения Ито:

dx(t) = f [t,x(t)] dt+G[t,x(t)] dw(t), (П3)

здесь w(t) — m-мерный стандартный винеровский процесс над ве-
роятностным пространством (Ω,F,P). Стохастический процесс X =
= {x(t), t ∈ I} удовлетворяет уравнению (П3) на интервале I =
= [t0,T ], (T < ∞) либо I = [t0,∞], если для всех t ∈ I справедливо
интегральное уравнение

x(t) = x(t0) +

t∫

t0

f [τ ,x(τ)] dτ +

t∫

t0

G[τ ,x(τ)] dw(τ), (П4)

где первый интеграл в правой части обычный среднеквадратический
интеграл, второй — так называемый стохастический интеграл Ито:

J(t) =

t∫

t0

G[τ ,x(τ)] dw(τ) = lim
ν→∞

ν∑
i=0

G[ti,x(ti][w(ti+1)− w(ti)]. (П5)

Здесь предел в правой части понимается в среднем квадратическом,
t0 � t1 ... � tν � t, и максимальный интервал разбиения стремится
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к нулю, когда ν →∞. Этот предел однозначно определен, если значения
G[ti,x(ti)] не зависят от приращений винеровского процесса под знаком
суммы.

Обозначим через Ft, t � 0, поток σ-алгебр, порожденный вине-
ровским процессом w(t,ω), t � 0. Предположим, что функции f и G
измеримы по (t,x) при t ∈ I, x ∈ Rn и удовлетворяют для некоторых
постоянных k1, k2 условию роста

|f(t,x)| + |G(t,x)| � k1(1 + |x|), t ∈ I, x ∈ Rn, (П6)

и равномерному условию Липшица

|f(t,x)− f(t, y)|+ |G(t,x)−G(t, y)| � k2|x− y|, t ∈ I, x, y ∈ Rn,
(П7)

x(t0) — произвольная конечная случайная величина, не зависящая
от приращений винеровского процесса. При этих условиях уравнение
(П4) однозначно определяет случайный процесс (сильное решение) со
следующими свойствами:

a) траектории x(t) (выборочные функции) процесса X непрерывны
на I с вероятностью 1;

b) если E|x(t0)|2 <∞, то

E[ max
t0�t�t1

|x(t)|2] <∞, t1 ∈ I;

c) процесс X является Ft-измеримым;
d) при любом t случайная величина x(t) не зависит от приращений

винеровского процесса w(t1)− w(s), t � s < t1 ∈ I;
e) для каждого t ∈ I равенство (П4) выполняется с вероятностью 1;
f) случайный процесс X является марковским.

Последнее свойство открывает возможность эффективного использова-
ния мощного математического аппарата теории марковских процессов.
Важным является также тот факт, что процесс является Ft — мартин-
галом, удовлетворяющим соотношениям

E[J(t)] = 0,

E[J(t)J ′(t)] =

t∫

t0

E{G[s,x(s)]G′[s,x(s)]} dt.

Последнее соотношение часто называют свойством изометрии Ито.

Производящий дифференциальный оператор и формула инте-
грирования Ито. Уравнение (П3) определяет семейство марковских
процессов, соответствующих различным выборам случайного вектора
x(t0). Пусть P (t,x; s,B) = P[x(s) ∈ B|x(t) = x] — переходная функция
процесса X , определенная для t � s; t, s ∈ I; x ∈ Rn; B ∈ B(Rn),
где B(Rn) — σ-алгебра борелевских множеств пространства Rn. Связь
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между величиной P (t,x; s,B) и коэффициентами f ,G уравнения (П3)
выражается следующим образом: для любой функции ϕ ∈ C(2)

1 (Rn) с
компактным носителем

lim
s→t

(s− t)−1

⎡⎣ ∫

Rn

P (t,x; s, dy)ϕ(y)− ϕ(x)

⎤⎦ = Lϕ(x), (П8)

где

Lϕ(x) =
1
2
trace[G′(t,x)ϕxxG(t,x)] + 〈f(t,x),ϕx(x)〉.

Оператор L называется производящим дифференциальным операто-
ром марковского процесса X . При дополнительных условиях гладко-
сти и равномерной эллиптичности оператора L переходную функцию
P (t,x; s,B) можно определить как единственное решение задачи Коши

ut + Lu(t,x) = 0, t0 � t � s, x ∈ Rn,
u(s,x) = 1, x ∈ B,

u(s,x) = 0, x /∈ B.
Важным и часто применяемым является следующее правило вы-
числения стохастического дифференциала сложной функции вдоль
траекторий процесса X . Если ϕ = ϕ(t,x(t)) и ϕ,ϕt,ϕx,ϕxx непрерывны,
то случайная величина ϕ(t,x(t)) может быть представлена в виде

ϕ(t,x(t)) = ϕ(s,x(s)) +

t∫

s

dϕ(τ ,x(τ)), t � s,

где dϕ — стохастический дифференциал Ито:

dϕ(τ ,x(τ)) = [Lϕ(τ ,x(τ)) + ϕτ (τ ,x(τ))] dτ+
+ ϕx(τ ,x(τ))G(τ ,x(τ)) dw(τ ). (П9)

Это означает, что при вычислении интеграла от правой части (П9)
интеграл от последнего слагаемого следует рассматривать как интеграл
Ито. Предположим, что функция ϕ равна нулю вне некоторого компак-
та из Rn. Используя тот факт, что стохастический интеграл является
мартингалом, получим формулу интегрирования Ито:

E[ϕ(t,x(t))] = ϕ(s,x) + Es,x

t∫

s

[Lϕ(τ ,x(τ)) + ϕτ (τ ,x(τ))] dτ. (П10)
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Равенство (П10) в силу условий роста (П6), Липшица (П7) и b)
выполняется и в более общем случае, когда ϕ,ϕt,ϕx,ϕxx непрерывны
и для некоторой постоянной k справедливо неравенство

|ϕ|+ |ϕτ |+ |x| · |ϕx|+ |x|2|ϕxx| � k(1 + |x|2)
при (τ ,x) ∈ [s, t]× Rn.

Связь уравнений Ито и Ланжевена. В ранних работах, посвящен-
ных исследованию стохастических систем полагалось, что функции f
и G в уравнениях Ито и Ланжевена одинаковы. В то же время такая
формальная замена не очевидна и здесь возникает по крайней мере два
принципиальных вопроса.

а. Существует ли в каком либо смысле предельный случайный
процесс X , удовлетворяющий (П1), когда время корреляции про-
цесса ζ(t) стремится к нулю?

б. Если такой процесс существует, то можно ли его представить как
решение некоторого стохастического дифференциального урав-
нения Ито?

Эти вопросы подробно изучались в [95, 100]. Один из полученных в
[100] результатов состоит в следующем. Пусть уравнение (П3) опреде-
ляет скалярный процесс X , и при этом функции f ,G,GxG непрерывны
при (t,x) ∈ I × R1 и удовлетворяют равномерному условию Липшица
по x. Рассмотрим разбиение {t(k)ν } отрезка I такое, что max

ν
{|tkν+1 −

− tkν |} → 0 при k → ∞. Определим последовательность аппроксима-
ций w с помощью ломаных w(k) следующим образом: график w(k) на
интервале [t(k)ν t

(k)
ν+1] есть отрезок прямой, соединяющей точки w(t(k)ν )

и w(t(k)ν+1). Пусть Xk — процесс, определяемый уравнением

ẋk = f(t,xk) +G(t,xk)ẇ(k)(t), t ∈ I,
с начальным условием xn(t0) = x(t0) = ξ, где E[ξ4] <∞. Доказано, что
при этом

lim
k→∞

xk(t) = y(t), t ∈ I,
где y(t) — процесс, описываемый уравнением Ито

dy =
[
f(t, y) +

1
2
Gy(t, y)G(t, y)

]
dt+G(t, y) dw(t) (П11)

с начальным условием y(t0) = ξ и предел понимается в среднем квад-
ратическом.

Это уравнение отличается от (П3), получаемого формальным пе-
реписыванием уравнения Ланжевена (П1) в дифференциалах. Таким
образом, в этом и значительно более общем случае [12, 95], если
за решение стохастического дифференциального уравнения принимать
предел, к которому стремится последовательность решений обыкновен-
ных дифференциальных уравнений при условии, что время корреляции
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нормальных случайных функций в правой части стремится к нулю, то
такое решение следует понимать в смысле Стратоновича [49, 53]. Тогда
уравнение (П3) нужно заменить на следующее:

dx(t) = f [t,x(t)] dt +G[t,x(t)] d ◦ w(t), (П12)

где d ◦w(t) — дифференциал в смысле Стратоновича. Оказывается, что
уравнение (П12) эквивалентно следующему уравнению Ито:

dx(t) =
[
f(t,x(t) +

1
2
f(t,x(t))

]
dt+G(t,x(t)) dw(t), (П13)

где f — вектор, компоненты которого вычисляются по формуле

fi =
m∑
j=1

n∑
k=1

∂Gij(t,x)
∂xk

Gkj(t,x), k = 1, ... ,n. (П14)

Стохастическая устойчивость и стохастическая функция Ля-
пунова Как обычно принято в теории устойчивости, будем считать,
что f(t, 0) ≡ 0, G(t, 0) ≡ 0. В этом случае (П3) допускает тривиальное
решение x(t) ≡ 0, которое будем отождествлять с невозмущенным (по
Ляпунову) движением. Уже для детерминированных систем возникают
различные виды устойчивости по Ляпунову. Еще большее разнообразие
таких видов возникает в теории устойчивости стохастических систем.

Определение 9. Тривиальное решение уравнения (П3) называется:
1) устойчивым по вероятности при t � 0, если для любых s � 0,

и ε > 0
lim
ξ→0

P{sup
t>s

|xs,ξ(t)| > ε} = 0; (П15)

2) асимптотически устойчивым по вероятности, если оно устой-
чиво по вероятности и, кроме того, справедливо соотношение

lim
ξ→0

P{ lim
t→∞xs,ξ(t) = 0} = 1; (П16)

3) p-устойчивым (p > 0) при t � 0, если при δ → 0

sup
|ξ|�δ, t�s

E |xs,ξ|p → 0, s � 0; (П17)

4) асимптотически p-устойчивым, если оно p-устойчиво и, кроме
того, E | xs,ξ|p → 0 при t→∞;

5) экспоненциально p-устойчивым, если при некоторых положи-
тельных постоянных A и α

E |xs,ξ|p � A|ξ|p exp[−α(t− s)]; (П18)

6) устойчивым с вероятностью 1 в том или ином смысле, если
все траектории, кроме, быть может, множества траекторий веро-
ятностной меры 0, устойчивы в соответствующем смысле.
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Когда говорят об устойчивости системы (П3), имеют в виду устойчи-
вость ее тривиального решения в том или ином смысле.

Для задач абсолютной устойчивости стохастических систем обычно
требуется построить функцию Ляпунова, гарантирующую экспоненци-
альную p-устойчивость. Приведем соответствующую теорему.

Теорема 20. Для экспоненциальной p-устойчивости тривиального
решения системы (П3) при t � 0 достаточно, чтобы существовала
функция V (t,x) из класса C0

2 (Rn), удовлетворяющая при некоторых
положительных постоянных k1, k2, k3 неравенствам

k1|x|p � V (t,x) � k2|x|p,
LV (t,x) � −k3|x|p.

В литературе в основном рассматривается случай p = 2 (устойчи-
вость в среднем квадратическом).
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А. Х. Гелиг†

Неклассические дифференциальные
уравнения∗

Аннотация: в обзоре рассматриваются дифференциальные уравнения с
разрывными правыми частями, гистерезисными функциями и импульс-
ными элементами.

1. Дифференциальные уравнения с разрывными
правыми частями

Для ознакомления со спецификой дифференциальных уравнений
с разрывными правыми частями рассмотрим систему

ẋ = Ax+ bϕ(σ), σ = c∗x, ϕ(σ) = sign σ, (1)

где A — постоянная n × n-матрица, b и c — постоянные n-мерные
столбцы, все величины вещественные, ∗ — знак транспонирования. Из
(1) вытекает равенство

σ̇ = c∗Ax+ c∗bϕ(σ). (2)

Предположим, что c∗b < 0 и рассмотрим задачу Коши при x(0) = x0 и
c∗x0 = 0. Если c∗Ax0 + c∗b > 0, то из (2) следует неравенство σ̇(0) > 0
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и из точки x0 выходит траектория в полупространство c∗x > 0 в силу
системы

ẋ = Ax+ b. (3)

Аналогично, если c∗Ax0 − c∗b < 0, то из точки x0 можно выпустить
траекторию в полупространство c∗x < 0 в силу системы

ẋ = Ax− b. (4)

Если x0 принадлежит полосе

−c∗b > c∗Ax0 > c∗b, c∗x0 = 0, (5)

то из точки x0 нельзя выпустить траекторию ни в силу системы (3),
ни в силу системы (4), так как траектории этих систем «стыкуются» в
точках полосы (5). Таким образом, классическое решение в этом случае
не существует, каким бы числом мы ни доопределили функцию ϕ(σ) в
точке σ = 0.

Потребуем теперь, чтобы траектория, выпущенная из точки x0,
принадлежащей полосе (5), оставалась на гиперплоскости c∗x = 0.
Очевидно, чтобы удовлетворить равенству σ̇ = 0, нужно в силу (2)

доопределить ϕ(0) не числом, а функцией ξ(t) = −c
∗Ax(t)
c∗b

. В этом

случае решение x(t,x0) будет определяться системой

ẋ = Ax− bc∗A
c∗b

x

и «скользить» по гиперплоскости σ = 0. Многообразие c∗x = 0,
−c∗b � c∗Ax � c∗b называют «пластинкой» скользящих режимов. Пред-
ложенное доопределение нелинейности в системе (1) имеет следующий
физический смысл. Если ϕ(σ) — сила сухого трения, то ξ(t) — сила
трения покоя. Когда разность скоростей трущихся элементов равна
нулю, то сила трения может принимать любое значение от −1 до +1.

Если

c∗b = c∗Ab = ... = c∗Ak−1b = 0, c∗Akb < 0, (k < n),

то многообразие скользящих режимов описывается соотношениями

c∗x = c∗Ax = ... = c∗Akx = 0, −c∗Akb � c∗Ak+1x � c∗Akb.

Отметим полезную связь между свойствами скользящего режима
и «передаточной функцией», являющейся основным инструментом тео-
рии линейных систем автоматического регулирования. Сделав в (1)
преобразование Лапласа при нулевых начальных условиях, получим
соотношения

px̃ = Ax̃+ bϕ̃, σ̃ = c∗x̃.

Исключая из них x̃, приходим к равенству

σ̃ = W (p)ϕ̃,
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где W (p) = c∗(pI −A)−1b — передаточная функция (от «входа» ϕ к «вы-

ходу» σ), I— единичная матрица. Пусть W (p) =
πm(p)

det(pI −A)
, где πm(p)

— многочлен степени m, не имеющий общих корней с многочленом
det(pI − A). Тогда оказывается, что m — размерность многообразия
скользящих режимов, а πm(p) — характеристический полином системы
дифференциальных уравнений, определенной на многообразии сколь-
зящих режимов и описывающей этот режим.

Изучим состояние равновесия x∞ системы (1) в случае detA = 0.
Очевидно, что x∞ удовлетворяет уравнению

Ax∞ + bϕ∞ = 0,

где ϕ∞ — стационарное значение нелинейности. Отсюда получаем
выражения:

x∞ = −A−1bϕ∞, σ∞ = −c∗A−1bϕ∞.

Если c∗A−1b = 0, то σ∞ = 0 и, следовательно, стационарное множество
системы (1) представляет собой «отрезок покоя»

x∞ = −A−1bϕ∞, −1 � ϕ∞ � 1,

лежащий в гиперплоскости c∗x = 0.
Отметим, что у систем с неединственным состоянием равнове-

сия различают два вида устойчивости в целом стационарного мно-
жества. Стационарное множество называется устойчивым в целом,
если оно устойчиво по Ляпунову и все решения стремятся к нему при
t → +∞. При этом каждое решение может не стремиться к какому-
либо состоянию равновесия. Такая ситуация имеет место, например, в
изученной в [2] задаче Вышнеградского, где траектории «наматывают-
ся» на отрезок покоя, каждая точка которого неустойчива по Ляпунову.
Если стационарное множество устойчиво в целом и, кроме того, каждое
решение при t → +∞ стремится к некоторому состоянию равновесия,
то такое стационарное множество называется точечно устойчивым
в целом [7, 41]. Примером системы с точечно устойчивым в целом
отрезком покоя может служить изученная в [23] система регулирования
турбины.

Среди различных понятий решений систем с разрывными нели-
нейностями [5, 14, 36] наиболее популярно следующее определение,
предложенное А. Ф. Филипповым [19].

Определение 1. Вектор-функция x(t), определенная на интервале
(t1, t2), называется решением уравнения

ẋ = f(t,x), x ∈ R
n, (6)

если она абсолютно непрерывна и при почти всех t ∈ (t1, t2) вектор
ẋ(t) принадлежит наименьшему выпуклому замкнутому множеству,

10*
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содержащему все значения f(t,x′), когда x′ пробегает почти всю δ-
окрестность точки x(t) в Rn (при фиксированном t), т. е.

ẋ ∈
∏
δ>0

∏
μN=0

konv f(t,U(x(t), δ)−N).

Рассмотрим случай, когда система (6) автономна и вектор-функция
f(x) претерпевает разрыв на некоторой гладкой поверхности S в про-
странстве Rn, непрерывна в некоторой окрестности этой поверхности и
существуют предельные значения f+(x) и f−(x) вектор-функции f(x),
когда точка x приближается к S с той или другой стороны.

Предположим, что поля направлений f−(x) и f+(x) «стыкуются»
на поверхности S. Тогда, согласно определению 1, поле направлений
скользящего режима на поверхности разрыва определяется следующим
образом. Построим касательную плоскость к поверхности S в точке x
и отрезок l, соединяющий концы векторов f−(x) и f+(x). Построим
вектор f0, имеющий начало в точке x и конец в точке пересечения
отрезка с касательной плоскостью. Тогда, согласно определению 1,
вектор f0 определяет поле направлений в точке x.

Очевидно, что построенное выше для системы (1) решение удовле-
творяет определению 1. Однако имеются важные прикладные задачи,
для которых определение 1 не годится. В качестве примера рассмотрим
задачу синтеза управлений u1 и u2, подчиненных ограничениям |u1| � 1,
|u2| � 1, которые переводят любую точку (x1(0),x2(0)) системы

ẋ1 = x2u1, ẋ2 = u2 (7)

в начало координат оптимальным по быстродействию способом. Извест-
но [4, 17], что синтез таких управлений осуществлен на всей плоскости
x1,x2 и, например, для первого квадранта оптимальные управления
имеют вид

u1 =

{
+1 при x1 < 0.5x2

2,

−1 при x1 � 0.5x2
2,

u2 =

{
−1 при x1 � 0.5x2

2,

+1 при x1 > 0.5x2
2.

В частности, оптимальной является траектория x1 = 0.5x2
2 и на ней

система (7) имеет вид ẋ1 = −x2, ẋ2 = −1. Возьмем точку x = (x1,x2)
на этой траектории и будем к ней приближаться со стороны x1 < 0.5x2

2.
Предельное значение правых частей системы (7) при этом будет
f+(x) = (x2,−1). Если приближаться со стороны, где x1 > 0.5x2

2, то
для предельного значения получим f−(x) = (−x2,+1). Так как f+(x) =
= −f−(x), то в данном случае отрезок l проходит через точку x, т. е.
f0(x) = 0 и решением скользящего режима по определению 1 является
состояние равновесия. В то же время на оптимальной траектории век-
тор скорости есть (−x2,−1). Таким образом, оптимальная траектория
не является решением в смысле определения 1.

М.А. Айзерман и Е. С. Пятницкий [1] предложили другое описание
решений уравнений с разрывными правыми частями. Рассмотрим их
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подход для частного случая, когда f(t,x) имеет разрыв на некоторой
поверхности Σ. Рассмотрим последовательность непрерывных вектор-
функций fε(t,x), которые вне ε-окрестности поверхности Σ совпадают
с f(t,x) и при ε→ 0 стремятся к f(t,x) в каждой точке, не принадле-
жащей Σ. Пусть xε(t) — решение системы

ẋ = fε(t,x).

Тогда под решением системы (6)

�

�

σ

ϕ

α

1

0

-1

-α

Рис. 1

понимается предел любой сходящейся
подпоследовательности решений xεk

(t).
Очевидно, что рассмотренная выше
оптимальная траектория является
решением в смысле [1]. Однако и
введенное в [1] понятие решения не
полностью обслуживает приложения.
Например, пусть в системе (1) ϕ(σ)
является характеристикой силы сухого
трения и в покое сила трения может
принимать значения больше, чем при
движении, т. е. трение носит срывной характер. В этом случае график
функции ϕ(σ) имеет вид, представленный на рис. 1.

Очевидно, что при описанных выше подходах как А.Ф. Филиппова,
так и М.А. Айзермана и Е. С. Пятницкого, решения системы (1) со
срывным и несрывным трением совпадают, что не соответствует физике
явления.

Наиболее адекватным приложениям является рассмотрение систем
с разрывными правыми частями как систем с многозначными правыми
частями (дифференциальных включений). При таком подходе ϕ(σ),
соответствующие несрывному и срывному сухому трению, имеют соот-
ветственно вид

ϕ(σ) =

{
signσ при σ = 0,

[−1,+1] при σ = 0,
ϕ(σ) =

{
sign σ при σ = 0,

[−α,+α] при σ = 0.

Теория дифференциальных включений с многозначными правыми
частями была впервые развита в работах Маршо [34, 35] и Зарембы
[42, 43]. Под решением дифференциального включения Dx(t) ∈ f(t,x)
Маршо понимал непрерывную кривую x(t), контингенция которой D в
каждой точке t принадлежит множеству f(t,x(t)). Заремба пользовал-
ся аналогичным определением с заменой термина «контингенция» на
«паратингенция». При этом контингенцией D кривой x(t) в точке t на-

зывается множество всех пределов lim
tk→t

x(tk)− x(t)
tk − t , а паратингенци-

ей — множество всех пределов lim
tk ,ti→t

x(tk)− x(ti)
tk − ti . Важевский [43] по-

казал, что если x(t) является решением дифференциального включения
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Dx ∈ f(t,x) в смысле Маршо, то вектор-функция x(t) абсолютно непре-
рывна и при почти всех t справедливо включение ẋ(t) ∈ f(t,x(t)).

Теория дифференциальных включений изложена в работах [7, 18,
21, 41]. Приведем основные понятия этой теории.

Рассмотрим вектор-функцию f(t,x) (t ∈ R1, x ∈ Rn), отображаю-
щую каждую точку (t,x) некоторой области D из Rn+1 в множество
f(t,x) точек из Rn.
Определение 2. Функция f(t,x) называется полунепрерывной 1) в
точке (t0,x0), если по любому ε > 0 найдется такое δ(ε, t,x), что
множество f(t,x) принадлежит ε-окрестности множества f(t0,x0), если
точка (t,x) находится в δ-окрестности точки (t0,x0).
Определение 3. Функция f(t,x) называется непрерывной в точке
(t0,x0), если она полунепрерывна и, кроме того, для любого ε > 0
найдется такое δ(ε, t0,x0), что множество f(t0,x0) содержится в ε-
окрестности множества f(t1,x1), если точка (t0,x0) принадлежит δ-
окрестности точки (t1,x1).

Очевидно, что функция, изображенная на рис. 1, является полуне-
прерывной, но не является непрерывной.

Определение 4. Вектор-функция x(t) называется решением диффе-
ренциального включения

ẋ ∈ f(t,x), (8)

если она абсолютно непрерывна и для тех значений t, для которых
существует производная ẋ(t), выполняется включение

ẋ ∈ f(t,x(t)).

Имеет место следующая локальная теорема существования решения
дифференциального включения [7, 41].

Теорема 1. Пусть многозначная вектор-функция f(t,x) в каждой
точке (t1,x1) области

D : |t1 − t0| � α, |x1 − a| � ρ

является полунепрерывной, а множество f(t1,x1) замкнуто, ограни-
чено и выпукло, причем

sup |y| = c для y ∈ f(t1,x1), (t1,x1) ∈ D.

Тогда при |t − t0| � τ = min(α, ρ/c) существует по крайней мере
одно решение x(t), удовлетворяющее включению (8) и начальному
условию x(t0) = a.

1) В литературе это свойство принято называть полунепрерывностью сверху
либо β-непрерывностью.
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Для дифференциального включения (8) справедлива теорема о про-
должимости решения, остающегося в ограниченной области, теорема о
том, что через каждую ω-предельную точку траектории x(t) проходит
траектория, целиком состоящая из ω-предельных точек, и ряд других
теорем качественной теории [7, 18, 21, 41].

В [20] для дифференциальных включений с непрерывной f(t,x)
доказана теорема существования решения без предположения о выпук-
лости множества f(t,x). На дифференциальные включения перенесе-
на теория абсолютной устойчивости непрерывных нелинейных систем
[7, 41].

При исследовании дифференциальных включений важную роль иг-
рает следующая теорема Б.М. Макарова о существовании доопреде-
ленной нелинейности, которая позволяет заменить дифференциальное
включение дифференциальным равенством. Пусть F (t,x, ξ) — вектор-
функция, определенная при t ∈ [a, b], x ∈ Rn, ξ ∈ Rm со значениями
в Rn. Пусть далее σ(t,x) — определенная на [a, b] × Rn непрерывная
вектор-функция со значениями в Rl и пусть ϕ(t,σ) — определенная на
[a, b]×Rl многозначная функция, значения которой суть подмножества
в Rn. Справедлива следующая
Теорема 2 ([7, 41]). Предположим, что фунция F непрерывна, а
функция ϕ полунепрерывна и ее значения — компактные подмно-
жества пространства R

n. Пусть x0(t) — абсолютно непрерывная
на [a, b] вектор-функция, удовлетворяющая при почти всех t ∈ [a, b]
соотношению

ẋ0(t) ∈ {F [t,x0(t), ξ]
∣∣ ξ ∈ A(t)},

где A(t) = ϕ[t,σ(t,x0(t))].
Тогда на [a, b] существует такая измеримая по Лебегу вектор-

функция ξ0(t), что при почти всех t ∈ [a, b] справедливы соотноше-
ния

ẋ0(t) = F [t,x0(t), ξ0(t)], ξ0(t) ∈ A(t).

2. Системы с гистерезисными функциями.

Важным для приложений классом нелинейностей являются нели-
нейности операторного типа, названные в [25] «гистерезисными функ-
циями». Типичным представителем такой нелинейности является люфт,
представленный на рис. 2. Поскольку точка с координатами σ(t), ϕ(t)
может находиться в любой точке заштрихованной полосы, то можно
считать, что люфт является многозначной функцией ϕ(σ) = [σ,σ + Δ].
Однако при таком описании люфт не различим с «обратным гистере-
зисом» ϕ = Δ

2 + σ + Δ
2 sign σ̇, изображенным на рис. 3. Динамические

свойства систем с нелинейностями, изображенными на рисунках 2
и 3, существенно различны. Поэтому необходимо было дать такое
математическое описание нелинейностей, которое учитывало бы на-
правление обхода петли гистерезиса. Такое описание было предложено
В.А. Якубовичем [25, 26] и заключается в следующем.



296 А. Х. Гелиг

�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

σ

ϕ

0

−Δσ(t) ϕ(t)

Δ ��

Рис. 2

�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

��
�

�
�

�
�

�
�

��

�

σ

ϕ

0

−Δ
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Пусть Mσ0(t0, t1) — множество непрерывных на [t0, t1] функций σ(t),
удовлетворяющих условию σ(t0) = σ0. Предположим, что имеют место
следующие соотношения.

1. Любому σ0 поставлено в соответствие некоторое множество
N(σ0) «начальных значений гистерезисной функции».

2. Для любых t1 > t0 и ϕ0 ∈ N(σ0) указан оператор ϕ[· ∣∣t1
t0
,ϕ0],

отображающий Mσ0(t0, t1) в C[t0, t1].
3. Справедливы соотношения

ϕ[σ
∣∣t1
t0
,ϕ0]t0 = ϕ0, ϕ[σ

∣∣t1
t0
,ϕ0]t ∈ N(σ(t)),

где ϕ[σ
∣∣t1
t0
,ϕ0]t — значение в точке t ∈ [t0, t1] функции ϕ[σ

∣∣t1
t0
,ϕ0].

4. Если
σ(t) = σ1(t) ∈Mσ0(t0, t∗) при t0 � t � t∗,
σ(t) = σ2(t) ∈Mσ∗(t∗, t1) при t∗ � t � t1,

где σ∗ = σ1(t∗), то

ϕ[σ
∣∣t1
t0
,ϕ0]t = ϕ[σ1

∣∣t∗
t0
,ϕ0]t при t0 � t � t∗,

ϕ[σ
∣∣t1
t0
,ϕ0]t = ϕ[σ2

∣∣t1
t∗
,ϕ∗]t при t∗ � t � t1,

где ϕ∗ = ϕ[σ1

∣∣t∗
t0
,ϕ0]t∗ .
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При выполнении этих условий семей-
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Рис. 4

ство отобрaжений ϕ[· ∣∣t1
t0
,ϕ0] называется

непрерывной гистерезисной функцией.
Если все эти отображения непрерывны,
то гистерезисная функция называется
сильно непрерывной. Если в приведен-
ном определении C[t0, t1] заменено на
L[t0, t1], то гистерезисная функция на-
зывается релейно-гистерезисной. При-
мером такой функции может служить
релейная характеристика, изображен-
ная на рис. 4.

В работах [3, 25–27] исследована абсолютная устойчивость систем
с гистерезисными функциями. Развернутая теория систем с гистерезис-
ными функциями, встречающимися не только в системах управления,
но и в различных разделах механики, была развита в монографии [12].

3. Системы с импульсной модуляцией

В системах управления и связи используются импульсные моду-
ляторы — устройства, которые преобразуют сигнал σ(t) на входе в
сигнал ξ(t) на выходе, являющийся последовательностью импульсов.
Импульсы бывают как мгновенные, описываемые δ-функциями, так и
конечной длительности, описываемые кусочно-непрерывными функци-
ями. Системы с мгновенными импульсами будут рассмотрены в следу-
ющем разделе. Здесь же мы остановимся на случае, когда ξ(t) является
кусочно-непрерывной функцией. При этом оператор M, описывающий
импульсный модулятор, преобразует заданную на [t0,+∞) непрерыв-
ную функцию σ(t) в последовательность t0 < t1 < t2 < ..., не имеющую
конечных точек сгущения, и функцию ξ(t), кусочно-непрерывную на
каждом промежутке [tn, tn+1).

Простейшим примером может служить двухполярная широтно-им-
пульсная модуляция [13] (рис. 5), при которой tn = nT ,

ξ(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
sign σ(nT ) при nT � t < nT + τn, если σ(nT ) = 0,

0 при nT � t < (n+ 1)T , если σ(nT ) = 0,

0 при nT + τn � t < (n+ 1)T.

Ширина n-го импульса τn в случае широтно-импульсной модуляции
первого рода (ШИМ-1) определяется формулой

τn = F (|σ(nT )|). (9)

При широтно-импульсной модуляции второго рода (ШИМ-2) τn явля-
ется первым положительным корнем уравнения

τn = F (|σ(nT + τn)|), (10)
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если таковой имеется на интервале (0,T ). В противном случае τn =
= T . В формулах (9), (10) функция F задана на [0,+∞), непрерывна,
F (0) = 0, 0 < F (λ) � T при λ > 0.

�

�

τn ��

τn+1��

• • •nT (n+1)T (n+2)T

ξ

t

•

•

•

1

0

-1

Рис. 5

Отметим, что если в случае ШИМ-1 оператор M, действующий из
C в L, непрерывен, то при ШИМ-2 он, вообще говоря, этим свойством
не обладает. Последнее обстоятельство приводит иногда к тому, что
при достижении параметром T некоторого бифуркационного значения
периодическое решение исчезает. Модулируемыми параметрами, кроме
ширины импульсов, могут являться амплитуда импульсов, их частота
и фаза. Применяются и импульсы непрямоугольной формы [15].

Важной характеристикой оператора M является эквивалентная
нелинейность, под которой понимается функция ϕ(σ), обладающая
следующим свойством: для каждого n существует такое t̃n ∈ [tn, tn+1),
что среднее значение n-го импульса

vn =
1

tn+1 − tn

tn+1∫

tn

ξ(t) dt

удовлетворяет соотношению
vn = ϕ(σ(t̃n)).

Будем говорить, что оператор M принадлежит классу G, если выпол-
нены следующие условия:

1. Оператор M физически реализуем. На неформальном языке это
означает, что ξ(t) зависит только от σ(τ) при τ � t, tn зависит
только от σ(τ) при τ � tn.

2. На любом промежутке [tn, tn+1) функция ξ(t) сохраняет знак.
3. При всех n справедлива оценка

δ0T � tn+1 − tn � T ,

где T и δ0 — положительные числа, т. е. частота импульсации
ограничена сверху и снизу.

4. Для оператора M существует эквивалентная нелинейность.
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Класс G описывает большинство из известных видов импульс-
ной модуляции. На импульсные системы, описываемые функцио-
нально-дифференциальными уравнениями с оператором M класса G,
распространены многие результаты теории абсолютной устойчивости
[8, 31] и колебательности непрерывных нелинейных систем (см. обзоры
[9, 10, 32]).

4. Системы со скачками

В предыдущих разделах рассматривались системы, у которых пра-
вые части разрывны, но сами траектории непрерывны. Здесь речь пой-
дет о системах с разрывными траекториями, которые иногда называют
дифференциальными уравнениями с импульсным воздействием. Эти
системы описываются следующим образом.

Даны последовательность поверхностей в [0,+∞)× Rn

Sk : t = τk(x), k = 1, 2, ... ,

обладающая свойствами

τk(x) < τk+1(x), lim
k→∞

τk(x) = ∞,

система
ẋ = f(t,x) (11)

с непрерывной правой частью и последовательность непрерывных
вектор-функций bk(x) (k = 1, 2 ...). Под решением системы с им-
пульсным воздействием понимается вектор-функция x(t), удовлет-
воряющая системе (11) при t = τk(x) и претерпевающая скачки
x(t + 0) − x(t − 0) = b(x(t − 0)) в моменты t = τk(x(t − 0)). При этом
множество моментов времени встречи траектории с некоторой поверх-
ностью Sk может быть как конечным, так и бесконечным. В работах
[16, 30, 33, 37, 38] для систем с импульсным воздействием развиты ос-
новные разделы качественной теории: теоремы существования, един-
ственности и продолжимости решения, теория локальной и глобальной
устойчивости, включая системы сравнения и векторные функции Ля-
пунова и др.

Теория дифференциальных уравнений с обобщенными функциями в
правых частях рассматривалась в [11, 22]. Одним из простейших приме-
ров таких систем может служить импульсная система автоматического
регулирования с мгновенными импульсами и частотной модуляцией
[13], описываемая уравнениями

ẋ = Ax + bξ, σ = c∗x, (12)

ξ(t) =
∑
k

λkδ(t− tk), (13)
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где A — постоянная m ×m-матрица, b и c — постоянные m-мерные
столбцы, δ(t) — дельта-функция Дирака,

λk =

{
0, если |σ(tk − 0)| � Δ,

signσ(tk − 0), если |σ(tk − 0)| > Δ

(Δ — величина нечувствительности импульсного модулятора), tk+1 =
= tk + Tk,

Tk = F (|σ(tk)|) (14)

в случае частотно-импульсной модуляции первого рода. При частотно-
импульсной модуляции второго рода Tk является первым положитель-
ным корнем уравнения

Tk = F (|σ(tk−1 + Tk)|). (15)

В (14) и (15) функция F — положительная, непрерывная и монотонно
убывающая на [0,+∞), причем lim

λ→∞
F (λ) > 0.

Другим примером является весьма распространенная амплитудная
модуляция, при которой в (13) tn = nT , λn = a(σ(nT − 0)). В этом
случае система (12), (13) сводится к дискретной системе

xn+1 = eATxn + eAT ba(σn), (16)

где xn = x(nT − 0), σn = c∗x(nT − 0). Абсолютная устойчивость и
колебания систем вида (12), (13) изучались в [6]. Аналогичные вопросы
для системы (16) и других видов дискретных систем рассматривались
в [24, 28, 29, 40].
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Аннотация: в работе рассмотрено свойство колебательности по Якубо-
вичу. Уточняются известные результаты и формулируются необходимые
и достаточные условия равномерной колебательности по Якубовичу
для нелинейных систем. Приводятся оценки области колебаний для
нелинейных динамических систем со статической нелинейностью в
цепи обратной связи.

1. Введение

Понятие колебания как процесса, обладающего той или иной степе-
нью повторяемости, претерпело со временем значительные изменения.
На рубеже XIX–XX веков выяснилось, что линейных моделей колеба-
ний недостаточно для описания новых явлений и процессов в физике
и технике. Потребовалось развитие соответствующего математическо-
го аппарата — теории нелинейных колебаний, основы которого были
заложены в работах А.Пуанкаре, Б. Ван дер Поля, А.А. Андронова,
Н.М. Крылова и Н.Н. Боголюбова, [1, 2, 9]. Важнейшим в теории нели-
нейных колебаний является понятие устойчивого предельного цикла —
периодической траектории, к которой сходятся все другие траектории
(по крайней мере, траектории с близкими начальными условиями).

В прикладных задачах, однако, периодичность часто оказывается
слишком сильным требованием и возникает необходимость в разработ-
ке удобной для практики теории непериодических колебаний. Этапами
развития такой теории явились теория почти-периодических функций
Х.Бора и теория рекуррентных функций Дж.Биркгофа и А.Пуанкаре.
Еще более широкое определение колебательности было предложено
В.В. Немыцким в 1963 г. [11]. Однако эффективных критериев суще-
ствования колебаний в смысле Немыцкого до сих пор получено не было
[9].

Удобный и практически полезный подход к изучению сложных
колебательных режимов основан на понятии колебательности (автоко-
лебательности), введенном в 1973 г. В.А. Якубовичем [15]. В рамках
этого подхода получены частотные условия колебательности для класса
так называемых систем Лурье, состоящих из номинальной линейной

†) Санкт-Петербургский государственный университет. Институт проблем
машиноведения РАН, Санкт-Петербург.

∗) Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект 05-01-00869. Ориги-
нал статьи опубликован в специальном выпуске журнала «Вестник Санкт-
Петербургского университета. Сер. матем., мех., астр.». — 2006. — № 4. —
C. 28–40.
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части и нелинейности в цепи обратной связи [3, 9, 12, 15, 16]. Для
исследования системы использовались функции Ляпунова на основе
квадратичной формы переменных состояния линейной части системы.
Полученные критерии колебательности были распространены на им-
пульсные системы [4, 5], системы с неограниченными решениями [3].
Среди применений можно отметить задачи анализа колебаний в систе-
мах регулирования [16], фазовых системах [3, 9], хаотических системах
[19]. Хотя в первых работах свойство колебательности понималось
как нежелательная альтернатива устойчивости, в дальнейшем область
применений расширилась. Например, развитый аппарат был применен
В.А.Якубовичем к интересной задаче Смейла: исследованию возмож-
ности возникновения колебаний при соединении нескольких неколеба-
тельных (асимптотически устойчивых) систем (клеток) [12, 13, 21].

При изучении многих физических и механических процессов бо-
лее естественной является декомпозиция системы не на линейную и
нелинейную части, а на две или несколько нелинейных частей. При
этом функции Ляпунова при исследовании систем строятся на осно-
ве функций энергии подсистем, которые, вообще говоря не являются
квадратичными. Условия колебательности и методы синтеза колеба-
тельных режимов для такого класса систем были предложены в работах
[6, 7, 17]; в настоящей работе усиливаются некоторые результаты этих
работ [6, 7, 17].

2. Колебательность по Якубовичу

Рассмотрим систему вида

ẋ = f(x ), (1)

где x ∈ Rn — вектор состояния; f — непрерывная и локально липшице-
вая вектор-функция. Для начальных условий x0 ∈ Rn пусть x( t,x0) —
единственное максимальное решение системы (1), определенное на ин-
тервале [0,T ). Если для всех x0 ∈ Rn выполнено T = +∞, то говорят,
что система (1) наделена свойством продолжимости решений.

Напомним, что непрерывная функция σ : R+ → R+ принадлежит
классу K, если она строго возрастает и σ (0) = 0; она принадлежит
классуK∞, если она принадлежит классуK и радиально неограничена;
говорят, что непрерывная функция β : R+ × R+ → R+ принадлежит
классу KL, если она принадлежит классу K по первому аргументу для
любого фиксированного значения второго и строго убывает до нуля для
возрастающего второго аргумента при любом фиксированном значении
первого.

Определение 1. Для α,β ∈ R и α < β функция ψ : R→ R называется
(α,β )-колебательной при t→ +∞, если ψ( t ) ограничена и выполне-
ны следующие соотношения:

lim
t→+∞ψ( t ) � β, lim

t→+∞
ψ( t ) � α.
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Функция ψ : R→ R называется колебательной по Якубовичу для t→
→ +∞, если существуют некоторые константы α и β такие, что ψ( t )
является (α,β )-колебательной при t→ +∞.

Система (1) называется колебательной по Якубовичу по выходу
ψ = η(x), если для почти всех x0 ∈ Rn решения x( t,x0) системы
ограничены и для почти всех начальных условий выполнено

lim
t→+∞

ψ (x( t,x0) ) < lim
t→+∞ ψ (x( t,x0) ) . (2)

Для векторной функции выхода ψ система (1) называется колеба-
тельной, если колебательным является хотя бы один компонент вектора
выхода. Аналогичным образом вводится колебательность при t→−∞.
Выполнение свойства (2) требуется для почти всех решений, поскольку
в прикладных задачах возможно наличие исключительного множества
начальных условий нулевой меры, для которых соответствующее реше-
ние системы (1) не будет колебательным.

Отметим, что в первоначальных формулировках [12, 15] вместо
условия ограниченности траекторий требовалась диссипативность си-
стемы (существование ограниченного множества, в которое сходятся
все траектории системы). Следующее утверждение является вариантом
«простейших критериев колебательности» [12, 15], возникающим при
замене диссипативности по Левинсону на ограниченность. Оно дока-
зывается аналогично [15].

Теорема 1. Пусть f(x ) = Ax + Bϕ(y), y = Cx (здесь A,B,C — мат-
рицы соответствующих размерностей, ϕ : Rp → Rm — непрерывно
дифференцируемая функция) и все решения системы (1) ограниче-
ны. Пусть все матрицы Qj = A + B∂ ϕ(Cxj )

∂y C, где xj — решения
уравнения Ax + Bϕ(Cx ) = 0, имеют хотя бы одно собственное
число с положительной вещественной частью и не имеют чисто
мнимых собственных чисел. Тогда система является колебательной
по Якубовичу. Если все собственные числа матриц Qj имеют поло-
жительные вещественные части, то множество начальных условий
R, для которых решения не являются колебаниями по выходу y при
t→ +∞, имеет вид R = {x : x = xj }.

Свойство колебательности по Якубовичу для системы (1) означает,
что вспомогательный выход ψ = η(x ) ограничен, но не стремится ни
к какому постоянному значению. Например, для систем Ван-дер-Поля

ẋ1 = x2 ;
ẋ2 = ε ( 1− x2

1 )x2 − x1, ε > 0 ,

или Лоренца
ẋ1 = σ (x2 − x1 ), σ > 0 ;
ẋ2 = r x1 − x2 − x1 x3 , r > 0 ;
ẋ3 = −b x3 + x1 x2, b > 0 ,



306 Д. В. Ефимов, А.Л. Фрадков

в качестве η(x ) можно выбрать любую из координат вектора состояния
xi (i = 1, 2 для системы Ван-дер-Поля и i = 1, 2, 3 для системы Лорен-
ца). В этом случае почти для всех начальных условий (за исключением
единственного положения равновесия этих систем) решения стремятся
либо к предельному циклу, либо к странному аттрактору. Для системы
Ван-дер-Поля константы α и β будут соответствовать размаху предель-
ного цикла по координате xi, а для системы Лоренца эти константы
будут определять геометрический размер странного аттрактора.

Для маятника без трения

ẋ1 = x2 ;
ẋ2 = −ω2 sin(x1 ) , ω ∈ R ,

любая из координат также может быть выбрана в качестве колеба-
тельного выхода при следующем ограничении на множество начальных
условий:

H(x1(0 ),x2(0 ) ) � 2ω2,

где H(x1,x2 ) = 0.5x2
2 + ω2( 1− cos(x1 ) ) — функция энергии (гамиль-

тониан) этой системы. Данное ограничение охватывает множество
положений равновесия, задаваемое уравнениями H(x1(0 ),x2(0 ) ) =
= 0, H(x1(0 ),x2(0 ) ) = 2ω2 и имеющее нулевую лебегову меру, на-
чинающиеся в котором решения не являются колебательными. Для
H(x1(0 ),x2(0 ) ) > 2ω2 решения этой системы являются неограничен-
ными и, следовательно, система не удовлетворяет требованиям опреде-
ления 1.

Отметим, что в теореме есть ограничительные условия. В частно-
сти, требование неустойчивости положений равновесия не позволяет
применить теорему 1 к системам с особыми точками типа «центр»,
например, к классическому осциллятору Дуффинга ẋ1 = x2, ẋ2 = x1 −
− x3

1 , имеющему три равновесия, для двух из которых матрица Якоби
имеет чисто мнимые собственные числа.

3. Условия колебательности для нелинейных систем
общего вида

Результаты, предложенные в работах [9, 15, 16] и ряде других поз-
воляют получить частотные условия колебательности для класса си-
стем Лурье, состоящих из номинальной линейной части и нелинейной
обратной связи по выходу. Однако при изучении многих физических
и механических процессов возникает необходимость анализа систем,
допускающих декомпозицию на две нелинейные части (например, ме-
ханические системы с функцией энергии, выполняющей роль функции
Ляпунова одной из подсистем). Требование существования единого
колебательного выхода для всех начальных условий также сужает
возможность данного подхода для анализа колебаний в сложных нели-
нейных системах. Представляет интерес развитие методов анализа и
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синтеза колебаний на такой класс систем. Один из вариантов такого
развития [6, 7, 17] представлен ниже.

Определение 2. Решение x( t,x0, 0 ) с x0 ∈ Rn системы (1) назы-
вается [π−,π+ ]-колебанием по выходу ψ = η(x ), где η : Rn → R —
непрерывная функция, если решение определено для всех t � 0 и
выполнено условие lim

t→+∞
ψ( t ) = π−; lim

t→+∞ ψ( t ) = π+; −∞ < π− <

< π+ < +∞. Решение x( t,x0) для x0 ∈ Rn системы (1) называется
колебательным, если для него существует выход ψ такой, что это
решение является [π−,π+ ]-колебанием по выходу ψ для некоторых
−∞ < π− < π+ < +∞. Система (1) называется колебательной, если
для почти всех x0 ∈ Rn решения системы x( t,x0) — колебательные.
Система (1) u( t ) ≡ 0, t � 0, называется равномерно колебательной,
если существуют непрерывная функция η : Rn→ R и константы −∞ <
< π− < π+ < +∞ такие, что для почти всех x0 ∈ Rn решения x( t,x0)
являются [π−,π+ ]-колебаниями по выходу ψ = η(x ).

Отметим, что константы π− и π+ являются точными минимальным
и максимальным значениями выхода ψ( t ) в асимптотике. Следователь-
но, для вычисления этих величин необходимы точные оценки на реше-
ния системы, получение которых затруднительно для системы общего
вида. Однако информации о границах величин π− и π+ достаточно
для получения оценок на амплитуду колебаний в системе. Отметим
также, что для равномерно колебательных систем величины π− и π+

не зависят от начальных условий.
Как и в случае определения 1, для систем Ван-дер-Поля и Лоренца в

качестве колебательного по определению 2 выхода ψ = η(x ) можно вы-
брать любую координату вектора состояний. Для маятника координата
x2 будет являться колебательным выходом системы для почти всех на-
чальных условий. Действительно, при ограничении H(x1(0 ),x2(0 ) ) �
� 2ω2, как и ранее, координаты x1 и x2 являются колебательными
выходами системы. При H(x1(0 ),x2(0 ) ) > 2ω2 неограниченно воз-
растает только координата x1, а координата x2 удовлетворяет всем
условиям колебательности. Кроме того, системы Лоренца и Ван-дер-
Поля являются равномерно колебательными в смысле определения 2,
а маятник — просто колебательной. Действительно, для первых двух
систем для всех начальных условий любая из координат вектора со-
стояния будет являться колебательным выходом системы с общими
верхним и нижним пределами, не зависящими от начальных условий.
Для маятника координата x2 также является общим выходом для всех
начальных условий, но значения констант π− и π+ по этому выходу
зависят от начальных условий.

Условия существования колебаний в системе (1) сформулированы в
следующей теореме, уточняющей результат [7].
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Теорема 2. Пусть существуют две непрерывные и локально
липшицевые функции Ляпунова V1 : Rn+1 → R+, V2 : Rn+1 → R+,
удовлетворяющие для всех x ∈ Rn, t ∈ R+ неравенствам

υ1 ( |x|) � V1(x, t) � υ2 ( |x|) , υ3 ( |x|) � V2(x, t ) � υ4 ( |x|) ,
υ1, υ2, υ3, υ4 ∈ K∞;

∂ V1/∂ t+ Lf(x)V1(x, t ) > 0 для 0 < |x| < X1, x /∈ Ξ, t � 0;

∂ V2/∂ t+ Lf(x)V2(x, t ) < 0 для |x| > X2, x /∈ Ξ,

X1 < υ−1
1 ◦ υ2 ◦ υ−1

3 ◦ υ4(X2 ) t � 0,

где Ξ ⊂ Rn — некоторое множество нулевой меры, не содержащее
целых траекторий системы. Если множество

Ω = {x : υ−1
2 ◦ υ1(X1 ) < |x| < υ−1

3 ◦ υ4(X2 ) }
не содержит положений равновесия системы ẋ = f(x), область
притяжения которых имеет положительную меру, то система (1)
является колебательной.

Подчеркнем, что для непрерывных и локально липшицевых функ-
ций V1 и V2 соответствующие производные определены почти всех t� 0.
Доказательство теоремы 2. Ограничимся при анализе свойств системы
ẋ = f(x) множеством начальных значений вектора состояния, не содер-
жащим положения равновесия системы (которые образуют множество
Ξ). Тогда согласно условиям теоремы решения системы определены
как минимум локально и из условия V̇2 < 0 для |x| > X2 следует
глобальная ограниченность решений системы (определенных в этом
случае для всех t � 0). В силу ограниченности траектории x( t ), t � 0,
для нее существует непустое компактное и замкнутое ω-предельное
множество, содержащееся в множестве Ω. Действительно, функция
V2( t ) асимптотически удовлетворяет неравенству V2( t ) < υ4(X2 ) при
|x( t ) | < υ−1

3 ◦ υ4(X2 ). Используя аналогичные рассуждения, можно
показать что функция V1( t ) ограничена сверху и ее значения удо-
влетворяют оценке V1( t ) > υ1(X1 ), откуда |x( t ) | > υ−1

2 ◦ υ1(X1 ). По
предположению множество Ω не содержит положений равновесия за-
мкнутой системы c областью притяжения, имеющей ненулевую меру.
Следовательно, ω-предельное множество траектории x( t ) также не
включает в себя таких инвариантных подмножеств. Тогда существует
индекс i, 1 � i � n, такой, что решение является [π−,π+ ]-колебанием
по выходу ψ = |xi | для υ−1

2 ◦ υ1(X1 ) < π− < π+ < υ−1
3 ◦ υ4(X2 ). Пред-

положим, что не существует такого выхода. Это означает, что для всех
1 � i � n для ψ = |xi | выполнено равенство π− = π+. Однако подобное
может быть выполнено только для положений равновесия, которые по
предположению исключены из множества Ω, что является противоре-
чием. Следовательно, для почти всех начальных условий существует
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колебательный выход, что по определению 2 означает колебательность
системы (1). Теорема доказана. �

Как и в работе [16], можно использовать функцию Ляпунова ли-
неаризованной в окрестности начала координат системы в качестве
функции V1 для определения свойства локальной неустойчивости си-
стемы в нуле. Далее, требование существования функции Ляпунова V2
может быть сведено к свойству ограниченности решений системы x( t )
с известной верхней границей, которая может быть оценена с использо-
ванием других подходов, не касающихся анализа свойств производной
по времени функций Ляпунова. В этом случае утверждение теоремы
2 может быть приближено к результату теоремы 1. Дополнительно,
условиям теоремы 2 удовлетворяют такие системы, как осциллятор
Дуффинга. Действительно, решения системы ограничены, ее линеари-
зация в начале координат имеет собственное число с положительной
вещественной частью, а два других положения равновесия не имеют
областей притяжения, т. е. система колебательна по Якубовичу в смыс-
ле определения 2.

В теореме 2 формулируются достаточные условия колебательности
системы (1). Оказывается, что для равномерно колебательной системы
эти условия являются также и необходимыми.

Теорема 3. Пусть система (1) является равномерно колебательной
по выходу ψ = η(x ), где η : Rn → R — монотонная по всем аргумен-
там непрерывная функция, удовлетворяющая неравенствам

χ1( |x| ) � η(x ) � χ2( |x| ), χ1,χ2 ∈ K∞,

а множество начальных условий, для которых система не колеба-
тельная, Ξ = { 0 }. Тогда существуют две непрерывные и локально
липшицевые функции Ляпунова V1 : Rn+1 → R+ и V2 : Rn+1 → R+,
для всех x ∈ Rn и t ∈ R+ удовлетворяющие неравенствам:

υ1 ( |x |) � V1(x, t ) � υ2 ( |x |) , υ3 ( |x |) � V2(x, t ) � υ4 ( |x |) ,
υ1, υ2, υ3, υ4 ∈ K∞;

∂ V1/∂ t+ Lf(x,0 )V1(x, t ) > 0 для 0 < |x| < χ−1
2 (π− );

∂ V2/∂ t+ Lf(x,0 )V2(x, t ) < 0 для |x| > χ−1
1 (π+ ).

Доказательство основано на применении следующих двух лемм.

Лемма 1. Пусть существует константа r > 0 такая, что для
решений системы (1) выполнено свойство:

0 < |x0| < r ⇒ |x( t,x0)| > r, t � Tx0 , 0 < Tx0 < +∞.
Тогда существует функция V1(x, t ), непрерывная и локально

липшицевая по первому аргументу и непрерывно дифференцируемая
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по второму аргументу, такая, что для всех x ∈ Rn, t � 0,

υ1 ( |x |) � V1(x, t ) � υ2 ( |x |) , υ1, υ2 ∈ K∞,

и для всех t � 0, 0 < |x| < r выполнено

∂ V1/∂ t+ Lf(x)V1(x, t ) > 0.

По условиям леммы 1 для всех начальных условий x0, удовле-
творяющих ограничению 0 < |x0| < r, решения x( t,x0) системы (1)
локально неустойчивы. В этом случае, согласно результату леммы, у
системы (1) необходимо существует функция Ляпунова с положительно
определенной полной производной по времени.
Доказательство леммы 1. Для |x0| < r введем в рассмотрение

следующую функцию:

v(x0 ) = inf
0�t�Tx0

|x( t,x0)|.

По условиям леммы будет выполнено v(0 ) = 0 и v(x ) > 0 при 0 <
< |x| < r. Кроме того, для 0 < |x| < r верно неравенство |v(0 ) −
− v(x )| � v(x ) � |x| = |0− x|, означающее непрерывность функции
v в нуле. Для функции v на множестве |x| < r также верно соотно-
шение

δ( |x| ) � v(x ) � |x|,
где δ( s ) = s ( 1 + s )−1 inf

|x| �s
v(x ) — непрерывная и строго возрастаю-

щая функция, δ(0 ) = 0. Отметим, что по построению

v(x0 ) = inf
0�t�T

|x( t,x0)|, T � Tx0 .

Тогда свойство локальной липшицевости функции v на множестве 0 <
< |x| < r следует из выполнения следующих неравенств для лю-
бых x1, x2 из этого множества и некоторых L > 0, M > 0, T =
= max{Tx1 ,Tx2}:

|x(t,x1)− x(t,x2)| � M |x1 − x2|,
∣∣∣|x(t,x1)| − |x(t,x2)|

∣∣∣ � L|x1 − x2|,
t � T ;∣∣∣ inf

0�t�T
|x( t,x1)| − inf

0�t�T
|x( t,x2)|

∣∣∣ � sup
0�t�T

∣∣∣|x( t,x1)| − |x( t,x2)|
∣∣∣ ;

|v(x1 )− v(x2 )| =
∣∣∣ inf
0�t�T

|x( t,x1)| − inf
0�t�T

|x( t,x2)|
∣∣∣ �

� sup
0�t�T

∣∣∣|x( t,x1)| − |x( t,x2)|
∣∣∣ � L |x1 − x2| .
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Для |x| � r доопределим функцию v так, чтобы для всех x ∈ Rn

функция v : Rn → R+ была непрерывна и локально липшицева и для
всех x ∈ Rn удовлетворяла неравенствам

υ̃1 ( |x |) � v(x ) � υ̃2 ( |x |) ,
где υ̃1, υ̃2 ∈ K∞ и υ̃1( s ) � δ( s ), s � υ̃2( s ) для s < r. По построению
для начальных условий |x0| < r выполнено

v( t ) = v(x( t,x0) ) � v(x(0,x0) ) = v(0 ),

тогда Dv(x ) f(x) � 0 для |x| < r. Выберем V1(x, t ) = v(x ) k( t ), где
k : R+ → R+ — непрерывно дифференцируемая функция со следующи-
ми свойствами для всех :

κ1 � k( t ) � κ2, 0 < κ1 < κ2 < +∞; d k/d t > 0.

Например, в качестве функции k( t ) можно выбрать следующую:

k( t ) =
κ1 + κ2 t

1 + t
, k̇( t ) =

κ2 − κ1

( 1 + t )2
.

Тогда для всех x ∈ Rn и t � 0 выполнено

υ1 ( |x |) � V1(x, t ) � υ2 ( |x |) , υ1( s ) = κ1υ̃1( s ), υ2( s ) = κ2υ̃2( s );

∂ V1/∂ t+ Lf(x)V1(x, t ) > 0 для 0 < |x| < r, t � 0. �
Лемма 2. Пусть существуют константы R > 0, TR,x0 > 0 такие,
что для решений системы (1) выполнено

|x0| > R ⇒ |x( t,x0)| < R при t � TR,x0 .

Тогда существует функция V2(x, t ) — непрерывная и локально
липшицевая по первому аргументу и непрерывно дифференцируемая
по второму аргументу, такая, что для всех x ∈ Rn, t � 0,

υ3 ( |x |) � V2(x, t ) � υ4 ( |x |) , υ3, υ4 ∈ K∞,

и для всех t � 0, |x| > R выполнено

∂ V2/∂ t+ Lf(x)V2(x, t ) < 0.

По условию леммы 2 множество A = {x : |x| < R } — глобально
притягивающее и инвариантное для решений системы (1) при нулевом
входе.
Доказательство леммы 2. Для |x0| > R введем в рассмотрение

следующую функцию

v(x0 ) = sup
t�0

|x( t,x0)|.

По условию леммы будет выполнено v(x ) > R при |x| > R. Кро-
ме того, в силу непрерывности решений системы (1) по началь-
ным условиям для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что для
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tmax = max{ TR,x1 ,TR,x2 } справедливо соотношение x1 ∈ Rn, x2 ∈
∈ Rn, |x1 − x2| � δ ⇒ |x( t,x1)− x( t,x2)| � ε, t � tmax.

Очевидно, что sup
tmax�t�0

|x( t,xi)| = sup
t�0

|x( t,xi)|, i = 1, 2. Тогда

для любых таких начальных условий |x1 − x2| � δ, |x1| > R, |x2| > R
выполнено

|v(x1 )− v(x2 )| =
∣∣∣ sup
tmax�t�0

|x( t,x1)| − sup
tmax�t�0

|x( t,x2)|
∣∣∣ � 2 ε,

что означает непрерывность функции v для |x| > R. На множестве
|x| > R для функции v также верно соотношение

|x| � v(x ) � δ( |x| ),
где δ( s ) = s + sup

|x| �s
v(x ) — непрерывная и строго возрастающая функ-

ция. Свойство локальной липшицевости функции v на множестве |x| >
> R следует из выполнения следующих неравенств для любых x1, x2
из этого множества и некоторого L > 0:∣∣∣|x( t,x1)| − |x( t,x2)|

∣∣∣ � L|x1 − x2|, t � tmax,

|v(x1 )− v(x2 )| =
∣∣∣ sup
tmax�t�0

|x( t,x1)| − sup
tmax�t�0

|x( t,x2)|
∣∣∣ �

�
∣∣∣ sup
tmax�t�0

{ |x( t,x1)| − |x( t,x2)| }
∣∣∣ � L |x1 − x2| .

Для |x| � R доопределим функцию v так, чтобы для всех x ∈ Rn

функция v : Rn → R+ была непрерывна и локально липшицева и для
всех x ∈ Rn удовлетворяла неравенствам

υ̃3 ( |x |) � v(x ) � υ̃4 ( |x |) ,
где υ̃3, υ̃4 ∈ K∞ и s � υ̃3( s ), υ̃4( s ) � δ( s ) для s > R. По построению
для начальных условий |x0| > R выполнено

v( t ) = v(x( t,x0) ) � v(x(0,x0) ) = v(0 ).

Следовательно, Dv(x ) f(x) � 0 для |x| > R. Выберем V2(x, t ) =
= v(x ) k( t ), где k : R+ → R+ — непрерывно дифференцируемая функ-
ция со следующими свойствами:

κ3 � k( t ) � κ4, 0 < κ3 < κ4 < +∞; ∂ k/∂ t < 0.

Например, в качестве функции k( t ) можно выбрать k( t ) = κ3 + ( κ4 −
− κ3 ) e−t, k̇( t ) = ( κ3 − κ4 ) e−t. Тогда для всех x ∈ Rn и t � 0 выпол-
нено

υ3 ( |x |) � V2(x, t ) � υ4 ( |x |) , υ3( s ) = κ3υ̃3( s ), υ4( s ) = κ4υ̃4( s );

∂ V2/∂ t+ Lf(x)V2(x, t ) < 0 для |x| > R, t � 0. Лемма доказана. �
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Доказательство теоремы 3. Равномерная колебательность системы
(1) по выходу ψ = η(x ) означает, что почти для всех начальных
условий существуют такие константы −∞ < π− < π+ < +∞, что

lim
t→+∞

η(x(t,x0) ) = lim
t→+∞

ψ( t ) = π−;

lim
t→+∞ η(x(t,x0) ) = lim

t→+∞ ψ( t ) = π+.

В силу свойств функции η это означает, что все регулярные решения
системы стремятся в область Ω = {x : χ−1

2 (π− ) � x � χ−1
1 (π+ ) }. Тогда

существуют постоянные X1 < χ−1
2 (π− ) и X2 > χ−1

1 (π+ ) такие, что
выполнены условия лемм 1 и 2 для r = X1 и R = X2, откуда следует
существование функций Ляпунова V1 и V2.

Для равномерно колебательных систем с единственным положением
равновесия в начале координат теоремы 2 и 3 дают необходимые и
достаточные условия колебательности. Как уже отмечалось, примерами
равномерно колебательных систем с единственным положением равно-
весия служат системы Ван-дер-Поля и Лоренца. Продемонстрируем на
этих примерах применимость предложенного подхода.

4. Примеры

1. Рассмотрим систему Ван-дер-Поля. Согласно теореме 2 для про-
верки этой системы на наличие свойства колебательности необходимо
построить две функции Ляпунова, позволяющие установить локальную
неустойчивость и глобальную ограниченность решений системы. Так
как данная система имеет только одно положение равновесия в начале
координат, то множество Ω не будет содержать данное положение
равновесия. Проанализируем свойства следующих функций Ляпунова:

V1(x) = 0.5
(
x2
1 + x2

2

)
; V2(x) = 0.5

(
ε−1x2 − 2x1 + 1/3x3

1

)2
+ 1/12x4

1 ,

чьи полные производные по времени, взятые в силу уравнений системы,
имеют вид

V̇1 = εx2
2 − εx2

2x
2
1 ;

V̇2 = −
[√

ε

2

(
2− 1

ε2

)
x1 − x2√

ε

]2

− x4
1

3ε
+

[
ε

4

(
2− 1

ε2

)2

+
2
ε

]
x2
1 .

Функция V̇1 является строго положительной для всех 0 < |x1 | < 1
и x2 = 0, однако подмногообразие x2 = 0 не содержит инвариантных
решений системы вне положения равновесия в начале координат, следо-
вательно, V̇1( t ) > 0 для почти всех t � 0, таких, что 0 < |x1( t ) | < 1 и
|x | < X1 ⇒ V̇1 � 0, где X1 = 1. Отметим, что схожие выводы были
получены в [20] для X1 =

√
3 . Локальная неустойчивость также может

быть обоснована с использованием свойств линеаризованной системы,
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чьи собственные числа всегда имеют положительную вещественную
часть для ε > 0:

λ1,2 =
ε±√ ε2 − 4

2
.

Исследуя функцию V̇2, можно получить неравенство

X2 �
√

3
[ ε2

4

(
2− 1

ε2

)2
+ 2

]
.

В этом примере функции υ1( s ) = υ2( s ) = 0.5 s2, функции υ3( s ) и
υ4( s ) могут быть построены численно для данного значения ε. От-
метим, что функция Ляпунова, аналогичная V2, для доказательства
ограниченности решений уравнения Ван дер Поля была предложена
также в [8], где, однако, она не является гладкой.
2. Рассмотрим модель системы Лоренца, где параметры σ = 10, r =

= 97 и b = 8/3. Известно что у выбранной модели при заданных значе-
ниях параметров наблюдается хаотический режим движения. Проверим
условия теоремы для этой системы. С этой целью отметим, что матрица
линеаризованной в начале координат системы

A =

[ −σ σ 0
r −1 0
0 0 −b

]
имеет при выбранных значениях параметров одно собственное число с
положительной вещественной частью. Следовательно, система локаль-
но неустойчива. Оценивая полную производную по времени от функции

V (x, y, z ) = 0.5
(
σ−1x2 + y2 + ( z − r )2

)
,

имеем

V̇ = −x2 + x y − y2 − b z2 + r b z � −0.5x2 − 0.5 y2 − 0.5 b z2 + 0.5 b r2,

откуда следует глобальная ограниченность траекторий системы Лорен-
ца. Поскольку все условия теоремы 2 выполнены, система является
равномерно колебательной в смысле определения 2.

5. Индексы возбудимости

Свойство колебательности, сформулированное в определении 2,
представлено для нулевого входа и произвольных начальных условий
в системе (1). Нижеследующее определение развивает свойство ко-
лебательности на случай ненулевого входа для заданных начальных
условий [7, 14, 17].

Рассмотрим управляемую систему вида

ẋ = f(x,u ), (3)
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где x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rp — векторы состояния, входа и выхода
соответственно; f — непрерывная и локально липшицевая равномерно
по u векторная функция. Пусть вход u( t ) является измеримой по
Лебегу и локально ограниченной почти везде функцией u : R+ → Rm.
Символом ||u||[ t0,t ] обозначим Lm∞ обозначим норму u( t ):

||u||[ t0,t ] = ess sup { |u( t ) | , t ∈ [ t0,T ] } .
Если T = +∞, то будем просто писать ‖u ‖. Обозначим через MRm

множество всех таких измеримых по Лебегу входов u со свойством
‖u ‖ < +∞. Для начальных условий x0 ∈ Rn и входа u ∈MRm пусть
x( t,x0,u ) — единственное максимальное решение системы (1), опре-
деленное на интервале [0,T ). Если для всех x0 ∈ Rn и u ∈ MRm

выполнено T = +∞, то говорят, что система (3) наделена свойством
продолжимости решений.

Определение 3. Пусть u ∈ MRm , x0 ∈ Rn — такие, что решение
x( t,x0,u ) системы (3) определено для всех t � 0. Тогда функции
χ−
ψ ( γ ),χ+

ψ ( γ ), называемые нижним и верхним индексами возбуди-
мости системы (1) в точке x0 по выходу ψ = η(x ), где η : Rn →
→ R — некоторая непрерывная функция, определяются для 0 � γ < +
+∞ следующим образом:

E(γ) =
{(
χ−
ψ,x0

(u) = lim
t→+∞

η (x(t,x0,u)) ,

χ+
ψ,x0

(u) = lim
t→+∞ η (x(t,x0,u))

)}
‖u‖�γ

,(
χ−
ψ,x0

(γ),χ+
ψ,x0

(γ)
)

= arg sup
(a,b)∈E(γ)

{b− a} .

Нижний и верхний индексы возбудимости по выходу ψ для системы
(3), наделенной свойством продолжимости решений, определяются как

χ−
ψ ( γ ) = inf

x0∈Rn
χ−
ψ,x0

( γ ), χ+
ψ ( γ ) = sup

x0∈Rn

χ+
ψ,x0

( γ ).

Аналогичным способом можно ввести индексы возбудимости по
произвольному векторному выходу ψ = η(x ). При этом индексы бу-
дут векторами той же размерности. Последнее свойство было введено
только для фиксированных начальных условий в силу того, что для
произвольных начальных условий индексы возбудимости могут иметь
сложную форму зависимости от нормы входа.

Для ненулевого входа значение χ+
ψ ( γ )− χ−

ψ ( γ ) соответствует мак-
симальной (на заданном множестве входов ‖u ‖ � γ) асимптотической
амплитуде колебаний сигнала ψ(x(t)). Следовательно, индексы возбу-
димости характеризуют способность системы к возбуждению управля-
емых колебаний, вызванных входом, ограниченным величиной γ.
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Стоит подчеркнуть целесообразность вычисления оценок значений
χ−
ψ ( γ ) и χ+

ψ ( γ ) для всех величин 0 � γ < +∞. Действительно, пусть
для данной системы максимальная амплитуда колебаний достигается
для некоторого уровня входного сигнала γ∗ и для всех γ � γ∗ ам-
плитуда колебаний убывает. Индексы χ−

ψ ( γ ) и χ+
ψ ( γ ) в этом случае

для γ � γ∗ сохранят свои значения. Следовательно, для определения
критического уровня γ∗ входного воздействия необходимо построить
полные графики функций χ−

ψ ( γ ) и χ+
ψ ( γ ). Полученная характеристика

оказывается тесно связана с исследованным недавно в работе [22] (для
задачи подавления колебаний) коэффициентом Коши (Cauchy gain).
Действительно, π+ − π− или χ+

ψ,x0
(u )−χ−

ψ,x0
(u ) являются асимптоти-

ческими амплитудами сигнала ψ( t ) в смысле [22] для случаев нулевого
и отличного от нуля входа u, в то время как χ+

ψ ( γ ) служит оценкой
коэффициента Коши для системы (3).

С другой стороны индексы возбудимости характеризуют робаст-
ность свойства колебательности, введенного в определении 2. Действи-
тельно, если для некоторых 0 < γ∗ � γ < +∞ выполнено χ−

ψ ( γ ) = χ+
ψ

+( γ ), то это означает потерю системой свойства колебательности для
входных сигналов с амплитудой большей γ∗. Однако отсюда не следует,
что любой вход (с амплитудой большей γ∗) разрушает колебания в
системе в силу того, что в определении 3 ищется максимум по всем
входам. Аналогичный вывод верен для случая χ+

ψ ( γ ) = +∞.
Продемонстрируем связь между колебательностью и индексами воз-

будимости системы.
Следствие 1. Пусть для системы (3) при u = k(x) выполнены
все условия теоремы 2 и решение x( t,x0,u ), x0 ∈ Rn, u =
= k(x ) (k : Rn → Rm — непрерывная функция) является [π−,π+ ]-
колебанием относительно некоторого выхода ψ = η(x ) в смысле
определения 2. Тогда [π+ − π− � υ−1

3 ◦ υ4(X2 ) − υ−1
2 ◦ υ1(X1 ),

π+ − π− � χ+
ψ,x0

( γ ) − χ−
ψ,x0

( γ )], где γ � γ∗, γ∗ = sup
|x |�Γ

|k(x ) |,
Γ = υ−1

3 ◦ υ4 (max {X2, |x0 | } ).
Таким образом, для вычисления оценок индексов возбудимости до-

статочно найти некоторое управление k для системы (3), гарантирую-
щее колебательность в замкнутой системе. Для построения «возбуж-
дающей» обратной связи k(x) можно использовать, например, метод
скоростного градиента [10].
Доказательство следствия 1. Согласно результатам теоремы 2 решение
системы (3) с обратной связью k удовлетворяет ограничению |x( t ) | �
� Γ для всех x0 ∈ Rn и t � 0. Тогда вход u = k(x ) ограничен сверху
величиной γ∗ и результат следует из определений 2 и 3.

Развитие результатов этого раздела на случай динамических нели-
нейных систем с запаздыванием получено в работе [18].

Следствие 1 дает верхнюю оценку предельного размаха колебаний
через разность индексов возбудимости. Однако в задачах управления
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возбуждением колебаний может оказаться необходимым оценить пре-
дельное отклонение заданного выхода от заданного фиксированного
уровня, например, соответствующего равновесию системы в отсутствии
возбуждающего воздействия. В этом случае могут оказаться полезны-
ми верхние и нижние оценки индексов возбудимости. Приведем здесь
один из таких результатов [14], справдливый для систем с диссипацией.
Теорема 4 ([14]). Пусть для системы (3) существует функция V (x)
(функция запаса), удовлетворяющая условию пассивности

V (x(t)) = V (x(0)) +

t∫

0

(y(s)Tu(s)− �(x(s))) ds, (4)

причем функция запаса V (x) и скорость диссипации �(x) удовлетво-
ряют неравенствам

α0|y|2 � V (x) � α1|y|2 + d, (5)

�0|y|2 � �(x) � �1|y|2 (6)

для некоторых положительных α0,α1, �0, �1, d. Пусть множество

Ω− =
{
x : h(x) = 0, V (x) < α0

( γ
�1

)2}
не содержит целых траекторий свободной системы ẋ = f(x, 0).

Тогда индексы возбудимости χ+
V (γ), χ−

V (γ) по отношению к V (x)
удовлетворяют неравенствам

α0

(
γ

�1

)2

� χ−
V (γ) � χ+

V (γ) � mα1

(
γ

�0

)2

+ d, (7)

а индексы возбудимости χ+
y (γ), χ−

y (γ) по отношению к y удовлетво-
ряют неравенствам

√
α 0

γ

�1
� χ−

y (γ) � χ+
y (γ) � (mα1)1/2

γ

�0
+
√
d . (8)

При этом нижняя оценка реализуется для управления

u(t) = γ sign y(t), (9)

соответствующего методу скоростного градиента.

Важным условием теоремы является второе неравенство (5), озна-
чающее для лагранжевых и гамильтоновых систем ограниченность
потенциальной энергии. Чтобы получить аналогичный результат для
систем с неограниченным потенциалом, можно использовать прием
введения малых перекрестных членов в функцию запаса. В частности,
для нелинейных осцилляторов с одной степенью свободы, описываемых
системой дифференциальных уравнений

ϕ̇ = y, ẏ = −�y + Π′(ϕ) + u(t), (10)
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с потенциалом Π(ϕ) можно воспользоваться модифицированной функ-
цией запаса

V (ϕ, ϕ̇) = ϕ̇2/2 + Π(ϕ) + εϕϕ̇, (11)

где ε — достаточно малое число. Оценивая скорость изменения функ-
ции (11), можно показать, что если потенциал удовлетворяет неравен-
ствам

Π(ϕ) � c0|ϕ|2 − d0, ϕΠ′(ϕ) � c1Π(ϕ) − d1. (12)

то решения системы (10) ограничены при ограниченных управлениях и
справедлива верхняя оценка для индекса возбудимости, имеющая вид

χ+(γ) � R1

(
γ

�

)2

+R0, (13)

где R1 = max{2c1, c21}, R0 > 0. Поскольку нижняя оценка

χ−(γ) � 1
2

(
γ

�

)2

также справедлива, приходим к тому же порядку асимптотики при
малых �. Эти оценки применимы, в частности, к системе Дуффинга,
потенциал которой Π(ϕ) = ϕ2/2− ϕ4/4 удовлетворяет условиям (12).

6. Заключение

Работа посвящена рассмотрению свойства колебательности по Яку-
бовичу для нелинейных систем. Уточняются известные результаты и
формулируются необходимые и достаточные условия равномерной ко-
лебательности по Якубовичу. Приводятся оценки области колебаний
для нелинейных динамических систем со статической нелинейностью
в цепи обратной связи. Для управляемых систем наряду с оценка-
ми предлагается и алгоритм управления, обеспечивающий в системе
выполнение оценок, что позволяет применять полученные результаты
как к анализу, так и к синтезу колебательных систем. Важно, что на
основе понятия колебательности по Якубовичу удается решать задачи
анализа и синтеза сложных систем, в которых колебательные режимы
не обязательно являются периодическими.
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Инвариантная стабилизация и задача
слежения∗

1. Введение

Под инвариантностью понимается независимость данного выхода
системы от возмущения, постоянно действующего на систему через
один из ее входов. Первой работой в этой области явилась статья
[6], в которой было предложено решение задачи инвариантности для
линейной стационарной системы шестого порядка. Эта работа явилась
предметом оживленной дискусии, описанной в книге [3], и стимули-
ровала многочисленные иследования, обзор которых приведен в [4].
В большинстве работ по проблеме инвариантности изучались линейные
системы (из последних работ см., например, [7–9]). Инвариантности
нелинейных систем посвящено значительно меньше работ (см. обзор
[4]), в которых использовались либо различные методы линеаризации,
либо подходы, близкие к теории чувствительности. В этой статье бу-
дет построено инвариантное управление нелинейной гладкой системой,
а также осуществлен синтез управления, решающего задачу слежения.

2. Инвариантная стабилизация линейных
нестационарных систем

Рассматривается линейная нестационарная система управления
с произвольным возмущением

ẋ = A(t)x + b1(t)u1 + b2(t)u2 + ϕ(t)g,

σ = c∗x, x(t0) = x0,
(1)

где t � t0, x ∈ Rn, A(t) — заданная равномерно ограниченная вместе со
своими производными порядка до n − 1 включительно матрица, b1(t),
b2(t) — заданные равномерно ограниченные вместе со своими произ-
водными порядка до n− 2 включительно векторы, вектор наблюдения
c и вектор распределения возмущения g заданы и постоянны, ϕ(t) —
произвольная ограниченная скалярная функция.

Допустимыми будем называть управления

u1(t) = s∗1 (t)x(t),

u2(t) = s∗2(t)x(t) + ϕ(t)α(t),
(2)

где векторы s1(t), s2(t) и скаляр α(t) равномерно ограничены при t � t0.

†) Санкт-Петербургский государственный университет.
∗)Оригинал статьи опубликован в специальном выпуске журнала «Вестник

Санкт-Петербургского университета. Сер. матем., мех., астр.». — 2006. —
№ 4. — C. 41–47.
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Задача заключается в построении допустимых управлений, обеспе-
чивающих выполнение условий: для произвольно задаваемого β > 0

σ(t) = Ce−βt, C = const, (3)

∃M <∞ : ‖x(t)‖ � M , t � t0. (4)

Решение задачи. Сформируем

σ̇(t) = (c∗A(t) + c∗b1(t)s∗1 (t) + c∗b2(t)s∗2(t))x+

+(c∗b2(t)α(t) + c∗g)ϕ(t).

Положим
α2(t) = − c∗g

c∗b2(t)
.

Тогда
σ̇(t) = c∗(D(t) + b2(t)s∗2(t))x,

где
D(t) = A(t) + b1(t)s∗1 (t). (5)

Зададимся числом β > 0 и определим s2(t) из условия

c∗(D(t) + b2s
∗
2)x = βc∗x,

т. е. положим
s∗2(t) = −c

∗(D(t)− βI)
c∗b2(t)

. (6)

Таким образом, выбором s2(t) вида (6) обеспечивается выполнение
условия (3).

Теперь определим вектор s1(t), при котором система

ẋ = D(t)x − b2c
∗(D(t)− βI)
c∗b2(t)

x

асимптотически устойчива. Перепишем эту систему в виде

ẋ = D1(t)x,

где с учетом (5)

D1(t) = P (t)D(t) + β
b2(t)c∗

c∗b2(t)
, P (t) = I − b2(t)c∗

c∗b2(t)
или

ẋ = (A1(t) + b(t)s∗1 )x, (7)

где
A1 = P (t)A(t) + β

b2(t)c∗

c∗b2(t)
, b(t) = P (t)b1(t).

Решение задачи стабилизации системы (7) содержится, например, в ра-
ботах [1, 5] и базируется на преобразованиях подобия, приводящих
систему к каноническому виду.

11
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Замечание. Предположим, что функция возмущения ϕ(t) не измеряе-
ма, но вектор наблюдения c подлежит выбору. Тогда решение рассмат-
риваемой задачи, т. е. определение допустимого управления, обеспечи-
вающего выполнение условий (3) и (4), проводится несколько иначе.

Полагаем c∗g = 0, тогда

σ̇ = (c∗A+ c∗b1s∗1 + c∗b2s∗2)x.

Выбираем s2 = − c∗g
c∗b2(x)

, тогда σ̇(t) = 0. Отсюда при σ0 = c∗x0 =

= 0 имеем σ(t) ≡ 0. Если c∗x0 = 0, то выбором s∗2 =
c∗(D(t)− βI)

c∗b2(t)
обеспечиваем выполнение условия (3), а искомый вектор s1 ищем как
стабилизирующий вектор обратной связи для системы (7).

Итак, доказана следующая

Теорема 1. Пусть в системе (1) c∗b2(t) = 0 при t � t0 и либо изме-
ряемо возмущение, либо c∗g = 0. Тогда существует и определяется
в явном виде двумерное управление, обеспечивающее инвариантную
стабилизацию системы.

3. Инвариантная стабилизация нелинейных систем

Рассмотрим при t � 0 систему

ẋ = A(x)x + b1(x)u1 + b2(x)u2 + g(x)ψ(t), (8)

σ = c∗x, (9)

где A(x) — непрерывная и ограниченная на Rm матрица-функция
размерности m ×m, b1(x), b2(x) и g(x) — непрерывные ограниченные
m-мерные столбцы-функции, c — постоянный m-мерный столбец, ψ(t)
— скалярная непрерывная ограниченная функция, описывающая посто-
янно действующее возмущение.

Задача заключается в построении скалярных непрерывных управ-
лений u1(x) и u2(x), обеспечивающих при любом x(0) выполнение
следующих свойств:

σ(t) = σ(0) exp(−εt), ε > 0, (10)

lim
t→+∞ ‖x(t)‖ � γ0 lim

t→+∞ |ψ(t)|. (11)

Будем искать управления u1(x) и u2(x) в виде

u1 = s∗1 (x)x, (12)

u2 = s∗2(x)x + α(t,x), (13)

где s1(x) и s2(x) — m-мерные столбцы-функции, α(t,x) — скалярная
функция.
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Выберем сначала s2(x) и α(t,x) таким образом, чтобы выполнялось
свойство инвариантности (10). Очевидно, соотношение (10) равносиль-
но уравнению

σ̇ + εσ = 0. (14)

Вычислим производную σ̇ в силу системы (8) и подставим в нее
функции (12) и (13):

σ̇ =
(
c∗A(x) + c∗b1(x)s∗1 (x) + c∗b2(x)s∗2(x)

)
x+

+c∗b2(x)α(t,x) + c∗g(x)ψ(t).
(15)

Подставив выражения (9) и (15) в уравнение (14), придем к соотноше-
нию (

c∗A(x) + c∗b1(x)s∗1 (x) + c∗b2(x)s∗2(x) + c∗
)
x+

+c∗b2(x)α(t,x) + c∗g(x)ψ(t) = 0.
(16)

Предположим, что
c∗b2(x) = 0. (17)

Тогда соотношение (14) будет выполнено, если положить

α(t,x) = − c∗g(x)
c∗b2(x)

ψ(t),

s∗2(x) = −c
∗ (A(x) + b1(x)s∗1 (x) + εc∗)

c∗b2(x)
.

(18)

Заметим, что если c∗g = 0, то управление u2 не зависит от ψ.
После подстановки выражений (18) в уравнение (8) последнее при-

мет вид
ẋ =

(
A1(x) + b(x)s∗1 (x)

)
x+ f(x)ψ(t), (19)

где

A1(x) =
(
I − b2(x)c∗

c∗b2(x)

)
A(x) − ε b2(x)c

∗

c∗b2(x)
,

b(x) =
(
I − b2(x)c∗

c∗b2(x)

)
b1(x),

f(x) = g(x)− c∗g(x)
c∗b2(x)

b2(x).

Задача свелась к такому выбору s1(x), при котором выполняется свой-
ство (11).

Предположим, что однородная система

ż =
(
A1(z) + b(z)s∗1 (z)

)
z = 0 (20)

принадлежит классу, для которого в [2] было найдено робастное стаби-
лизирующее управление u = s∗1 z, s1 = λHem. При этом была построена
функция Ляпунова V (z) = z∗H−1z, удовлетворяющая неравенству

V̇ + βV < 0

11*
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при всех векторах z с ‖z‖ = 0. Это неравенство эквивалентно матрич-
ному неравенству(

A1(z) + b(z)s∗1
)∗
H−1 +H−1(A1(z) + b(z)s∗1

)
+ βH−1 < 0, (21)

которое выполняется при всех z ∈ Rm.
Рассмотрим для системы (19) функцию Ляпунова V (x) = x∗H−1x.

Ввиду (21) ее производная, взятая в силу системы (19), удовлетворяет
неравенству

V̇ � −βV + 2x∗H−1f(x)ψ(t). (22)

При любом μ > 0 очевидно соотношение∣∣2x∗H−1ψf
∣∣ � μ‖x‖2 +

1
μ

∥∥H−1f
∥∥2
ψ2(t). (23)

Поскольку ‖x‖2 � 1
λ−

V , где λ− — минимальное собственное число

матрицы H−1, то из (22) и (23) вытекает оценка

V̇ � −δV + γ(t), (24)

где
γ(t) = μ−1ψ2(t) sup

x∈Rm

‖H−1f(x)‖2, δ = β − μ

λ−
.

Из неравенства (24) после умножения его на exp δt и интегрирования
получаем соотношение

V
(
x(t)

)
� V

(
x(0)

)
e−δt + e−δt

t∫

0

eδλγ(λ) dλ. (25)

Введем обозначение γ∗ = lim
t→+∞ γ(t) и рассмотрим функцию

γ1(t) =
{
γ(t), если γ(t) > γ∗,
γ∗, если γ(t) � γ∗,

которая обладает свойствами γ(t) � γ1(t) и

lim
t→+∞ γ1(t) = γ∗. (26)

Из (25) вытекает оценка

V
(
x(t)

)
� V

(
x(0)

)
e−δt + e−δt

t∫

0

eδλ[γ1(t)− γ∗] dλ+ e−δt
t∫

0

eδλγ∗ dλ.

(27)
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Пусть введенный выше положительный параметр μ удовлетворяет нера-
венству μ < βλ−. Тогда δ > 0. Ввиду (26) первые два слагаемые
в правой части соотношения (27) при t → +∞ стремятся к нулю,
а последнее слагаемое стремится к величине γ∗/δ. Таким образом,
доказана оценка

lim
t→+∞V

(
x(t)

)
� γ∗

δ
,

из которой вытекает неравенство (11), в котором

γ0 =
supx∈Rm ‖H−1f(x)‖√

δλ−μ
.

Теорема 2. Предположим, что выполнено условие (17) и управления
u1 и u2 выбраны по формулам (12), (13). Тогда любое решение систе-
мы (8) обладает свойствами (10), (11).

4. Задача слежения

Рассмотрим теперь задачу слежения. Пусть дана система

ẋ = A(x)x + b1(x)u1 + b2(x)u2, (28)

σ = c∗x, (29)

где A, b1, b2 и c такие же, как в системе (8), (9), и скалярная функия
β(t), ограниченная вместе со своей производной на [0,+∞). Требуется
построить скалярные управления u1 и u2 таким образом, чтобы при
любом x(0) ошибка слежения

ζ(t) = σ(t) − β(t) (30)

обладала свойством

ζ(t) = ζ(0) exp(−εt), ε > 0, (31)

и решение x(t) было ограничено:

lim
t→+∞ ‖x(t)‖ � γ0.

Покажем, как эта задача сводится к рассмотренной выше задаче
инвариантной стабилизации. Очевидно, свойство (31) равносильно ра-
венству

ζ̇ + εζ = 0.

Подставив в него выражение (30), получим в силу (28), (29) соотно-
шение

c∗
(
A(x)x + b1(x)u1 + b2(x)u2

)
+ εc∗x− ψ(t) = 0, (32)
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где ψ(t) = β̇(t) + εβ(t). Предположим, что имеет место свойство (10) и
положим в (28)

u2 =
ψ(t)− εc∗x− c∗A(x)x − c∗b1(x)u1

c∗b2(x)
, u1 = s∗1 (x)x.

Тогда соотношение (32) будет удовлетворено, а уравнение (28) примет
вид

ẋ =
(
A1(x) + b(x)s∗1 (x)

)
x+ f(x)ψ(t), (33)

где

A1(x) =
(
I − b2(x)c∗

c∗b2(x)

)
A(x) − εb2(x)c

∗

c∗b2(x)
,

b(x) =
(
I − b2(x)c∗

c∗b2(x)

)
b1(x),

f(x) =
1

c∗b2(x)
b2(x).

Уравнение (33) имеет такой же вид, что и уравнение (19) в рассмот-
ренной выше задаче инвариантной стабилизации.
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Аннотация: дается обзор современного состояния теории фазовой син-
хронизации. Рассматриваются приложения этой теории для синхрон-
ных и асинхронных электрических машин, систем фазовой автома-
тической подстройки частоты, самосинхронизации неуравновешенных
роторов. При исследовании глобальной устойчивости систем фазовой
синхронизации широко применяется частотная теорема Якубовича–
Калмана.

1. Введение

Можно часто наблюдать проявление эффекта фазовой синхрони-
зации. Электрический ток в энергосети вырабатывается синхронными
электрическими генераторами, действие которых основано на принципе
фазовой синхронизации. Одновременно с включением телевизора за-
пускается специальная система фазовой синхронизации, управляющая
генератором развертки электронного луча. В настоящее время астати-
ческие системы фазовой синхронизации применяются для управления
распределенными системами тактовых генераторов в многопроцессор-
ных кластерах (синхронизация часов в многопроцессорной системе).

С широким спектром применения систем фазовой синхронизации
связано разнообразие их механических, электромеханических и элек-
тронных реализаций. Однако универсален сам принцип фазовой син-
хронизации: разность фаз колебаний трансформируется в управляющее
воздействие на частоту генератора — и происходит синхронизация
колебаний.

Общая теория фазовой синхронизации сформировалась во второй
половине XX в. в результате обобщения методов, развитых в рамках
трех самостоятельных теорий:

1) теории синхронных и асинхронных электрических машин;
2) теории систем фазовой автоподстройки частоты (phase locked

loops);
3) теории самосинхронизации неуравновешенных роторов.

†) Санкт-Петербургский государственный университет. Институт проблем
машиноведения РАН.

∗) Работа выполнена при частичной поддержке Российского фонда
фундаментальных исследований (№ 04–01–00250А), Программы русско-
голландского сотрудничества NOW. Оригинал статьи опубликован в специаль-
ном выпуске журнала «Автоматика и телемеханика». — 2006. — № 10. —
C. 47–86.
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В настоящем обзоре рассматриваются те разделы этих теорий,
внутри которых создавались понятия и методы, развивавшиеся в
дальнейшем в общую теорию фазовой синхронизации. Описываются
три уровня рассмотрения задач фазовой синхронизации: на уровне
механических, электромеханических или электронных реализаций, на
уровне фазовых и частотных соотношений и на уровне дифферен-
циальных, разностных, интегральных или интегродифференциальных
уравнений. Приводятся основные понятия теории фазовой синхрониза-
ции. Описываются методы глобального исследования систем фазовой
синхронизации: метод периодических функций Ляпунова, метод поло-
жительно инвариантных конусных сеток, метод нелокального сведения.

Здесь сделана попытка изложить основные понятия и методы тео-
рии фазовой синхронизации на самом простом уровне — для как можно
более широкого круга специалистов в тех областях, где возможно
применение этой теории. С этой целью существенно модернизировано
описание известных методов, многие результаты снабжены новыми, бо-
лее простыми доказательствами. Кроме того, показано взаимопроник-
новение методов и идей резличных конкретных теорий, использующих
принципы фазовой синхронизации.

2. Синхронные и асинхронные электрические машины

Пионерской работой, в которой были заложены многие принципы
общей теории фазовой синхронизации, была статья Ф. Трикоми [76].
Она была посвящена глобальному анализу дифференциальных уравне-
ний синхронной электрической машины. Это исследование было сразу
замечено и изложено в известной книге [3]. В дальнейшем методы
Ф. Трикоми развивались и модернизировались его многочисленными
последователями [7, 9, 17, 48, 52, 57, 72].

Здесь рассмотрим наиболее простые математические модели син-
хронных и асинхронных электродвигателей, обсудим их с точки зрения
теории фазовой синхронизации и опишем основные идеи Ф. Трикоми.

Опишем здесь следующую электромеханическую модель, которая
позволяет рассмотреть динамику синхронных и асинхронных электро-
двигателей с общих позиций.

Основные элементы этих электродвигателей — неподвижный ста-
тор и вращающийся ротор. На статоре имеются обмотки, по которым
проходит переменный электрический ток, создающий переменное маг-
нитное поле. Примем здесь, что обмотки статора устроены так, что
при прохождении через них переменного тока вектор напряженности
магнитного поля является постоянным по величине и вращается с
постоянной угловой скоростью [19, 41, 47] (рис. 1).

Такое вращающееся магнитное поле впервые было получено Г. Фер-
рарисом и Н. Теслой в 1888 г. [19]. Ясно, что частота его вращения
совпадает с частотой переменного тока, проходящего через обмотки
статора.
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Рис. 1. Вращающееся магнитное поле

Примем здесь, что электромагнитные процессы в обмотках ротора
не влияют на параметры вращающегося магнитного поля (т. е. прене-
брегаем влиянием этих процессов на токи в обмотках статора).

Предположим теперь, что в пазах ротора располагаются две пер-
пендикулярные по отношению друг к другу обмотки. Схематично они
изображены на рис. 2. Здесь показан в виде рамки с током i1 (или i2)
один из витков такой обмотки.

Для синхронной машины одна из рамок замкнута (так называе-
мая демпферная обмотка), к другой подводится (обычно через щетки
электродвигателя) постоянное напряжение e. Эту обмотку называют
обмоткой возбуждения.

Рис. 2. Схема обмоток

Для асинхронной машины обе рамки замкнуты. В этом случае
говорят, что обмотки короткозамкнуты. Ясно, что здесь e = 0.

Будем рассматривать движение рамок во вращающейся системе
координат, жестко связанной с вектором напряженности магнитного
поля. В этом случае токи i1(t) и i2(t) в рамках определяются с учетом



330 Г. А. Леонов

закона электромагнитной индукции и закона Ома:

L
di1(t)
dt

+Ri1(t) = e+ SB(sin θ(t)) θ̇(t),

L
di2(t)
dt

+Ri2(t) = SB(cos θ(t)) θ̇(t).
(2.1)

Здесь R и L — соответственно сопротивление и индуктивность
каждой из рамок, которые будем предполагать одинаковыми. Величина
B — напряженность магнитного поля, S — площадь каждой из рамок,
θ(t) — угол между плоскостью рамки с током i1 и плоскостью, перпен-
дикулярной вектору напряженности магнитного поля.

Движение ротора с расположенными на нем рамками относительно
вращающегося магнитного поля имеет вид

Iθ̈ = −βSB(i1(t) sin θ + i2(t) cos θ)−M. (2.2)

Здесь I — момент инерции ротора, β — коэффициент пропорцио-
нальности, M — момент сил сопротивления (так называемый момент
нагрузки).

Предположим вначале, что L = 0. В этом случае, подставляя (2.1)
в уравнение (2.2), получим

Iθ̈ = −βS
2B2

R
θ̇ − βSBe

R
sin θ −M. (2.3)

Введя переобозначение θ → −θ, это уравнение можно записать в виде

θ̈ + αθ̇ + b sin θ = γ. (2.4)

Здесь

α =
βS2B2

IR
, b =

βSBe

IR
, γ =

M

I
.

В дальнейшем для синхронной машины (e > 0), не умаляя общ-
ности, примем, что b = 1. К уравнению такого вида можно привести
уравнение (2.4), используя замену времени τ = t

√
b .

Синхронному рабочему режиму синхронной машины соответствует
состояние равновесия уравнения (2.4):

θ(t) ≡ θ0, θ̇ ≡ 0, (2.5)

где θ0 удовлетворяет соотношениям

sin θ0 = γ, cos θ0 > 0.

Этот режим возможен, когда γ < 1. В этом случае он является локально
асимптотически устойчивым. Состояния равновесия (2.5) с cos θ0 < 0
являются неустойчивыми седловыми особыми точками. Заметим, что
стационарные множества системы (2.1), (2.2) при L = 0 и при L > 0
совпадают. Сохраняется также локальная устойчивость и неустойчи-
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вость стационарных решений при переходе от уравнения (2.4) (случай
L = 0) к системе (2.1), (2.2) (случай L � 0).

Проведенный Ф. Трикоми глобальный анализ уравнения (2.4) пока-
зал, что существует некоторое число α(γ), для которого при α > α(γ)
все решения уравнения (2.4) стремятся при t → +∞ к состояниям
равновесия. При α < α(γ) имеются так называемые круговые решения,
для которых θ̇(t) � ε ∀ t � t0. Здесь ε > 0, t0 — некоторые числа.

В первом случае имеет место глобальное затягивание в синхронный
режим (особые решения, стремящиеся к неустойчивым седлам, физиче-
ски не наблюдаемы). Во втором — при некоторых начальных условиях
θ(0), θ̇(0) имеет место рассинхронизация.

Рабочему режиму асинхронного электродвигателя соответствует ре-
шение

θ(t) ≡ −s0t+ θ0, θ̇(t) ≡ −s0,
где θ0 — некоторое число. Число s0 зависит от L и поэтому формулы
для его вычисления являются разными для (2.4) (при L = 0) и для
(2.1), (2.2) (при L > 0).

При e = 0 система (2.1), (2.2) может быть преобразована к системе
третьего порядка. Для этого введем в рассмотрение следующие преоб-
разования: θ1 = −θ,

s = θ̇1, x =
L

SB
(i1 cos θ1 + i2 sin θ1) , y =

L

SB
(−i1 sin θ1 + i2 cos θ1) .

Система (2.1), (2.2) запишется в новых переменных следующим обра-
зом:

ṡ = ay + γ,
ẏ = −cy − s− xs,
ẋ = −cx+ ys,

(2.6)

где

a =
β(SB)2

IL
, c =

R

L
.

Заметим, что величина s0 для уравнения (2.4) определяется из
соотношения s0 = γ/α, а для системы (2.6) — из соотношения

acs0

c2 + s20
= γ. (2.7)

Таким образом, в отличие от синхронной машины уравнение (2.4)
неадекватно описывает асинхронную машину. Наиболее простым адек-
ватным описанием динамики асинхронной машины является система
(2.6). Функция

ϕ(s0) =
acs0

c2 + s20

называется статической характеристикой асинхронной машины.
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Матрица Якоби правой части системы (2.6) в стационарной точке
s = s0, y0 = −γ/a, x0 = −γs0/ac имеет вид(

0 a 0
−1− x0 −c −s0
y0 s0 −c

)
.

Ее характеристический полином, учитывая (2.7), можно записать в
виде

p3 + 2cp2 +
(
c2 + s20 +

ac2

c2 + s20

)
p+ ac

c2 − s20
c2 + s20

.

Отсюда следует, что стационарная точка s0, y0,x0 локально асимптоти-
чески устойчива при s0 < c и неустойчива при s0 > c.

При отсутствии нагрузки (γ = 0) при любых начальных данных
осуществляется захват в синхронизм:

lim
t→+∞x(t) = lim

t→+∞ y(t) = lim
t→+∞ s(t) = 0.

Такая глобальная устойчивость нулевого решения системы (2.6)
легко доказывается с помощью функции Ляпунова

V (x, y, s) = x2 + y2 +
s2

a
.

Далее происходит наброс нагрузки (это типично, если асинхронный
электродвигатель используется в приводе металлорежущего станка).
И здесь важно, чтобы в новом переходном режиме решение системы
(2.6) с ненулевым γ и начальными условиями x = y = s = 0 стремилось
при t→ +∞ к стационарной точке x0, y0, s0.

Здесь наблюдается весьма специальный тип синхронизма «с вы-
четом частотной составляющей s0». Условия, при которых возможны
такие переходные процессы, будут описаны далее.

Приведем здесь основные результаты, полученные Ф. Трикоми, пе-
рейдя от уравнения (2.4) к эквивалентной системе

θ̇ = η,
η̇ = −αη − ϕ(θ), (2.8)

где ϕ(θ) = sin θ − γ.
Теорема 1. Любое ограниченное при t � 0 решение системы (2.8)
стремится при t→ +∞ к некоторому состоянию равновесия.

Доказательство этой теоремы легко провести, построив функцию
ляпуновского типа

V (η, θ) =
1
2
η2 +

θ∫

0

ϕ(θ) dθ

и применив стандартные рассуждения в рамках прямого метода Ляпу-
нова [5, 16].



Фазовая синхронизация. Теория и приложения 333

Ясно, что для системы (2.8) необходимым условием существования
асимптотически устойчивого (в малом) состояния равновесия (которое
соответствует устойчивому синхронному рабочему режиму электродви-
гателя) является условие γ < 1. В этом случае система (2.8) имеет
седловое состояние равновесия η = 0, θ = θ0 + 2kπ, где число θ0
удовлетворяет условиям

sin θ0 = γ, cos θ0 < 0, θ0 ∈
(π
2
,π
)
,

и асимптотически устойчивое (в малом) состояние равновесия η =
= 0, θ = θ1 + 2kπ, где число θ1 удовлетворяет условиям

sin θ1 = γ, cos θ1 > 0, θ1 ∈
(
0,
π

2

)
.

Зафиксируем параметр γ ∈ (0, 1) и будем варьировать параметр α ∈
∈ [0,+∞).

При α = 0 система (2.8) интегрируема и легко видеть, что для се-
паратрисы θ(t)+, η(t)+ седла θ = θ0, η = 0, удовлетворяющей условиям

lim
t→+∞ η(t)+ = 0, lim

t→+∞ θ(t)+ = θ0,

η(t) > 0 ∀ t ∈ (T ,+∞)

(здесь T — некоторое число), существует некоторое число τ такое, что

η(τ)+ = 0, θ+(τ) ∈ (θ0 − 2π, θ0),
η(t)+ > 0 ∀ t > τ.

(2.9)

(рис. 3).
Рассмотрим теперь отрезок прямой

η = −K(θ − θ0), θ ∈ [θ0 − 2π, θ0].

Легко видеть, что на этом отрезке выполнены соотношения

(η +K(θ − θ0))• = −αη +Kη − sin θ + γ =

= (θ − θ0)
(
−K(K − α) +

γ − sin θ
θ − θ0

)
.

Используя очевидное неравенство∣∣∣∣γ − sin θ
θ − θ0

∣∣∣∣ � 1 ∀ θ = θ0

и предполагая, что

α > 2,
α

2
−
√
α2

4
− 1 < K <

α

2
+

√
α2

4
− 1 ,

получим оценку
(η +K(θ − θ0))• < 0 (2.10)

при η = −K(θ − θ0), θ ∈ (θ0 − 2π, θ0).
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Рис. 3. Сепаратриса седла Рис. 4. Нижняя оценка сепаратрисы

Из оценки (2.10) следует (рис. 4), что сепаратриса θ(t)+,
η(t)+ в полосе {η, θ | θ ∈ (θ0 − 2π, θ0)} будет располагаться выше
отрезка прямой {η, θ | η = −K(θ − θ0), θ ∈ (θ0 − 2π, θ0)}. Отсюда
следует, что при α > 2 не существует числа τ , для которого выполнены
соотношения (2.9).

Хорошо известно, что кусок траектории S : {η(t)+, θ(t)+ | t � τ}
непрерывно зависит от параметра α. Отсюда и из приведенных выше
рассуждений вытекает следующий известный результат.

Теорема 2 ([76]). Для любого γ > 0 существует число α(γ) ∈ (0, 2]
такое, что система (2.8) с такими параметрами γ, α(γ) имеет в
цилиндрическом фазовом пространстве {η, θ mod 2π} гомоклиниче-
скую траекторию:

lim
t→+∞ η(t) = lim

t→−∞ η(t) = 0,

lim
t→+∞ θ(t) = θ0, lim

t→−∞ θ(t) = θ0 − 2π.

Легко также показать, что α(γ) однозначно определяется по γ и что
α(γ) является монотонно возрастающей функцией.

Из теорем 1 и 2 вытекает следующее расположение траекторий в
фазовом пространстве системы (2.8).

1. При α > α(γ) сепаратрисы, стремящиеся при t→ +∞ к седловым
состояниям равновесия системы (2.8), являются границами областей
притяжения асимптотически устойчивых состояний равновесия. Мож-
но показать [7], что все фазовое пространство разбито на такие области
притяжения (рис. 5).

2. При α = α(γ) области притяжения устойчивых состояний рав-
новесия также ограничены такими сепаратрисами. Однако эти области
уже не заполняют все фазовое пространство.

В области, расположенной над гомоклиническими орбитами, все
траектории стремятся при t → +∞ к бесконечности, приближаясь к
множеству, состоящему из гомоклинических орбит (рис. 6).

3. При α < α(γ) между сепаратрисами возникают коридоры неустой-
чивости (рис. 7).
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Рис. 6. Гомоклиническая бифуркация
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Рис. 7. Случай α < α(γ)



336 Г. А. Леонов

В этих коридорах все траектории стремятся при t → +∞ к беско-
нечности. Все фазовое пространство разбивается на такие коридоры и
области притяжения устойчивых состояний равновесия.

Таким образом, случай 1 соответствует глобальной устойчивости:
все траектории стремятся при t→ +∞ к состояниям равновесия. Для
синхронной машины это соответствует тому, что при любом переходном
режиме качания ротора демпфируются и в результате машина выходит
на рабочий синхронный режим.

В случае 3 возможен как переход к синхронному режиму, так и
выпадение машины из синхронизма. Это зависит от начальных условий
θ(0), η(0).

Приведем здесь наиболее известные аналитические оценки величи-
ны α(γ).
Теорема 3 ([52, 57]).

α(γ) < 2 sin
(

1
2
θ1

)
.

Заметим, что при малых γ эта оценка принимает вид

α(γ) < γ. (2.11)

Теорема 4 ([57]).

α(γ)2 >
√

3(cos θ1)2 + 1 − 2 cos θ1.

Вычисление величины α(γ) с помощью численных методов обсуж-
дается в [26, 43].

Обобщение приведенных здесь методов и результатов на более
сложные модели синхронных машин изложено в [16, 62].

Другие бифуркации в системах фазовой синхронизации: удвоения
периода, Андронова–Хопфа, полуустойчивого цикла — изучались и
обсуждались в [8, 9, 17, 26, 43, 44, 46, 59, 62–64, 69].

3. Системы фазовой автоподстройки частоты

Системы фазовой автоподстройки (ФАП, phase locked loops, PLL)
широко распространены в радиотехнике и электросвязи. После их
изобретения в 30–40-х гг. XX в. стала интенсивно развиваться как
практика применения, так и теория систем ФАП [15, 18, 26, 29, 32,
34, 35, 43, 45, 53, 54, 59, 61–63, 66, 67]. В последнее десятилетие си-
стемы ФАП стали широко применяться для управления тактовы-
ми генераторами цифровых сигнальных процессоров, многопроцессор-
ных кластеров и других устройств цифровой обработки информации
[26–28, 36, 37, 39, 58, 64, 65, 74].

Опишем здесь основные принципы синтеза и анализа систем ав-
топодстройки. Здесь с 60-х гг. стало традиционным использование
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трех уровней описания систем ФАП: 1) первый уровень — описание
электронной реализации системы, 2) второй уровень — описание блок-
схемы, содержащей фазовые соотношения, 3) третий уровень — описа-
ние дифференциальными, интегральными или разностными уравнени-
ями.

Приведем здесь такое, ставшее классическим, описание системы
ФАП с генераторами, вырабатывающими гармонические колебания [15,
32].

Рассмотрим систему ФАП на первом уровне (рис. 8)

ЭГ БП

ПГ

фильтр
f

f

1

�

Рис. 8. Электронная схема системы ФАП

Здесь ЭГ — эталонный генератор, ПГ — подстраиваемый генератор,
вырабатывающие высокочастотные «почти гармонические колебания»

fj(t) = Aj sin(ωj(t)t+ ψj).

Блок БП является перемножителем колебаний f1(t) и f2(t). На его
выходе появляется сигнал f1(t)f2(t). Соотношения между входом ξ(t)
и выходом σ(t) линейного фильтра имеют вид

σ(t) = α0(t) +

t∫

0

γ(t− τ)ξ(τ) dτ.

Здесь γ(t) — импульсная переходная функция фильтра, α0(t) — экспо-
ненциально затухающая функция, зависящая от начального состояния
фильтра в момент t = 0.

Электронные реализации генераторов, перемножителей и фильтров
имеются в [2, 39].

Переформулируем теперь свойство высокочастотности колебаний
fj(t) в следующее условие.

Рассмотрим большой фиксированный промежуток времени [0,T ],
который можно разбить на малые промежутки вида [τ , τ + δ], (τ ∈
∈ [0,T ]), где выполняются соотношения

|γ(t)− γ(τ)| � Cδ, |ωj(t)− ωj(τ | � Cδ

∀ t ∈ [τ , τ + δ], ∀ τ ∈ [0,T ];
|ω1(τ) − ω2(τ)| � C1 ∀ τ ∈ [0,T ],

ωj(t) � R, ∀ t ∈ [0,T ].

(3.1)

Здесь будем считать, что δ — достаточно мало по отношению к фик-
сированным числам T ,C,C1, а число R — достаточно большое по
отношению к числу δ. Последнее означает, что на малых промежутках
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[τ , τ + δ] функции γ(t) и ωj(t) являются почти константами, а функции
fj(t) на них быстро осциллируют, как гармонические функции. Ясно,
что такие условия имеют место для высокочастотных колебаний.

Рассмотрим теперь две блок-схемы, изображенные на рисун-
ках 9 и 10.

БП фильтр
f

f

( )t

( )T

( )tg1

�

Рис. 9. Перемножитель и фильтр

Рис. 10. Фазовый детектор и фильтр

Здесь θj(t) = ωj(t)t + ψj , которые будем называть фазами колеба-
ний fj(t), ФД — нелинейный блок с характеристикой ϕ(θ), называемый
фазовым детектором (дискриминатором). На входы блока ФД поступа-
ют фазы θj(t), выходом является функция ϕ(θ1(t)− θ2(t)).

Сигналы f1(t)f2(t) и ϕ(θ1(t)− θ2(t)) поступают на одинаковые филь-
тры с одинаковой импульсной переходной функцией γ(t). Выходами
фильтров являются соответственно функции g(t) и G(t).

Классический синтез систем ФАП основан на хорошо известном
результате.

Теорема 5. Если выполнены условия (3.1) и

ϕ(θ) =
1
2
A1A2 cos θ,

то при одних и тех же начальных состояниях фильтра имеет
место соотношение

|G(t) − g(t)| � C3δ, ∀ t ∈ [0,T ].

Здесь C3 — некоторое не зависящее от δ число.

Таким образом, выходы g(t) и G(t) двух блок-схем на рисунках 9
и 10 мало отличаются друг от друга и можно перейти (с точки зрения
асимптотики по δ) на следующий уровень описания — на уровень
фазовых соотношений 2).

В этом случае блок-схема на рис. 8 перейдет в следующую блок-
схему на рис. 11.
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Рис. 11. Блок-схема ФАП на уровне фазовых соотношений

Доказательство теоремы 5. Очевидно, что при t ∈ [0,T ]

g(t)−G(t) =

t∫

0

γ(t− s) [A1A2 sin(ω1(s)s+ ψ1)×

× sin(ω2(s)s+ ψ2)− ϕ(ω1(s)s− ω2(s)s+ ψ1 − ψ2)] ds =

= −A1A2

2

t∫

0

γ(t− s) [cos ((ω1(s) + ω2(s))s + ψ1 + ψ2)] ds.

Рассмотрим промежутки [kδ, (k + 1)δ], где k = 0, ... ,m, а число m
такое, что

t ∈ [mδ, (m+ 1)δ].

Из условий (3.1) следует, что на каждом из промежутков [kδ, (k +
+ 1)δ] справедливы соотношения

γ(t− s) = γ(t− kδ) +O(δ), (3.2)

ω1(s) + ω2(s) = ω1(kδ) + ω2(kδ) +O(δ) (3.3)

при любом s ∈ [kδ, (k + 1)δ]. Но тогда из соотношения (3.3) вытекает
оценка

cos ((ω1(s) + ω2(s))s+ ψ1 + ψ2) =

= cos ((ω1(kδ) + ω2(kδ))s+ ψ1 + ψ2) +O(δ)
(3.4)

для любого s ∈ [kδ, (k + 1)δ].
Из соотношений (3.2) и (3.4) следует, что

t∫

0

γ(t− s) [cos ((ω1(s) + ω2(s))s+ ψ1 + ψ2)] ds =

=
m∑
k=0

γ(t− kδ)
(k+1)δ∫

kδ

[cos ((ω1(kδ) + ω2(kδ))s+ ψ1 + ψ2)] ds+O(δ).

(3.5)
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Из последнего неравенства (3.1) и из того факта, что R — доста-
точно большое по отношению к δ число, следует оценка

(k+1)δ∫

kδ

[cos ((ω1(kδ) + ω2(kδ))s+ ψ1 + ψ2)] ds = O(δ2).

Отсюда следует, что

t∫

0

γ(t− s) [cos ((ω1(s) + ω2(s))s+ ψ1 + ψ2)] ds = O(δ).

Теорема доказана. �
Рассмотрим теперь высокочастотные импульсные генераторы, со-

единенные по схеме на рис. 8. Здесь

fj(t) = Ajsign sin(ωj(t)t+ ψj).

Колебания такого вида характерны для импульсных последовательно-
стей тактовых генераторов [2, 27, 28, 36–39, 42, 58, 65, 74], центриро-
ванных относительно нулевого напряжения. Перемножитель колебаний
здесь может выполнен на логическом элементе «исключающее или»
[38, 42].

Как и ранее будем здесь предполагать, что выполнены условия (3.1).
Рассмотрим теперь 2π-периодическую функцию ϕ(θ) следующего

вида:

ϕ(θ) =

{
A1A2(1 + 2θ/π) при θ ∈ [−π, 0],

A1A2(1− 2θ/π) при θ ∈ [0,π].
(3.6)

и блок-схемы на рисунках 9 и 10.
Теорема 6 ([27, 28, 65]). Если выполнены условия (3.1) и характе-
ристика фазового детектора ϕ(θ) имеет вид (3.6), то при одних и
тех же начальных состояниях фильтра имеет место соотношение

|G(t)− g(t)| � C4δ ∀ t ∈ [0,T ].

Здесь C4 — некоторое, не зависящее от δ число.

Доказательство. Очевидно, что при t ∈ [0,T ]

g(t)−G(t) =

t∫

0

γ(t− s) [A1A2sign [sin(ω1(s)s+

+ ψ1) sin(ω2(s)s+ ψ2)]− ϕ(ω1(s)s− ω2(s)s+ ψ1 − ψ2)] ds.
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Как и в доказательстве теоремы 5 рассмотрим промежутки
[kδ, (k + 1)δ] и воспользуемся соотношениями (3.2)–(3.4) для того,
чтобы получить оценку

t∫

0

γ(t− s) [A1A2sign [sin(ω1(s)s+ ψ1) sin(ω2(s) + ψ2)] −

− ϕ(ω1(s)s− ω2(s)s+ ψ1 − ψ2)] ds =

=
m∑
k=0

γ(t− kδ)
[ (k+1)δ∫

kδ

A1A2sign [cos((ω1(kδ)− ω2(kδ)kδ + ψ1 − ψ2) −

− cos((ω1(kδ) + ω2(kδ))s+ ψ1 + ψ2)] ds−

− ϕ((ω1(kδ)− ω2(kδ) + ψ1 − ψ2)δ ] +O(δ2)
]
.

Отсюда и из соотношения

A1A2

(k+1)δ∫

kδ

sign [cosα− cos(Rs+ ψ0)] ds = ϕ(α)δ +O(δ2),

которое выполнено при любом α ∈ [−π,π], любом ψ0 и при доста-
точно большом относительно числа δ числе R, получим утверждение
теоремы 6. �

Теорема 6 является основой для синтеза систем фазовой автопод-
стройки с импульсными генераторами. Она позволяет провести для
импульсных тактовых генераторов параллельное рассмотрение двух
блок-схем: на уровне электронной реализации (рис. 8) и на уровне
фазовых соотношений (рис. 11), где можно применять общие принципы
теории фазовой синхронизации.

Таким образом, возможно построение теории фазовой синхрониза-
ции распределенных систем тактовых генераторов в многопроцессор-
ных кластерах [27, 28, 65].

Сделаем теперь одно замечание, необходимое для вывода диффе-
ренциальных уравнений системы ФАП.

Рассмотрим величину

θ̇j(t) = ωj(t) + ω̇j(t) t.

Для правильно синтезированной, а именно обладающей свойством
глобальной устойчивости, системы ФАП имеет место экспоненциальное
затухание величины ω̇j(t):

|ω̇j(t)| � Ce−αt.
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Здесь C и α — некоторые, не зависящие от t, положительные числа.
Поэтому величина ω̇j(t)t, как правило, достаточно мала по отношению
к числу R (см. условие (3.1)).

Из приведенных выше соотношений можно сделать вывод о том,
что имеет место следующее приближенное равенство:

θ̇j(t) = ωj(t). (3.7)

При выводе дифференциальных уравнений систем ФАП используют
блок-схему на рис. 11 и соотношение (3.7), которое принимают точным.

Заметим, что закон управления подстраиваемым генератором при-
нимается линейным:

ω2(t) = ω2(0) + LG(t). (3.8)

Здесь ω2(0) — начальная частота подстраиваемого генератора,
L — некоторое число, G(t) — управляющий сигнал, который является
выходом фильтра (рис. 11).

Таким образом, уравнение системы ФАП имеет вид

θ̇2(t) = ω2(0) + L
(
α0(t) +

t∫

0

γ(t− τ) ϕ(θ1(τ) − θ2(τ)) dτ
)
.

Принимая, что эталонный генератор высокостабилен, т. е. ω1(t) ≡
≡ ω1(0), отсюда получим следующие уравнения системы ФАП:

(θ1(t)− θ2(t))• + L
(
α0(t) +

t∫

0

γ(t− τ)ϕ(θ1(τ) − θ2(τ)) dτ
)

=

= ω1(0)− ω2(0). (3.9)

Это — уравнение типовой системы ФАП [43, 44].
Заметим, что если фильтр является интегрирующим с передаточной

функцией
K(p) =

1
p+ α

и ϕ(θ) = sin θ, то уравнение (3.9) эквивалентно уравнению (2.4) с θ =
= θ1 − θ2, b = L, γ = ω1(0)− ω2(0).

Используя рассуждения, проведенные при доказательствах теорем
5 и 6, можно получить соотношение

t∫

0

[f1(τ)f2(τ) − ϕ(θ1(τ) − θ2(τ))] dτ = O(δ).

Это соотношение является аналогом теорем 5 и 6, когда K(p) = p−1.
Из равенств (3.4) и (3.5) следует, что подстраиваемый генератор можно
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рассматривать как идеальный интегратор с передаточной функцией
K(p) = Lp−1. Отсюда следует, что в системах ФАП можно применять
фильтры с передаточными функциями более общего вида:

K(p) = a+W (p),

где a — некоторое число, W (p) — правильная дробно-рациональная
функция. В этом случае вместо уравнения (3.9) получим уравнение

(θ1(t)− θ2(t))• + L
[
a(ϕ(θ1(t)− θ2(t)) +

+ α0(t) +

t∫

0

γ(t− τ)ϕ(θ1(τ) − θ2(τ))dτ
]

= ω1(0)− ω2(0). (3.10)

4. Самосинхронизация неуравновешенных роторов

Явление самосинхронизации неуравновешенных роторов, находя-
щихся на общем упругом основании, было открыто в середине двадца-
того века [1, 10–14, 33, 73].

Рассмотрим это явление на примере двухвибраторной системы
(рис. 12) [33]. Электрический привод левого вибратора создает силовой
момент, который вращает вибратор с заданной угловой скоростью ω.
Привод правого вибратора создает силовой момент M � 0.

Рис. 12. Платформа с дебалансными вибраторами

Пренебрегая влиянием динамики правого вибратора на движения
платформы и левого вибратора (вспомним аналогичное предположение
для обмоток статора при рассмотрении модели электродвигателей),
получим, что точка подвеса физического маятника, которым является
правый вибратор, совершает вертикальные колебания вида A cosωt.

Хорошо известно [33], что в этом случае динамика правого ротора
описывается дифференциальным уравнением

Iϕ̈+ kϕ̇+meAω2 cosωt sinϕ = mge sinϕ+M. (4.1)

Здесь I — момент инерции ротора, m — его масса, e — эксцентриситет,
k — коэффициент вязкого трения, ϕ — угол поворота ротора.
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Введем обозначение
θ = ϕ− ωt

и преобразуем уравнение (4.1) к виду

Iθ̈ + kθ̇ +
meAω2

2
(sin θ + sin(θ + 2ωt))−mge sin(θ + ωt) = M − kω.

(4.2)
Примем теперь методику, развитую при анализе и синтезе систем ФАП.

Введем обозначения

α =
k

I
, β =

meAω2

2I
, γ =

M − kω
I

, ρ =
mge

I

и предположим, что величина ω достаточно большая по отношению к
α,α−1,β, γ и ρ. Кроме того, предположим, что

β > |γ|. (4.3)
В этом случае уравнение

σ̈ + ασ̇ + β sinσ = γ (4.4)

имеет в фазовом пространстве области притяжения устойчивых поло-
жений равновесия (рис. 7)

Будем рассматривать уравнение (4.4) как уравнение сравнения для
уравнения (4.2).

Покажем, что на любом конечном прометужке [0,T ] при достаточно
больших ω разность решений θ(t) и σ(t) уравнений (4.2) и (4.4) с
одними и теми же начальными данными

θ(0) = σ(0), θ̇(0) = σ̇(0), |θ̇(0)| � 2β + |γ|+ ρ

α
(4.5)

достаточно мала. Для этого запишем уравнение (4.2) в интегральной
форме:

θ(t) = ν(t) +

t∫

0

γ(t− τ)
[
sin θ(τ) + sin(θ(τ) + 2ωτ) −

−ρ sin(θ(t) + ωτ)
β

− γ

β

]
dτ.

Аналогичная интегральная форма для уравнения (4.4) имеет вид

σ(t) = ν(t) +

t∫

0

γ(t− τ)
[
sinσ(τ) − γ

β

]
dτ.

Здесь θ(0) = σ(0), θ̇(0) = σ̇(0),

ν(t) =
1
α

(1− e−αt)θ̇(0) + θ(0), (4.6)

γ(t) =
β

α
(1− e−αt). (4.7)
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Так же, как при доказательстве теоремы 5, здесь получим соотно-
шение

t∫

0

γ(t− τ)
[
sin(θ(τ) + 2ωτ)− ρ

β
sin(θ(τ) + ωτ)

]
dτ = O(δ).

Здесь учитывается, что γ(t) и θ(t) — медленно меняющиеся на
интервалах [kδ, (k + 1)δ] функции.

В самом деле, для функции γ(t) это следует из соотношения (4.7).
Хорошо известно, что для уравнения (4.2) из условий (4.5) следует

оценка
|θ̇(t)| � 2β + |γ|+ ρ

α
∀ t � 0.

Отсюда вытекает, что θ(t) медленно изменяется на [kδ, (k + 1)δ]. При
этом функции sin(θ(t) + 2ωt) и cos(θ(t) + ωt) быстро осциллируют на
[kδ, (k + 1)δ].

Таким образом, можно сформулировать следующий результат.

Теорема 7. Для любых T > 0 и δ > 0 существует число ω > 0,
достаточно большое по отношению к α, α−1, β, |γ| и ρ и такое,
что для решений θ(t) и σ(t) уравнений (4.1) и (4.4) с начальными
данными (4.5) выполнено неравенство

|θ(t) − σ(t)| � δ ∀ t ∈ [0,T ]. (4.8)

Из этой теоремы и из неравенства (4.3) следует, что для уравнения
(4.1) при фиксированных значениях α,β, γ, ρ, T > 0, удовлетворяющих
(4.3), для достаточно больших ω наблюдается вращение правого ротора
с частотой ω на временном промежутке [0,T ] при начальных условиях
ϕ̇(0) = 0, sinϕ(0) = γ/β, ϕ(0) ∈ (0,π/2). Этот же эффект наблюда-
ется и при начальных условиях ϕ(0) = σ(0), ϕ̇(0) = σ̇(0) из обла-
сти притяжения устойчивого положения равновесия σ̇(0) = 0, σ(0) ∈
∈ (−π/2,π/2), sinσ(0) = γ/β.

Напомним, что при M = 0 и при некоторых значениях параметров
α,β, γ, ρ для достаточно больших ω в некоторой окрестности начальных
условий ϕ̇(0) = 0, ϕ(0) = 0 и ϕ̇(0) = 0, ϕ(0) = π наблюдается устой-
чивость этих состояний равновесия [20, 30, 75].

5. Уравнения систем фазовой синхронизации

Отметим вначале, что при рассмотрении и синхронных машин, и
систем ФАП, и неуравновешенных роторов приходим к анализу диф-
ференциального уравнения

θ̈ + αθ̇ + sin θ = γ. (5.1)

Однако в более сложных случаях уравнения систем ФАП и син-
хронных машин имеют различную структуру.



346 Г. А. Леонов

В том случае, когда передаточная функция фильтра a+W (p) невы-
рожденна, т. е. ее числитель и знаменатель не имеют общих корней,
уравнение (3.10) эквивалентно следующей системе дифференциальных
уравнений:

ż = Az + bψ(σ),
σ̇ = c∗z + ρψ(σ).

(5.2)

Здесь A — постоянная n × n-матрица, b и c — постоянные n × n-
векторы, ψ(σ) — 2π-периодическая функция, удовлетворяющие соотно-
шениям ρ = −aL,

W (p) = Lc∗(A− pI)−1b,

ψ(σ) = ϕ(σ) − ω1(0)− ω2(0)
L(a+W (0))

.

Заметим, что в (5.2) σ = θ1 − θ2.
Из невырожденности a + W (p) следует [16, 30, 59] полная управ-

ляемость пары (A, b) и полная наблюдаемость пары (A, c). Последнее
означает выполнение неравенств

det(b,Ab, · · · ,An−1b) = 0,

det(c,A∗c, · · · , (A∗)n−1c) = 0.

Дискретная система фазовой автоподстройки частоты описывается ана-
логичными уравнениями [29]:

z(t+ 1) = Az(t) + bψ(σ(t)),
σ(t+ 1) = σ(t) + c∗z(t) + ρψ(σ(t)).

(5.3)

Здесь t ∈ Z, где Z — множество целых чисел.
Уравнения (5.2) и (5.3) — это уравнения так называемых типовых

систем ФАП [43].
Имеется много различных модификаций систем ФАП, уравнения

которых приведены в [15, 18, 26, 29, 32, 34, 35, 43, 45, 53, 54, 59, 61–63,
66, 67].

Приведем здесь уравнения астатической системы ФАП, управля-
ющей тактовыми генераторами в цифровых сигнальных процессорах
[27, 28, 65]. Блок-схема такой системы отличается от блок-схемы на
рис. 11 с характеристикой фазового детектора (3.6) лишь тем, что после
фильтра включен релейный элемент с характеристикой u(G) = signG.
В этом случае получим следующие уравнения системы ФАП:

ż = Az + bϕ(σ),
σ̇ = g(c∗z),

(5.4)

где σ = θ1 − θ2, матрица A и векторы b и c таковы, что

W (p) = c∗(A− pI)−1b,

g(G) = −L(signG) + (ω1(0)− ω2(0)).
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Напомним, что здесь предполагается высокостабильность эталонно-
го генератора: θ̇1(t) ≡ ω1(t) ≡ ω1(0).

Широкий класс синхронных электрических машин описывается сле-
дующей системой дифференциальных уравнений [16, 24, 77]:

dσ

dt
= η,

dη

dt
= −g(η,σ) + z∗Cf(σ) − ϕ(σ),

dz

dt
= Az +Df(σ)η,

(5.5)

где A — постоянная n × n-матрица, D и C — n ×m-матрицы, f(σ)
— непрерывно дифференцируемая 2π-периодическая m-мерная вектор-
функция, ϕ(σ) и g(η,σ) — непрерывно дифференцируемые функции,
удовлетворяющие условиям

μ1 � g(η,σ)
η

� μ2 ∀ η = 0, ∀σ ∈ R1,

ϕ(σ + 2π) = ϕ(σ), g(η,σ + 2π) = g(η,σ), ∀ η ∈ R1, ∀σ ∈ R1.

Здесь μ1 и μ2 — неотрицательные числа.
Заметим, что система (2.1), (2.2) может быть записана в виде (5.5) с

σ = −θ, η = −θ̇, z =
(
i1 − e/R

i2

)
,

g(η,σ) = 0, ϕ(σ) =
βSBe

IR
sinσ − M

I
, f(σ) =

SB

L

(
sinσ
cosσ

)
,

A =
(−R

L 0
0 −R

L

)
, D =

(
1 0
0 −1

)
, C = −βL

I

(−1 0
0 1

)
.

Синхронные двигатели с двумя демпферными обмотками, питающиеся
от мощной сети, описываются уравнениями (5.5) с трехмерным векто-
ром z, компонентами которого являются токи в обмотке возбуждения
и в двух демпферных обмотках [47].

Различные обобщения и модификации приведенных здесь уравне-
ний (5.5) имеются в [25, 62].

6. Некоторые общие понятия теории фазовой
синхронизации

В предыдущих разделах были приведены уравнения систем фазовой
синхронизации. Они различны, но их общей чертой является наличие
угловых координат. Важным свойством всех систем, встречающихся в
приложениях, является свойство устойчивости.
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Наличие угловой координаты позволяет ввести цилиндрическое фа-
зовое пространство. Для этого рассмотрим n-мерное дифференциаль-
ное уравнение

dx

dt
= F (t,x), x ∈ Rn, t ∈ R1. (6.1)

Здесь F (t,x) — вектор-функция, определенная на R1 ×Rn.
Предположим, что для линейно независимых векторов dj ∈ Rn (j =

= 1, ... ,m) справедливы тождества

F (t,x+ dj) = F (t,x) ∀x ∈ Rn, ∀ t ∈ R1. (6.2)

Часто скалярную величину d∗jx/|dj | называют угловой координатой.
Для системы (2.8), например,

d1 =
(
2π
0

)
, x =

(
θ
η

)
,

d∗1x
|d1| = θ.

Введем в рассмотрение дискретную группу

Γ =
{
x =

m∑
j=1

kjdj | kj ∈ Z, j = 1, ... ,m
}
.

Здесь Z — множество целых чисел.
Рассмотрим фактор-группу Rn/Γ, элементами которой являются

классы вычетов
[x] = {x+ u | ∀u ∈ Γ, x ∈ Rn}.

Далее введем так называемую плоскую метрику

ρ([x], [y]) = inf
z∈[x]
v∈[y]

|z − v|. (6.3)

Здесь z ∈ Rn, v ∈ Rn, | · | — евклидова норма в Rn.
Легко видеть, что справедливо следующее утверждение.

Предложение 1. Если x(t) — решение уравнения (6.1), определенное
на интервале (t1, t2), то x(t) + kdj , k ∈ Z, также является решением
уравнения (6.1) на интервале (t1, t2).

Из предложения 1 следует, что введенное таким образом метриче-
ское пространство Rn/Γ в автономном случае (т. е. когда F (t,x) ≡
≡ F (x)) является фазовым пространством системы (6.1). Это означает,
что это пространство разбивается на непересекающиеся траектории
системы (6.1), если есть факт существования и единственности траек-
торий в Rn. Часто такое пространство удобно для исследования и в
общем неавтономном случае, когда имеется зависимость правой части
(6.1) от времени.
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Пространство Rn/Γ часто называют цилиндрическим фазовым про-
странством, так как оно диффеоморфно поверхности цилиндра

C × C × ...× C︸ ︷︷ ︸
m

×R1 × ...×R1︸ ︷︷ ︸
n−m

.

Здесь C — окружность.
Часто пространство Rn/Γ с метрикой (6.3) оказывается более удоб-

ным, чем пространство Rn.
Во-первых, для Rn/Γ исчезает та многозначность, которая связана

с угловыми координатами: всем значениям угловой координаты σ + 2kπ
соответствует только одно состояние реальной системы.

Во-вторых, здесь может быть введено естественным образом поня-
тие ограниченности решений системы (6.1) в пространстве Rn/Γ отно-
сительно метрики (6.3). Такая ограниченность означает ограниченность
решений в исходном пространстве Rn только по неугловым координа-
там (а также, быть может, и по некоторым угловым координатам, если
их число больше, чем m).

В-третьих, для автономного случая естестественным образом вво-
дится классификация циклов. Поясним это более подробно.

Пусть правая часть уравнения (6.1) не зависит от времени (т. е.
F (t,x) ≡ F (x)).

Как обычно, решение x(t) системы (6.1) называем циклом первого
рода, если x(t) не является состоянием равновесия и существует число
T > 0 такое, что

x(t+ T ) = x(t) ∀ t ∈ R1. (6.4)

Определение 1. Решение x(t) будем называть циклом второго рода,
если существуют такие числа T > 0 и k ∈ Z, k = 0, что выполнено
соотношение

x(t+ T ) = x(t) + kdj ∀ t ∈ R1. (6.5)

Здесь dj — один из введенных ранее векторов из Rn.
Ясно, что циклы второго рода являются замкнутыми траекториями

[x(t)] в цилиндрическом фазовом пространстве и теряют свойство за-
мкнутости при переходе к фазовому пространству Rn.

Классификация циклов второго рода может быть продолжена вве-
дением гомотопных классов циклов, число которых определяется по-
рядком связности цилиндрического фазового пространства [7]. Однако
для теории фазовой синхронизации часто бывает достаточным установ-
ления свойства (6.5).

Определение 2. Решение x(t) системы (6.1) будем называть круговым,
если существуют числа ε > 0 и T > 0 такие, что выполнено неравенство

d∗j ẋ(t) � ε, ∀ t � T. (6.6)
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Заметим, что для системы (2.8) это неравенство приобретает вид

θ̇(t) = η(t) � ε/2π.

Такие решения существуют при α < α(γ) и соответствуют круговым
движениям маятника вокруг точки подвеса.

Таким образом, введенное понятие кругового решения является
некоторым обобщением этого понятия для системы (2.8), описываю-
щей, в частности, движение маятника.

Перейдем теперь к определениям глобальной устойчивости системы
(6.1), которые важны для систем фазовой синхронизации

Будем предполагать, что любое решение системы (6.1) x(t, t0,x0)
с начальными данными x(t0, t0,x0) существует и определено при всех
t � t0.
Определение 3 ([77]). Систему (6.1) будем называть дихотомичной
(dichotomic), если любое ее ограниченное на [t0,+∞) решение стре-
мится при t→ +∞ к стационарному множеству.

Определение 4 ([56, 77]). Систему (6.1) будем называть системой
градиентного типа (gradient-like), если любое ее решение стремится
при t→ +∞ к состоянию равновесия.

Если в цилиндрическом фазовом пространстве Rn/Γ стационарное
множество состоит из одного локально асимптотически устойчивого
состояния равновесия, а остальные состояния равновесия неустойчивы
по Ляпунову, то такую систему градиентного типа будем называть
глобально устойчивой.

С точки зрения теории фазовой синхронизации термин «глобаль-
ная устойчивость» более приемлем, чем термин «система градиентного
типа», поскольку здесь физически наблюдается только единственный
глобально устойчивый синхронизм. И такая терминология наиболее
распространена в инженерной практике.

В электронных системах фазовой синхронизации иногда оказыва-
ется приемлемым более слабый тип устойчивости — так называемая
устойчивость по Бакаеву [29].

Для определения этого типа устойчивости предположим, что m —
это максимальное число линейно независимых векторов dj , для кото-
рых справедливо тождество (6.2), система {dj} — ортогональна, т. е.
d∗kdj = 0, если k = j, и для векторов вида λdj , где λ ∈ (0, 1), не
выполнены тождества (6.2).

Определение 5. Будем говорить, что система (6.1) устойчива по
Бакаеву, если для любого ее решения x(t, t0,x0) существует число T �
� t0 такое, что выполнены неравенства

|d∗j (x(t1, t0,x0)− x(t2, t0,x0))| � |dj |2 (6.7)

при всех t1 � T , t2 � T , j = 1, ... ,m.
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Заметим, что при анализе устойчивых по Бакаеву систем ФАП
необходимо проводить специальное исследование адекватности диф-
ференциальных уравнений (6.1) тем блок-схемам, которые описывают
фазовые отношения (см. рис. 11 и условие (3.7)).

В том случае, когда уравнение (6.1) глобально устойчиво, использо-
вание теории первого приближения в окрестности устойчивого состо-
яния равновесия позволяет, как правило, сделать вывод об экспонен-
циальном затухании переходных процессов. Этот факт обосновывает
переход к равенству (3.7) и, тем самым, обосновывает переход от блок-
схемы на рис. 11 к дифференциальным уравнениям (5.2).

Отметим, что различные подходы к определению понятия «синхро-
низация» имеются в работах [40, 49–51, 70, 71].

Для исследования глобальной устойчивости систем фазовой син-
хронизации оказалось возможным провести некоторую модификацию
классического прямого метода Ляпунова. Такая модификация будет
описана в следующем разделе.

7. Прямой метод Ляпунова для систем фазовой
синхронизации

Теорема 8. Предположим, что существует непрерывная функция
V (x) : Rn → R1 такая, что выполнены следующие условия:

1) V (x+ q) = V (x), ∀x ∈ Rn, ∀ q ∈ Γ,

2) V (x) +
m∑
j=1

(d∗jx)
2 → +∞ при x→∞,

3) для любого решения x(t) системы (6.1) функция V (x(t)) явля-
ется невозрастающей.

Тогда любое решение [x(t)] системы (6.1) ограничено на [t0,+∞)
в цилиндрическом пространстве Rn/Γ.

Доказательство. Из условия 1) теоремы следует, что можно опреде-
лить функцию V ([x]) : Rn/Γ→ R1 по формуле V ([x]) = V (x). При этом
из условия 2) следует, что

V ([x]) → +∞ при [x] →∞. (7.1)

Предположим теперь, что решение [x(t)] не является ограниченным
на [t0,+∞). В этом случае существует последовательность tk → +∞
такая, что

[x(tk)] →∞ при k →∞.
Отсюда и из условия (7.1) следует, что

V ([x(tk)])→ +∞ при k →∞.
Последнее противоречит условию 3) теоремы. Полученное противоре-
чие доказывает ограниченность [x(t)] в Rn/Γ. �

Предположим теперь, что система (6.1) автономна (F (t,x) ≡ F (x))
и ее стационарное множество состоит из изолированных точек.
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Теорема 9. Предположим, что существует функция V (x) : Rn →
→ R1 такая, что выполнены условия 1)–3) теоремы 8 и условие

4) если V (x(t)) ≡ V (x(0)), то x(t) ≡ const.
Тогда система (6.1) является системой градиентного типа.

Доказательство. Напомним, что точка [p] называется ω-предельной
для траектории [x(t)], если существует последовательность tk → ∞
такая, что

[p] = lim
k→∞

[x(tk)].

Напомним также [16, 77], что через ω-предельную точку [p] проходит
траектория [y(t)], целиком состоящая из ω-предельных точек траекто-
рии [x(t)] (этот факт обычно называют инвариантностью ω-предельного
множества).

Из теоремы 8 следует ограниченность [x(t)] при t � 0. Отсюда и
из непрерывности V ([x(t)]) следует ограниченнось при t � 0 функции
V [x(t)]. Поэтому из условия 3) следует существование предела

lim
t→+∞V ([x(t)]) = V0.

Но тогда V ([y(t)]) ≡ V0. В этом случае из условия 4) получим, что
y(t) ≡ const. Из этого тождества и из изолированности точек стацио-
нарного множества системы (6.1) получим, что эта система является
системой градиентного типа. �

Теорема 9 является распространением широко известных теоремы
Барбашина–Красовского [6] и принципа Ла–Салля [21, 31] на системы
с цилиндрическим фазовым пространством. Различные ее варианты
приводились в [4, 26, 77].

Рассмотрим теперь основные особенности применения теорем 8 и 9
к системам вида (5.2). Для таких систем хорошо известна процедура
построения функций ляпуновского типа вида «квадратичная форма от
координат (т. е. от вектора z) и, возможно, от нелинейности (т. е. от
ψ(σ)) плюс интеграл от нелинейности»:

V =
(
z
ψ

)∗
H

(
z
ψ

)
+

σ∫

0

ψ(σ) dσ. (7.2)

Здесь H — некоторая симметричная (n+ 1)× (n+ 1)-матрица.
С помощью такого вида функций для систем (5.2) с угловой коор-

динатой σ можно получить условия дихотомичности. Условия гради-
ентности могут быть получeны таким методом только при условии

2π∫

0

ψ(σ) dσ = 0.
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В том случае, когда это соотношение не выполнено, была разработана
процедура [16, 77] построения периодических ляпуновских функций
вида

V =
(
z
ψ

)∗
H

(
z
ψ

)
+

σ∫

0

F (σ) dσ, (7.3)

где
F (σ) = ψ(σ)− ν|ψ(σ)|. (7.4)

Здесь число ν выбирается так, чтобы функция V была периодичной
по σ:

ν =

2π∫

0

ψ(σ) dσ

⎛⎝2π∫

0

|ψ(σ)| dσ
⎞⎠−1

. (7.5)

Сформулируем частотный критерий, полученный с помощью ляпу-
новских функций вида (7.3)–(7.5) и частотной теоремы Якубовича–
Калмана [16, 29, 77] для системы (5.2).

Будем предполагать, что функция ψ(σ) дифференцируема, имеет
изолированные нули и для некоторых чисел μ1 и μ2 выполнены условия

μ1 � dψ(σ)
dσ

� μ2 ∀σ ∈ R1. (7.6)

Введем также в рассмотрение передаточную функцию

K(p) = c∗(A− pI)−1b− ρ.

Теорема 10. Пусть матрица A устойчива и существуют числа ε >
> 0, δ > 0, τ � 0 и κ такие, что выполнены неравенства

Re{κK(iω)− ε|K(iω)|2 −
−τ(K(iω) + μ−1

1 iω)∗(K(iω) + μ−1
2 iω)} > δ ∀ω ∈ R1, (7.7)

4εδ > (κν)2. (7.8)

Тогда система (5.2) является системой градиентного типа.

Напомним, что матрицу A называют устойчивой, если все ее соб-
ственные значения имеют отрицательные вещественные части.

Некоторые обобщения этой теоремы и ее применение к различным
системам ФАП имеются в [16, 29, 77].

Для системы (5.4) в случае n = 1 периодическая по σ функция
Ляпунова строится очень просто:

V = −
c∗z∫

0

g(y) dy + c∗b

σ∫

0

ϕ(u) du.

12
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Легко видеть, что

V̇ = −Ac∗zg(c∗z) < 0 ∀ c∗z = 0

при A < 0 и L > |ω1(0)− ω2(0)|. Напомним, что

2π∫

0

ϕ(u) du = 0.

Такая конструкция и небольшие дополнительные рассуждения поз-
воляют доказать следующую важную для синтеза систем ФАП в циф-
ровых сигнальных процессорах теорему.
Теорема 11 ([27, 28, 65]). Если выполнены неравенства A < 0 и

|L| > |ω1(0)− ω2(0)|,
то система (5.4) с n = 1 является системой градиентного типа.

Если |L| < |ω1(0) − ω2(0)|, то все решения этой системы стре-
мятся к бесконечности при t→ +∞.

До сих пор неясно, как этот результат распространить на системы
вида (5.4) большей размерности (т. е. когда n > 1). Актуальность этой
задачи связана с возможностями применения более сложных фильтров
в таких астатических системах ФАП.

Применим теперь метод построения периодических функций Ляпу-
нова к анализу синхронных машин.

Для системы (5.5) рассмотрим функцию ляпуновского типа

V = z∗Hz +
1
2
η2 +

σ∫

0

ϕ(σ) dσ. (7.9)

В том случае, когда отсутствует момент нагрузки (M = 0), имеет место
равенство

2π∫

0

ϕ(σ) dσ = 0 (7.10)

и функция V обладает свойством периодичности по координате σ.
Симметричная положительно определенная матрица H выбирается

так, чтобы было выполнено неравенство

2z∗H(Az +Dξ) + z∗Cξ � −ε|z|2 ∀ z ∈ Rn, ∀ ξ ∈ Rm (7.11)

для некоторого числа ε > 0. По теореме Якубовича–Калмана [77] такая
матрица существует, если A — устойчивая матрица и имеют место
неравенства

K(iω) +K(iω)∗ > 0, ∀ω ∈ R1; (7.12)

lim
ω→∞ω2(K(iω) +K(iω)∗) > 0. (7.13)
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Здесь K(p) = C∗(A − pI)−1D. Напомним, что неравенство H > 0
для симметричной матрицы H означает, что квадратичная форма z∗Hz
положительно определена.

Легко видеть, что из соотношения (7.11) и неравенства μ1 � 0
следует невозрастание функции V (z(t), η(t),σ(t)), где z(t), η(t),σ(t) —
решение системы (5.5).

Таким образом, если выполнены условия (7.10), (7.12) и (7.13), то
для функции V выполнены условия 1)–3) теоремы 8. Проверим, что и
условие 4) теоремы 9 здесь также выполнено.

Из соотношения V (z(t), η(t),σ(t)) ≡ const и из неравенства (7.11)
сразу следует, что z(t) ≡ 0. Но тогда ż(t) ≡ 0 и поэтому Df(σ(t))η(t) ≡
≡ 0. Легко показать, что из соотношения (7.12) следует равенство
rankD = m. Поэтому f(σ(t))η(t) ≡ 0. Отсюда и из равенства η(t) = σ̇(t)
получим, что

σ(t)∫

σ(t0)

f(σ) dσ = 0 ∀ t � t0. (7.14)

Если в некоторой точке t1 > t0 имеем неравенство σ(t1) = σ(t0), то из
(7.14) получим соотношение

σ∫

σ(t0)

f(σ) dσ = 0 (7.15)

при всех σ таких, что (σ − σ(t0))(σ − σ(t1)) � 0. Дифференцируя (7.15)
по σ, получим равенство f(σ) = 0 при (σ − σ(t0))(σ − σ(t1)) � 0.

Последнее невозможно, если предположить, что

f(σ) ≡ 0 ∀σ ∈ (θ1, θ2), ∀ θ1 < θ2. (7.16)

Таким образом, если выполнено условие (7.16), то σ(t) ≡ σ(t0). Но
тогда и η(t) = σ̇(t) ≡ 0.

Итак, если V (z(t), η(t),σ(t)) ≡ const, то решение z(t), η(t),σ(t) яв-
ляется состоянием равновесия. Элементарный анализ системы (5.5)
показывает, что состояния равновесия изолированы тогда и только
тогда, когда изолированы все нули функции ϕ(σ).

Таким образом, доказан следующий результат.
Теорема 12 ([77]). Предположим, что μ1 � 0 и A — устойчивая
матрица, все нули функции ϕ(σ) изолированы и выполнены условия
(7.10), (7.12), (7.13), (7.16).

Тогда система (5.5) является системой градиентного типа.

По той же схеме доказывается
Теорема 13 ([77]). Если выполнены все условия теоремы 12, кроме
(7.10), то система (5.5) дихотомична.

12*
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Теорема 12 позволяет установить глобальную устойчивость ненагру-
женной синхронной машины. Это важно в двух случаях: когда машина
работает в режиме компенсатора [16] или когда машина запускается
без нагрузки, в переходном процессе затягивается в синхронизм и
только потом происходит наброс нагрузки. В последнем случае важной
является задача определения предельного наброса нагрузки, при кото-
рой машина не выпадет из синхронизма. Эта задача может быть также
решена с помощью функции Ляпунова (7.9).

Здесь предположим, что синхронному холостому (т. е. без нагрузки)
режиму работы соответствует стационарное решение системы (5.5)
z(t) ≡ 0, η(t) ≡ 0,σ(t) ≡ 0. Далее в некоторый момент времени τ про-
исходит мгновенный наброс нагрузки M (см. уравнения (2.1), (2.2)
как частный случай системы (5.5)). После этого при t > τ изменяется
правая часть системы (5.5).

Здесь изменяется на константу только функция ϕ(σ):

ϕ(σ) → ϕ(σ) − γ,

а точка z = 0, η = 0, σ = 0 уже не является состоянием равновесия.
Новое локально устойчивое состояние равновесия имеет вид z = 0, η =
= 0,σ = σ0, где ϕ(σ0) = γ, ϕ′(σ0) > 0 и σ0 ∈ [0, 2π] (рис. 13).




g
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Рис. 13. Метод площадей

Здесь будем предполагать, что на [0, 2π] существуют только два
нуля функции ϕ(σ) − γ: σ0 и σ1, для которого ϕ′(σ1) < 0.

Задача о предельной нагрузке ставится так: при каких нагруз-
ках после переходного процесса синхронная машина затянется в но-
вый рабочий синхронный режим z(t) ≡ 0, η(t) = σ̇(t) ≡ 0, σ(t) ≡ σ0?
С математической точки зрения этот вопрос переформулируется сле-
дующим образом. Найти условия, при которых решение z(t), η(t),σ(t)
с начальными данными z(τ) = 0, η(τ) = 0, σ(τ) = 0 находилось бы в
области притяжения стационарного решения z = 0, η = 0,σ = σ0:

lim
t→+∞ z(t) = 0, lim

t→+∞ η(t) = 0, lim
t→+∞σ(t) = σ0. (7.17)



Фазовая синхронизация. Теория и приложения 357

Используя функцию типа (7.9)

V = z∗Hz +
1
2
η2 +

σ∫

σ1

(ϕ(σ) − γ) dσ

(напомним, что теперь при t > τ система (5.5) изменилась так, что
вместо ϕ(σ) мы имеем ϕ(σ)− γ) и рассуждения, которые были исполь-
зованы при доказательстве теоремы 12, можно получить следующий
результат.
Теорема 14 ([77]). Пусть выполнены все условия теоремы 12. Тогда
для решения системы (5.5) с ϕ(σ) − γ вместо ϕ(σ) и с начальными
данными z(τ) = 0, η(τ) = 0,σ(τ) = 0 имеют место соотношения
(7.17), если

σ1∫

0

(ϕ(σ) − γ) dσ � 0.

Теорема 14 является обоснованием широко применяемого в инже-
нерной практике метода площадей. Он формулируется очень просто:
предельно допустимая (максимальная) мгновенная нагрузка на син-
хронную машину γ определяется так, чтобы заштрихованные на рис. 13
площади были равны.

Часто уравнения синхронных машин рассматривают в других ко-
ординатах, для которых более подходит следующая общая структура
записи:

dσ

dt
= η,

dη

dt
= −g(η,σ) + y∗C

df̃(σ)
dσ

− ϕ̃(σ),

dy

dt
= Ay + D̃f̃(σ) + q.

(7.18)

Здесь f̃(σ) и ϕ̃(σ) — 2π-периодические функции, удовлетворяющие тем
же условиям, что и f(σ) и ϕ(σ), D̃ — постоянная n×m-матрица, q —
постоянный n-вектор.

Эта система заменой Льенара

y = z −A−1D̃f̃(σ)−A−1q

может быть приведена к виду (5.5) с D = A−1D̃, f(σ) = df̃(σ)
dσ

ϕ(σ) = ϕ̃(σ) +
[df̃(σ)
dσ

]∗
C∗A−1

[
D̃f̃(σ) + q

]
.
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Формально введенные передаточные матрицы

K(p) = C∗(A− pI)−1D

и
K̃(p) = C∗(A− pI)−1D̃

связаны соотношением

K(p) = p−1(K̃(p)− K̃(0)).

Поэтому из теоремы 12 вытекает следующий результат.

Теорема 15. Пусть μ1 � 0, все стационарные точки системы (7.18)
изолированы и выполнены следующие условия:

1) матрица K̃(0) диагональна;
2) K̃(iω)

iω +
(
K̃(iω)
iω

)∗
> 0 ∀ω ∈ R1;

3) lim
ω→∞ω2

(
K̃(iω)
iω +

(
K̃(iω)
iω

)∗)
> 0;

4) df̃(σ)
dσ ≡ 0 на любом (θ1, θ2);

5)
2π∫
0
ϕ̃(σ) dσ = 0.

Тогда система (7.18) является системой градиентного типа.

Аналогичным образом рассматривается задача о предельной нагруз-
ке синхронной машины.

В качестве примера применения предложенных методов рассмот-
рим следующие уравнения синхронной машины с нулевой нагрузкой
[55, 77]:

σ̇ = η,
η̇ = (−α1y1 − α2y2) sinσ + (α3y3 cosσ − α4 sinσ cosσ),
ẏ1 = α5 − α6y1 + α7y2 + α8 cosσ,
ẏ2 = α9y1 − α10y2 + α11 cosσ,
ẏ3 = −α12y3 + α13 sinσ,

(7.19)

где αj (j = 1, ... , 13) — положительные параметры такие, что

α6α10 − α7α9 > 0.

Покажем, что выполнены все условия теоремы 15.
Здесь g(η,σ) ≡ 0, ϕ̃(σ) = α4 sinσ cosσ

f̃(σ) =
(

cosσ
− sinσ

)
, q =

(
α5
0
0

)
, C =

(
α1 0
α2 0
0 −α3

)
,

D̃ =

(
α8 0
α11 0
0 −α13

)
, A =

(
α6 α7 0
α9 −α10 0
0 0 −α12

)
,
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K̃(p) =
(
K̃1(p) 0

0 K̃2(p)

)
,

K̃1(p) = − [(α1α8 + α2α11)p+ α1α8α10+
+ α1α11α7 + α2α11α6 + α2α9α8]×

× [(p+ α6)(p+ α10)− α9α7)]
−1 ,

K̃2(p) = − α3α13

p+ α12
.

Очевидно, что условия 1)–3) теоремы 15 эквивалентны соотношениям

Re
[K̃j(iω)

iω

]
> 0 ∀ω ∈ R1, j = 1, 2,

lim
ω→∞

{
ω2Re

[K̃j(iω)
iω

]}
> 0, j = 1, 2.

Нетрудно проверить, что эти условия всегда выполнены и, следова-
тельно, система (7.19) является системой градиентного типа.

В случае наброса нагрузки из режима холостого хода можно для
системы (7.19) воспользоваться описанным выше методом площадей
(рис. 13).

8. Метод положительно инвариантных конусных
сеток. Аналог кругового критерия

Этот метод был независимо предложен в [22, 68]. Он является
достаточно универсальным и «красивым» с той точки зрения, что здесь
используются только два свойства системы: наличие положительно
инвариантного одномерного квадратичного конуса и инвариантность
векторного поля системы (6.1) при сдвигах на вектор dj (см. (6.2)).

Итак, предположим, что такой конус вида Ω = {x∗Hx � 0}, где
H — симметричная матрица, имеющая одно отрицательное и остальные
положительные собственные значения, обладает свойством положи-
тельной инвариантности. Последнее означает, что на границе конуса
∂Ω = {xHx = 0} выполнено соотношение

V̇ (x(t)) < 0

при всех x(t) таких, что x(t) = 0, x(t) ∈ ∂Ω (рис. 14).
Теперь за счет второго свойства — инвариантности векторного поля

относительно сдвига на векторы kdj , k ∈ Z — размножим этот конус
таким образом:

Ωk = {(x− kdj)H(x− kdj) � 0}.
Поскольку очевидно, что для конусов Ωk свойство положительной
инвариантности сохраняется, получаем положительно инвариантную
конусную сетку, изображенную на рис. 15.
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Рис. 14. Положительно инвариантный конус

Рис. 15. Положительно инвариантная конусная сетка

Из этого рисунка сразу видно, что все решения x(t, t0,x0) системы,
которая обладает двумя указанными выше свойствами, ограничены на
[t0,+∞).

Если конус Ω таков, что он имеет только одну точку пересечения с
гиперплоскостью {d∗jx = 0} и все решения x(t), для которых в момент
t выполнено неравенство

x(t)∗Hx(t) � 0,

обладают свойством V̇ (x(t)) � −ε|x(t)|2 (здесь ε — некоторое положи-
тельное число), то из рис. 15 тоже сразу ясно, что система устойчива
по Бакаеву.
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Таким образом, предложенный здесь метод прост и универса-
лен. Практическую эффективность доставляет ему частотная теорема
Якубовича–Калмана [16, 77].

Рассмотрим, например, систему

dx

dt
= Px+ qϕ(t,σ), σ = r∗x, (8.1)

где P — постоянная особая N × N -матрица, q, r — постоянные N -
мерные векторы, ϕ(t,σ) — непрерывная, 2π-периодическая по σ функ-
ция: R1 ×R1 → R1, удовлетворяющая соотношениям

μ1 � ϕ(t,σ)
σ

� μ2 ∀ t ∈ R1, ∀σ = 0,

где μ1 и μ2 — некоторые числа, которые в силу периодичности ϕ(t,σ)
по σ, не умаляя общности, можно принять отрицательным: μ1 < 0, и
положительным: μ2 > 0.

Введем передаточную функцию системы (8.1)

χ(p) = r∗(P − pI)−1q,

предполагая ее невырожденной.
Рассмотрим теперь квадратичные формы V (x) = x∗Hx и

G(x, ξ) = 2x∗H [(P + λI)x+ qξ] + (μ−1
2 ξ − r∗x)(μ−1

1 ξ − r∗x),
где λ — положительное число.

По теореме Якубовича–Калмана для существования симметричной
матрицы H , имеющей одно отрицательное и N − 1 положительных
собственных значений, такой что выполнено неравенство G(x, ξ) < 0
∀x ∈ RN , ξ ∈ R1, x = 0, достаточно, чтобы

1) матрица P + λI имела N − 1 собственных значений с отрица-
тельной вещественной частью,

2) выполнялось частотное неравенство

μ−1
1 μ−1

2 + (μ−1
1 + μ−1

2 )Reχ(iω − λ) + |χ(iω − λ)|2 < 0 ∀ω ∈ R1.

Легко видеть, что из условия G(x, ξ) < 0, ∀x = 0,∀ξ следует соот-
ношение

dV (x(t))
dt

+ 2λV (x(t)) < 0 ∀x(t) = 0.

Это неравенство и гарантирует положительную инвариантность ко-
нуса Ω, о котором шла речь в начале этого раздела.

Таким образом, здесь имеет место следующий аналог широко из-
вестного кругового критерия.
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Теорема 16 ([16, 22, 29, 77]). Если существует положительное число
λ, для которого выполнены сформулированные выше условия 1) и 2),
то любое решение x(t, t0,x0) системы (8.1) ограничено на интервале
(t0,+∞).

Более подробное доказательство этого факта имеется в [16, 29, 77].
Заметим также, что теорема остается справедливой при выполнении

нестрогого неравенства в условии 2) и в случаях, когда μ1 = −∞ или
μ2 = +∞ [16, 29, 77].

Покажем, как применять сформулированный здесь (с учетом сде-
ланного выше замечания) аналог кругового критерия к самому просто-
му случаю уравнения второго порядка

θ̈ + αθ̇ + ϕ(t, θ) = 0, (8.2)

где α — положительный параметр. Это уравнение можно записать в
виде системы (8.1) с N = 2 и передаточной функцией

χ(p) =
1

p(p+ α)
.

Ясно, что условие 1) теоремы примет вид λ ∈ (0,α), а условие 2) при
μ1 = −∞ и μ2 = α2/4 эквивалентно неравенству

−ω2 + λ2 − αλ + α2/4 � 0 ∀ω ∈ R1.

Это неравенство выполнено при λ = α/2.
Таким образом, если в уравнении (8.2) функция ϕ(t,σ) периодична

по σ и удовлетворяет неравенству

ϕ(t,σ)
σ

� α2

4
, (8.3)

то любое его решение θ(t) ограничено на (t0,+∞).
Легко показать (см. теорему 1), что при ϕ(t,σ) ≡ ϕ(σ) (т. е. ϕ(t,σ)

не зависит от t) уравнение (8.2) дихотомично. Отсюда следует, что в
автономном случае при выполнении соотношения (8.3) любое решение
(8.2) стремится при t→ +∞ к некоторому состоянию равновесия.

Здесь возникает интересный аналог понятия абсолютной устойчи-
вости для систем фазовой синхронизации. Если будем говорить, что
система (8.1) абсолютно устойчива, когда для любой нелинейности ϕ из
сектора [μ1,μ2] любое ее решение стремится к некоторому состоянию
равновесия, то для уравнения (8.2) с ϕ(t,σ) ≡ ϕ(σ) таким сектором
будет (−∞,α2/4].

В то же время в классической теории абсолютной устойчиво-
сти (без предположения периодичности ϕ) имеем два сектора (при
ϕ(t,σ) ≡ ϕ(σ)): сектор абсолютной устойчивости (0,+∞) и абсолютной
неустойчивости (−∞, 0).
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Таким образом, одна лишь периодичность ϕ позволяет в секторе
абсолютной устойчивости охватить часть сектора абсолютной устойчи-
вости и полностью сектор абсолютной неустойчивости: (−∞,α2/4] ⊃
⊃ (−∞, 0) ∪ (0,α2/4] (см. рис. 16).

Рис. 16. Секторы устойчивости и неустойчивости

Более сложные примеры применения аналогов кругового критерия
имеются в [16, 29, 77].

9. Метод нелокального сведения. Распространение
результатов Трикоми на многомерные системы

фазовой синхронизации

Опишем основные этапы распространения теорем Трикоми и его
последователей, полученных для уравнения

θ̈ + αθ̇ + ψ(θ) = 0, (9.1)

на системы более высокой размерности.
Рассмотрим вначале систему

dz

dt
= Az + bψ(σ),

dσ

dt
= c∗z + ρψ(σ),

(9.2)

описывающую типовую систему ФАП.
Как обычно, предположим, что ψ(σ) — 2π-периодична, A — устой-

чивая n× n-матрица, b и c — постоянные n-векторы, ρ — число.
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Рассмотрим случай, когда уравнение (9.1) или эквивалентная ему
система

η̇ = −αη − ψ(θ),

θ̇ = η
(9.3)

является системой градиентного типа. В этом случае можно показать
[7] (а для ψ(θ) = sin θ − γ это было сделано в самом начале статьи),
что для эквивалентного (9.3) уравнения

dη

dθ
=
−αη − ψ(θ)

η
(9.4)

существует решение η(θ) такое, что η(θ0) = 0, η(θ) = 0 ∀θ = θ0,

lim
θ→+∞

η(θ) = −∞, lim
θ→−∞

η(θ) = +∞. (9.5)

Здесь θ0 — некоторое число такое, что ψ(θ0) = 0, ψ′(θ0) < 0.
Рассмотрим теперь функцию

V (z,σ) = z∗Hz − 1
2
η(σ)2,

которая индуцирует конус Ω = {V (z,σ) � 0} в фазовом пространстве
{z,σ}. Это будет некоторым обобщением квадратичного конуса, изоб-
раженного на рис. 14. Покажем, что при некоторых условиях такой
конус будет положительно инвариантным. В самом деле, рассмотрим
выражение

dV

dt
+ 2λV = 2z∗H [(A+ λI)z + bψ(σ)]−

− λη(σ)2 − η(σ)
dη(σ)
dσ

(c∗z + ρψ(σ)) =

= 2z∗H [(A+ λI)z + bψ(σ)]−
− λη(σ)2 + ψ(σ)(c∗z + ρψ(σ)) + αη(σ)(c∗z + ρψ(σ)).

Здесь мы воспользовались тем, что η(σ) удовлетворяет уравнению
(9.4).

Заметим, что если выполнены частотные неравенства

ReK(iω − λ)− ε|K(iω − λ)|2 > 0,

lim
ω→∞ω2(ReK(iω − λ)− ε|K(iω − λ)|2) > 0,

(9.6)

где K(p) = c∗(A − pI)−1b − ρ, то по частотной теореме Якубовича–
Калмана существует H такая, что для всех z = 0 и ξ выполнено
соотношение

2z∗H [(A+ λI)z + bξ] + ξ(c∗z + ρξ) + ε|(c∗z + ρξ)|2 < 0,

где ε — некоторое положительное число. Если же A+ λI — устойчивая
матрица, то H > 0.
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Таким образом, если A+ λI устойчива, выполнены (9.6) и α2 � 4λε,
то

dV

dt
+ 2λV < 0 ∀z(t) = 0

и, следовательно, Ω — положительно инвариантный конус.
Так же, как и в предыдущем разделе, можно провести размножение

конусов Ωk = {z∗Hz − 1
2ηk(σ)2 � 0} и построить из них конусную сетку

(рис. 15).
Здесь ηk(σ) — сдвинутое по оси σ на величину 2kπ решение η(σ).
Конусная сетка доказывает ограниченность решений системы (9.2)

на интервале (0,+∞).
В сделанных предположениях имеет место также дихотомичность.

Это легко доказывается с помощью ляпуновской функции

z∗Hz +

σ∫

0

ψ(σ) dσ.

Таким образом, доказан следующий результат.

Теорема 17. Если для некоторых λ > 0 и ε > 0 матрица A + λI
устойчива, выполнены условия (9.6) и система (9.3) с α = 2

√
λε

является системой градиентного типа, то и система (9.2) также
является системой градиентного типа.

Различные обобщения этой теоремы и многочисленные примеры
применения метода нелокального сведения, в том числе и для синхрон-
ных машин, имеются в [16, 23–25, 62, 63, 77].

В рамках этого метода получены также различные критерии суще-
ствования круговых решений и циклов второго рода [16, 62, 63, 77].

Покажем, как этот метод может быть применен к оценке предельной
нагрузки асинхронного электродвигателя, который описывается урав-
нениями (2.6).

Для этого предположим, что γ < 2c2 и введем обозначения

ψ(s) = −γ
c
s2 + as− cγ,

Γ = 2 max
λ∈(0,c)

[
λ

(
c− λ− γ2

4c2(c− λ)

)]1/2

.

Здесь числа a, c и γ — параметры системы (2.6). Предположим, что
γ < a/2. В этом случае функция ψ(s) имеет два нуля: s0 ∈ (0, c) и s1 >
> c. Из неравенства γ < 2c2 следует, что Γ > 0.

Напомним, что задача о предельном набросе нагрузки для асин-
хронного двигателя ставилась в первом разделе настоящего обзора. Эта
задача может быть решена с помощью следующего результата.
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Теорема 18 ([60]). Пусть для решения уравнения

θ̈ + Γθ̇ + ψ(θ) = 0 (9.7)

с начальными данными θ̇(0) = θ(0) = 0 выполнено условие

θ(t) � s1 ∀ t � 0. (9.8)

Тогда решение системы (2.6) с начальными данными s(0) = y(0) =
= x(0) = 0 удовлетворяет соотношениям

lim
t→+∞ s(t) = s0,

lim
t→+∞ y(t) = −γ

a
,

lim
t→+∞ x(t) = −γs0

ac
.

Доказательство. Сделав замену η = ay + γ, z = −x − γ
acs, приведем

систему (2.6) к виду

ṡ = η,
η̇ = −cη + azs− ψ(s),

ż = −cz − 1
a
sη − γ

ac
η.

(9.9)

Условие (9.8) влечет за собой существование решения F (θ) уравнения

F
dF

dθ
= −ΓF − ψ(θ), (9.10)

определенного на промежутке [s2, s1] и такого, что F (s2) = F (s1) = 0,
F (θ) > 0 ∀ θ ∈ (s2, s1), s2 < 0.

Для функции

V (s, η, z) .=
a2

2
z2 +

1
2
η2 − 1

2
F (s)2, s ∈ [s2, s1],

на решениях системы (9.9) имеем сотношения

V̇ (s(t), η(t), z(t)) = −cη(t)2 − aγ

c
η(t)z(t)−

− a2cz(t)2 − F ′(s(t))F (s(t))η − ψ(s(t))η �

� −2λV (s(t), η(t), z(t)) +
(F ′(s(t))F (s(t)) + ψ(s(t)))2

4ε
−

− λF (s(t))2 = −2λV (s(t), η(t), z(t)),
где

ε = c− λ− γ2

4c2
(c− λ)−1

и использовано равенство (9.10) с таким λ, что Γ = 2
√
λε .
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Из соотношения

V̇ (s(t), η(t), z(t)) + 2λV (s(t), η(t), z(t)) � 0.

Легко получить положительную инвариантность множества

Ω = {V (s, η, z) < 0, s ∈ [s2, s1]},
а с помощью функции

W (s, η, z) =
a2

2
z2 +

1
2
η2 +

s∫

0

ψ(σ) dσ

легко получить дихотомичность системы (9.9). Отсюда, из ограничен-
ности и положительной инвариантности Ω и из включений(

0
0
0

)
∈ Ω,

(
s0
0
0

)
∈ Ω

следует утверждение теоремы.
Хорошо известно [7] (см. условие (8.19) на стр. 107), что условие

(9.8) выполнено, если Γ > 0 и

2

s1∫

0

ψ(σ) dσ + Γ2(s1 − s0)2 � 0. (9.11)

Последнее неравенство выполнено, если

2

s1∫

0

ψ(σ) dσ = 2s1
(
− γ

3c
s21 +

a

2
s1 − cγ

)
� 0.

Это соотношение можно переписать следующим образом:

2γ
3c
s1 � a

2
. (9.12)

Поскольку ϕ(s1) = 0 и s1 > c, выполнено равенство

s1 =
c(a+

√
a2 − 4γ2 )
2γ

.

Отсюда следует, что неравенство (9.12) выполнено, если
√
3
4
a � γ. (9.13)
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Таким образом, допустимый наброс нагрузки может быть оценен
неравенствами γ < 2c2 и (9.13).

Условие 8c2 >
√
3 a выполнено для большого класса асинхронных

электродвигателей. Предполагая его выполнение, оценим предельно
допустимый наброс нагрузки, используя (9.13).

Напомним, что максимальное значение статической характеристики
(2.7) равно a/2. Если обозначить через Mmax максимальную нагрузку,
при которой система (2.6) имеет состояние равновесия (т. е. асин-
хронный двигатель имеет рабочие режимы), то допустимый резкопере-
менный наброс нагрузки на двигатель, работающий на холостом ходу,
оценивается очень просто:

M �
√
3
2
Mmax. (9.14)

В случае массивного ротора, когда I — большое число по отноше-
нию к параметрам β,R,L,SB,M , можно записать параметры системы
(2.6) следующим образом: a = δa0, γ = δγ0, где δ — достаточно малое
по отношению к a0, γ0 и c число. Легко видеть, что Γ = c + O(δ) и
условие (9.11) выполнено при a0 > 2γ0, δ � 1. В этом случае оценка
допустимого резкопеременного наброса нагрузки имеет вид

M < Mmax, δ � 1. (9.15)

Эта оценка совпадает с хорошо известным результатом асимптоти-
ческого анализа, когда система (2.6) с малым параметром δ сводится к
уравнению первого порядка:

ṡ = − a0cs

c2 + s2
+ γ0.

Оценки (9.14) и (9.15) демонстрируют эффективность применения
универсальных методов теории фазовой синхронизации к решению
конкретных задач.

10. Заключение

Во второй половине XX в. на фундаменте трех прикладных тео-
рий — теории синхронных и асинхронных электрических машин, тео-
рии систем фазовой автоподстройки частоты и теории самосинхро-
низации неуравновешенных роторов — была создана теория фазовой
синхронизации. Ее основным принципом является рассмотрение задач
фазовой синхронизации на трех уровнях: на уровне механической,
электромеханической или электронной модели, на уровне фазовых и
частотных соотношений и на уровне дифференциальных, разностных,
интегральных и интегродифференциальных уравнений. При этом раз-
ность фаз колебаний трансформируется в управляющее воздействие,
которое осуществляет синхронизацию.
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Эти общие принципы мотивировали создание универсальных мето-
дов исследования систем фазовой синхронизации. Наиболее эффектив-
ными здесь оказались модификация прямого метода Ляпунова с постро-
ением периодических функций ляпуновского типа, метод положительно
инвариантных конусных сеток и метод нелокального сведения. Послед-
ний, объединяя элементы прямого метода Ляпунова и теории бифурка-
ций, позволил распространить классические результаты Ф. Трикоми и
его последователей на многомерные динамические системы.
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Аннотация: описаны два эффективных метода построения семейств
трансверсальных кривых для двумерных систем: метод систем срав-
нения, когда трансверсальными кривыми являются траектории неко-
торых, более простых, чем исходная система, систем сравнения, и
метод сшивания трансверсальной кривой из линий уровня нескольких
отличных друг от друга функций ляпуновского типа. С помощью этих
методов решена проблема получения необходимых и достаточных усло-
вий абсолютной устойчивости двумерных нестационарных систем, про-
блема Колониуса–Хинрихсена–Вирта для линейных двумерных управ-
ляемых систем, проблема локализации аттракторов уравнения Льенара
и проблема Одани.

Введение
А. Пуанкаре широко использовал трансверсальные кривые и поверх-

ности для качественного исследования дифференциальных уравнений.
Впоследствии такие поверхности были названы сечениями Пуанка-
ре. А.М. Ляпунов заметил, что линии уровня некоторых функций
являются трансверсальными по отношению к векторным полям диф-
ференциальных уравнений. Функции, индуцирующие таким образом
семейства трансверсальных поверхностей, впоследствии были названы
функциями Ляпунова, а методы построения таких функций — прямым
(или вторым) методом Ляпунова. Этим методом было решено большое
число задач в теории устойчивости и в качественной теории дифферен-
циальных уравнений. Однако для двумерных систем дифференциаль-
ных уравнений часто оказываются более эффективными другие методы
построения семейств трансверсальных кривых.

В настоящем обзоре мы опишем два эффективных метода по-
строения семейств трансверсальных кривых для двумерных систем:
метод систем сравнения, когда трансверсальными кривыми являются
траектории некоторых, более простых, чем исходная система, систем
сравнения, и метод сшивания трансверсальной кривой из линий уровня
нескольких отличных друг от друга функций ляпуновского типа. Раз-
личные элементы этих методов содержатся во многих работах, однако
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машиноведения РАН.

∗) Работа выполнена при частичной финансовой поддержке гранта РФФИ
№ 04–01–00250А и Программы Dutch Russian research cooperation NWO.
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только в последнее время стало ясно, что с их помощью можно полу-
чить значительное продвижение в решении многих прикладных задач.
Здесь мы опишем некоторые из них.

1. Проблема Айзермана. Необходимые и достаточные
условия абсолютной устойчивости двумерных систем

В 1949 году М.А. Айзерман сформулировал следующую пробле-
му [1].

Рассмотрим систему

dx

dt
= Ax+Bϕ(Cx), (1)

где A — постоянная n × n-матрица, B и C — постоянные n-мерные
вектор-столбец и вектор-строка, ϕ(σ) — непрерывная функция.

Наряду с системой (1) рассмотрим линейные системы

dy

dt
= (A+ kBC) y (2)

и предположим, что при
α < k < β

эти системы являются устойчивыми в целом. Будет ли нулевое решение
системы (1) устойчиво в целом, если выполнено условие

α <
ϕ(σ)
σ

< β

для всех σ = 0 ?
Напомним, что нулевое решение системы (1) устойчиво в целом,

если оно устойчиво по Ляпунову и любое решение системы (1) стре-
мится к нулю при t→ +∞. Говорят также, что система (1) абсолютно
устойчива в классе функций ϕ(σ), если ее нулевое решение устойчиво
в целом для любой ϕ(σ), удовлетворяющей сформулированным выше
условиям.

М.А. Айзерман высказал гипотезу, что поставленный выше вопрос
всегда имеет положительное решение [1].

Рассмотрим эту гипотезу для случая n = 2, CB = 0, [5, 11, 25].
Здесь систему (1) можно линейным неособым преобразованием приве-
сти к специальному виду

ẋ1 = f(x1) + βx2,
ẋ2 = x1 + γx2,

(3)

где f(x1) = μϕ(x1) + αx1, α,β, γ,μ — некоторые числа.
Для того чтобы доказать существование такого неособого линей-

ного преобразования, рассмотрим передаточные функции [23, 39] соот-
ветственно систем (1) и (3):

W1(p) = C(A− pI)−1B =
a1p+ a2

p2 + α1p+ α2p
,
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W2(p) =
−μ(p− γ)

p2 − (α+ γ)p+ αγ − β .

Здесь aj и αj — некоторые числа, a1 = 0. Легко видеть, что W1(p) =
= W2(p) при

μ = −a1, γ = −a2/a1, α = −α1 + a2/a1,

β = −α2 + (α1 − a2/a1)a2/a1.
Хорошо известно, что в этом случае (т. е. когда W1(p) =W2(p)) искомое
линейное преобразование существует [23, 39].

Для системы (3) проблема Айзермана может быть решена с помо-
щью построения функции Ляпунова [5, 11, 25]

V (x1,x2) = (γx1 − βx2)2 − βx2
1 + 2γ

x1∫

0

f(s) ds. (4)

Легко видеть, что

V̇ (x1,x2) = −2
(
f(x1)
x1

+ γ

)(
β − f(x1)

x1
γ

)
x2
1 . (5)

Из соотношений (4), (5) по теореме Ла-Салля [23, 37] следует устой-
чивость в целом нулевого решения системы (3), если

γ
f(σ)
σ

− β > 0 ∀σ = 0, (6)

f(σ)
σ

+ γ < 0 ∀σ = 0, (7)
σ∫

0

[γf(s)− βs] ds→ +∞ при |σ| → ∞. (8)

Необходимые и достаточные условия устойчивости в целом нулево-
го решения линейной системы (3) при f(σ) = kσ имеют вид

γk − β > 0, (9)
k + γ < 0. (10)

Сравнивая условия (6), (7) и (9), (10), заключаем, что гипотеза Айзер-
мана здесь справедлива при дополнительном условии (8). В приложе-
ниях это условие, как правило, выполнено. Н.Н. Красовский показал
[12], что невыполнение условия (8) может привести к потере свойства
устойчивости в целом.

Аналогичным образом рассматривается случай CB = 0, n = 2.
Таким образом, для системы (1) необходимые и достаточные усло-

вия устойчивости в целом получены в рамках прямого метода Ля-
пунова. Различные обобщения такого подхода для n > 2 имеются в
[9, 23, 39, 41, 52].
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Рассмотрим теперь систему

dx

dt
= Ax+Bϕ(t,Cx), (11)

где A — постоянная n × n-матрица, B и C — постоянные n-мерные
вектор-столбец и вектор-строка, ϕ(t,σ) — кусочно-непрерывная и лип-
шицева по второму аргументу функция.

Так же, как и для уравнения (1), для системы (11) можно поставить
вопрос о необходимых и достаточных условиях устойчивости в целом.
Прямой метод Ляпунова и полученный в его рамках широко известный
круговой критерий дают только достаточные условия устойчивости
в целом [9, 41, 52]. Приведем здесь для n = 2 необходимые и доста-
точные условия устойчивости в целом, полученные другим методом —
методом построения систем сравнения.

Будем предполагать здесь, что выполнено условие

0 � ϕ(t,σ)
σ

� k ∀ t ∈ R1, ∀σ = 0, (12)

где k — некоторое положительное число.
Введем в рассмотрение передаточную функцию системы (11):

W (p) = C(A − pI)−1B =
ap+ b

p2 + αp+ β

Не умаляя общности, здесь можно принять, что α > 0, β > 0, a �
� 0, β + bk > 0, |a|+ |b| > 0. Предположим также, что

b2 − αab+ a2β = 0.

Введем в рассмотрение множества

Ω1 = {x2 � 0, ax2 + bx1 � 0} ⊂ {x1,x2},
Ω2 = {x2 � 0, ax2 + bx1 � 0} ⊂ {x1,x2}

и линейные системы
ẋ1 = x2,
ẋ2 = −λx2 − μx1,

(13)

которые будут играть роль систем сравнения.
На множестве Ω1 будем рассматривать систему (13) с λ = α, μ = β,

на Ω2 — систему (13) с λ = α+ ak, μ = β + bk.
Рассмотрим решения x1(t),x2(t) и x̃1(t), x̃2(t) этих систем с началь-

ными данными

x1(0) = −1, x̃1(0) = 1, x2(0) = x̃2(0) = 0.
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Теорема 1. Если
ax2(t) + bx1(t) = 0 ∀ t > 0

или
ax̃2(t) + bx̃1(t) = 0 ∀ t < 0,

то нулевое решение системы (11) устойчиво в целом.

Рассмотрим теперь случай существования чисел T > 0 и τ < 0, для
которых выполнены соотношения

ax2(T ) + bx1(T ) = 0,

ax2(t) + bx2(t) = 0, ∀ t ∈ (0,T ),
ax̃2(τ) + bx̃1(τ) = 0,

ax̃2(t) + bx̃2(t) = 0, ∀ t ∈ (τ , 0).

(см. рис. 1).

x2

x1

ax+bx=0
12

-1 1

W 2
1W

Рис. 1. Случай существования чисел T и τ

Теорема 2. Если x2(T ) < x̃2(τ), то нулевое решение системы (11)
устойчиво в целом. Если x2(T ) > x̃2(τ), то существует функция
u(t) ∈ [0, k], ∀ t ∈ R1, такая, что нулевое решение системы (11) с
ϕ(t,σ) = u(t)σ не является устойчивым в целом.

Заметим, что решения линейных систем сравнения легко записать в
элементарных функциях. Поэтому величины τ , T , x2(τ), x2(T ) также
легко вычислить и можно записать условия теорем 1 и 2 в терминах
элементарных функций. Это сделано в работе [22]. Здесь мы приведем
пример таких вычислений.
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Пусть b > 0, λ1 < λ2 < 0 — вещественные корни полинома p2 +
+ αp+ β = 0. Здесь

x̃2(τ) =
β

λ2 − λ1

⎡⎢⎣(aβ + bλ1

aβ + bλ2

) λ1

λ1 − λ2 −
(
aβ + bλ1

aβ + bλ2

) λ2

λ1 − λ2

⎤⎥⎦ .
Поэтому из теорем 1 и 2 следует, что имеет место устойчивость в

целом при любом k > 0, если

λ2 − λ1 <
aβ

b

⎡⎢⎣(aβ + bλ1

aβ + bλ2

) λ1

λ1 − λ2 −
(
aβ + bλ1

aβ + bλ2

) λ2

λ1 − λ2

⎤⎥⎦ .
Если выполнено противоположное неравенство, то существует кусочно-
непрерывная функция u(t) � 0, ∀ t ∈ R1, такая, что нулевое решение
системы (11) с ϕ(t,σ) = u(t)σ не является устойчивым в целом.

В случае λ1 = −2,λ2 = −1 отсюда следует, что устойчивость в целом
имеет место при любом k > 0, если

a(4 + 2
√
2 ) > b.

Если
a(4 + 2

√
2 ) < b,

то для некоторой ϕ(t,σ) = u(t)σ, u(t) � 0, ∀ t ∈ R1, нулевое решение
системы (11) не является устойчивым в целом.

Использование кругового критерия [9, 41, 52] дает следующее усло-
вие устойчивости в целом при любом k > 0:

3a > b.

Для доказательства теорем 1 и 2 разовьем здесь некоторую спе-
циальную форму метода двумерных систем сравнения. Для этого рас-
смотрим систему

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −αx2 − βx1 − ϕ(t, ax2 + bx1).

(14)

Очевидно, что передаточные функции систем (11) и (14) совпадают.
Поэтому существует неособое линейное преобразование, которое пре-
образует систему (11) к виду (14).

Рассмотрим теперь систему (13) с λ = α − ε, μ = β на Ω1 и с λ =
= α + ak − ε, μ = β + bk на Ω2. Здесь ε — некоторое малое положи-
тельное число. Заметим, что в силу непрерывной зависимости решений
линейных систем от параметра ε при достаточно малых ε сохраняются
условия теорем 1 и 2.
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Хорошо известно, что система (13) эквивалентна уравнению

F
dF

dx1
= −λF − μx1. (15)

Рассмотрим теперь решение x1(t), x2(t) системы (14), удовлетворяющее
условию

x2(t) = F (x1(t)) > 0

для некоторого t > 0.
Очевидно, что

ẋ2(t)
ẋ1(t)

=
−αF (x1(t))− βx1(t)− ϕ(t, aF (x1(t)) + bx1(t))

F (x1(t))
<

<
−λF (x1(t))− μx1(t)

F (x1(t))
=
dF (x)
dx

∣∣∣
x=x1(t)

.

Здесь мы использовали условие (12). Следовательно, кривая x2 =
= F (x1) трансверсальна по отношению к векторному полю системы
(14). При этом решение x1(t), x2(t) пересекает эту кривую «сверху
вниз» (рис. 2). Это свойство кривой является основой для доказатель-
ства теорем 1 и 2.

Рис. 2. Трансверсальность кривой x2 = F (x1)

Доказательство теоремы 1. Рассмотрим здесь следующее семейство
замкнутых непрерывных кривых:

x2 = F (x1, c) на [−c, c], F (c, c) = 0,

F (x1, c) — решение уравнения (15);

x2 = F (x1,−c) на [−c, c], F (−c,−c) = 0,

F (x1,−c) — решение уравнения (15);

{x1 = c,x2 ∈ [F (c,−c), 0]},
{x1 = −c,x2 ∈ [0,F (−c, c)]}

(см. рис. 3).
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Такое семейство трансверсальных при x2 = 0, замкнутых, непре-
рывных кривых заполняет все множество R2\{0}. Отсюда следует
устойчивость в целом системы (14). �
Доказательство теоремы 2. Рассмотрим здесь случай b > 0 и следую-
щее семейство замкнутых, трансверсальных при x2 = 0, непрерывных
кривых (рис. 4)

x2 = F (x1, c) на [cx̃1(τ), c], F (c, c) = 0,

F (x1, c) — решение уравнения (15);

x2 = F (x,−c) на [−c, cx1(T )], F (−c,−c) = 0,

F (x1,−c) — решение уравнения (15);

x2 = −F (−x1,−c) на [−cx1(T ), c],

x2 = −F (−x1, c) на [−c,−cx̃1(τ)],

{ax2 + bx1 = 0, x1 ∈ [cx̃1(τ), cx1(T )]},
{ax2 + bx1 = 0, x1 ∈ [−cx1(T ),−cx̃1(τ)]}.

Такое семейство трансверсальных при x2 = 0, замкнутых, непрерыв-
ных кривых, заполняющих все множество R2\{0}, доказывает устой-
чивость в целом системы (14).

Случай b � 0 рассматривается аналогично.
Рассмотрим теперь случай, когда x2(T ) > x̃2(τ). Здесь мы построим

специальную функцию ϕ(t,σ) = u(t)σ следующим образом

u(t) =
{
k при t ∈ (τ2k, τ2k+1),
0 при t ∈ (τ2k+1, τ2k+2).



Семейства трансверсальных кривых для двумерных систем 381

Числа τj выберем следующим образом: τ0 = 0, τ1 = T , τ2 — такое,
что

x1(τ2) � 0, x2(τ2) = 0,

x2(t) > 0 ∀ t ∈ (τ1, τ2).

Здесь x1(t), x2(t) решение системы (14) с начальными данными
x1(0) = −1, x2(0) = 0.

Число τ3 выберем так, что

ax2(τ3) + bx1(τ3) = 0,

ax2(t) + bx1(t) = 0 ∀ t ∈ (τ2, τ3).

Число τ4 выберем так, что

x1(τ4) � 0, x2(τ4) = 0,

x2(t) < 0 ∀ t ∈ (τ3, τ4),

(рис. 5) и так далее.

x2

x1

ax+bx=0
12

x ( )t
1 2

x ( )t
1

x ( )t
1 4

x( )t 3

x (o)1

Рис. 5

Легко видеть, что

... < x(τ8) < x1(τ4) < x1(0).

Поэтому
lim
j→∞

x1(τj) = ∞.

Отсюда следует, что нулевое решение системы (14) не является устой-
чивой в целом. Теорема 2 доказана. �

Заметим, что в частном случае a = 0 теоремы 1 и 2 доказаны в
работах [2, 3, 13, 29].

Еще раз подчеркнем здесь, что метод двумерных систем сравне-
ния часто более эффективен и прост в применении, чем метод функ-
ций Ляпунова. При этом оба метода имеют близкую геометрическую



382 Г. А. Леонов

интерпретацию. В основе ее мы имеем семейства трансверсальных,
замкнутых, непрерывных поверхностей. Только в прямом методе Ляпу-
нова эти поверхности индуцируются функциями Ляпунова, а в методе
двумерных систем сравнения — траекториями этих систем сравнения.

В работе Е. С. Пятницкого [28] для получения необходимых и
достаточных условий абсолютной устойчивости двумерной системы
вида (11) применен принцип максимума Понтрягина, где для анализа
двумерной системы (11) требуется рассмотрение системы четвертого
порядка. В сравнении с подходом Е. С. Пятницкого описанная здесь
методика эффективнее и проще.

Для демонстрации этого рассмотрим пример системы (11), приве-
денный в [26, 28], с передаточной функцией

χ(p) =
−(p+ 1)
p2 + p+ 1

и нелинейностью ψ(t,σ), удовлетворяющей условию

0 � ψ(t,σ)
σ

� k ∀ t ∈ R1, ∀σ = 0.

Сделав замену ϕ(t,σ) = kσ − ψ(t,σ), приведем рассматриваемую систе-
му к виду (11), (12) с передаточной функцией

W (p) =
p+ 1

p2 + (1− k)p+ (1− k) .

Применим теперь теорему 2. Легко видеть, что

x2(T ) = exp
(
− π

3
√
3

)
,

x̃2(τ) =
√
1− k exp

(√
1− k
3 + k

(
π − arctg

√
3 + k

1− k

))
.

Отсюда сразу следует, что абсолютная устойчивость имеет место,
если k < k0, и система (11) не является абсолютно устойчивой при k >
> k0. Здесь k0 определяется из соотношения

√
1− k0 exp

(
π

3
√
3

+

√
1− k0
3 + k0

(
π − arctg

√
3 + k0
1− k0

))
= 1.

Этот результат совпадает с формулой, полученной в [26, 28].

2. Проблема Колониуса–Хинрихсена–Вирта

В этом параграфе, используя доказанные выше теоремы 1 и 2,
покажем совпадение старших показателей Ляпунова и Флоке для клас-
сов двумерных линейных управляемых систем. Тем самым здесь для
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важного в теории управления случая будет решена проблема, сформу-
лированная Ф. Колониусом, Д. Хинрихсеном и Ф. Виртом [50].

Рассмотрим систему

dx

dt
= (A+ u(t)BC)x, (16)

где A — постоянная n × n-матрица, B и C — постоянные n × 1 и
1 × n-матрицы (т. е. вектор-столбец и вектор-строка) u(t) — кусочно-
непрерывная функция, удовлетворяющая условию

k1 � u(t) � k2 ∀ t ∈ R1, (17)

где k1 и k2 — некоторые числа.
Напомним, что старшим ляпуновским показателем системы (16)

называется число

λ(u(·)) = sup
|z|=1

lim
t→+∞

1
t

ln |x(t, z)|,

где x(t, z) — решение системы (16) с начальными данными x(0, z) = z.
Старшим показателем Ляпунова класса систем (16) с функциями,

удовлетворяющими условию (17), назовем число (или символ +∞)

ΛL = sup
u
λ(u(·)),

где супремум берется на множестве кусочно-непрерывных функций
u(·), удовлетворяющих условию (17).

Старшим показателем Флоке класса систем (16) с периодическими
кусочно-непрерывными функциями, удовлетворяющими условию (17),
назовем число (или +∞)

ΛF = sup
u
λ(u(·)).

Супремум берется на описанном выше множестве всех периодических
функций.

Заметим, что здесь рассматривается класс функций со всеми пери-
одами.

Покажем, что для n = 2 в предположении полной управляемости и
наблюдаемости системы (16) имеет место равенство

ΛL = ΛF . (18)

Введем в рассмотрение передаточную функцию системы (16):

W (p) = C(A− pI)−1B =
ap+ b

p2 + αp+ β
,

где a, b,α,β — некоторые числа.
Заметим вначале, что для решения сформулированной выше задачи,

не умаляя общности, можно принять, что k1 = 0, k2 = k > 0 и что
система (16) абсолютно устойчива при условии (17).
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Напомним, что система (16) называется абсолютно устойчивой при
условии (17), если ее нулевое решение устойчиво в целом для любой
функции u(t), удовлетворяющей условию (17).

В самом деле, произведя замену

x = z exp(νt)

получим систему
ż = (A− νI + u(t)BC)z (19)

с передаточной функцией W (p+ ν).
Поскольку при больших ν матрица A− νI — гурвицева и

1
k

+ ReW (iω + ν) > 0 ∀ω ∈ R1

согласно круговому критерию [9, 41, 52] система (19) абсолютно устой-
чива. При этом показатели Ляпунова и Флоке примут вид ΛL − ν и
ΛF − ν.

Ясно также, что из абсолютной устойчивости системы (16) следует,
что

α > 0, β > 0, α+ ak > 0, β + bk > 0. (20)

Можно также принять, что a � 0 и b > 0 при a = 0.
Предположим также, что

b2 − αab+ a2β = 0. (21)

Это неравенство эквивалентно полной управляемости пары (A,B) и
полной наблюдаемости пары (A,C).

В первом параграфе было доказано, что систему (16) можно приве-
сти к виду

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −αx2 − βx1 − u(t)(ax2 + bx1).

(22)

Напомним, что, не умаляя общности, мы рассматриваем абсолютно
устойчивую систему (16). Сделаем теперь замену

x = y exp(ρt)

так, чтобы при всех ρ > R система

ẏ = (A− ρI + u(t)BC)y (23)

была абсолютно устойчивой, а при ρ = R система (23) не являлась
абсолютно устойчивой.

Из теорем 1 и 2 следует, что система (23) с ρ = R, преобразованная
к виду (22), обладает следующим свойством.
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Либо система (13) с λ = α, μ = β на Ω1 и с λ = α+ ak, μ = β + bk
на Ω2 обладает в полуплоскости {x2 � 0} лучом L = {x2 = Kx1,K <
< 0}, целиком состоящим из состояний равновесия (рис. 6), либо для
решений x1(t),x2(t) и x̃1(t), x̃2(t) этой системы с начальными данными
x1(0) = −1, x̃1(0) = 1,x2(0) = x̃2(0) = 0 справедливо равенство

x2(T ) = x̃2(τ)

(см. рис. 7).
В первом случае так же как при доказательстве теоремы 1 строим

семейство кривых, изображенных на рис. 3. Отличием от предыдущих
рассуждений является лишь тот факт, что здесь вместо трансверсаль-
ности имеется более слабое соотношение при x2(t) = F (x1(t)) > 0:

ẋ2(t)
ẋ1(t)

� dF (x)
dx

∣∣
x=x1(t).

Однако выполненное на всем семействе кривых, заполняющих все
пространство R2 \ {0}, оно позволяет доказать ограниченность любого
решения системы (22).

Применяя аналогичную схему к случаю x2(T ) = x̃2(τ), получим,
что решения системы (22) не смогут покинуть области, ограниченные
кривыми

x2 = F (x1, c) на [cx̃1(τ), c],
x2 = F (x1,−c) на [−c, cx1(T )],
x2 = −F (−x1,−c) на [−cx1(T ), c],
x2 = −F (−x1, c) на [−c,−cx̃1(τ)]

(см. рис. 8).
Таким образом, ΛL � R.
Однако легко видеть, что в первом случае (рис. 6) имеем для систе-

мы (22) либо при u(t) ≡ 0 либо при u(t) ≡ k соотношение λ(u(·)) = 0.

13
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Во втором случае (рис. 7) при b > 0 определим 2(T − τ)-
периодическую функцию u(t) следующим образом:

u(t) =
{
k при t ∈ (0,T ) ∪ (T − τ , 2T − τ);
0 при t ∈ (T ,T − τ) ∪ (2T − τ , 2T − 2τ).

Ясно, что для этой периодической системы λ(u(·)) = 0. Аналогич-
ные рассуждения проводятся и для случая b � 0.

Из приведенных здесь рассуждений вытекает следующий результат.

Теорема 3. Если выполнено неравенство (21), то для системы (16)
при n = 2 имеет место равенство (18).

Заметим, что для системы (16) аналогичным образом решается
задача о совпадении младших показателей Ляпунова и Флоке, которые
определяются как величины

inf
u

inf
|z|=1

lim
t→+∞

(1
t

ln |x(t, z)|
)

соответственно на классах функций u(·), удовлетворяющих условию
(17), и на классах периодических функций u(·), удовлетворяющих усло-
вию (17).

Заметим также, что различные сужения классов функций u(·),
удовлетворяющих условию (17), приводят к нарушению равенства (18).
Так, например, для уравнения

ẋ = (sin ln t+ cos ln t)x

легко видеть, что λ = 1, а для уравнения

ẋ =
∑
k

(ak sin kt+ bk cos kt)x

при любых ak и bk имеем λ = 0.
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3. Локализация аттракторов уравнения Льенара.
Гипотеза Одани

Применение «естественной» функции Ляпунова к локализации ат-
трактора уравнения Льенара (в [36] это уравнение названо уравнением
Картрайт–Литтлвуда)

ẍ+ μ[F (ẋ)] + x = μE(t), (24)

где μ — положительное число, F (y),E(t) — удовлетворяющие условию
Липшица функции, встретилось со следующими трудностями.

Рассмотрение функции Ляпунова в виде интеграла энергии

V (x, y) = x2 + y2

для системы
ẋ = y,
ẏ = −x− μ[F (y)− E(t)]

(25)

дает следующее выражение для ее производной:

V̇ (x(t), y(t)) = −2μy(t)[F (y(t)) − E(t)].

Отсюда сразу получаем устойчивость в целом системы (25) при E(t) ≡
≡ 0, F (y)y > 0 ∀ y = 0.

Для классических колебательных систем — Рэлея и Ван-дер-
Поля — функция F (y) имеет следующий вид:

F (y) = −αy + βy3, (26)

где α и β — положительные числа.
Для системы (25) с нелинейной функцией (26) и равномерно огра-

ниченной E(t) : |E(t)| � c ∀ t ∈ R1, хорошо известно свойство диссипа-
тивности по Левинсону.

Напомним, что система (25) диссипативна по Левинсону [27, 33,
36], если существует число R, для которого любое решение x(t), y(t)
удовлетворяет соотношению

lim
t→+∞(x(t)2 + y(t)2) � R. (27)

В классическом подходе к доказательству этого факта поступают
следующим образом [27, 33, 36]. Вначале проводят оценку производной
V̇ (x(t), y(t)) на множестве {x ∈ R1, |y| � ν}:

V̇ (x(t), y(t)) � −ε.
Здесь ν и ε — некоторые положительные числа. Такую оценку легко
получить для функции F (y) вида (26).

13*
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Внутри полосы {x ∈ R1, |y| � ν} производная V̇ (x(t), y(t)) в некото-
рых точках может принимать и положительные значения. Здесь обычно
получают оценку

V̇ (x(t), y(t)) � L,

где L — некоторое положительное число.
Однако при большом удалении от начала координат (x(t)2 + y(t)2 >

> M , M — большое число) решение x(t), y(t) «проскакивает» рассмат-
риваемую полосу очень быстро (за время τ(M) → 0 при M → ∞).
После этого на большом временном промежутке [τ , τ + T ] рассматри-
ваемое решение x(t), y(t) находится на множестве {x ∈ R1, |y| � ν}.
Поэтому оказывается возможным оценить приращение

V (x(τ + T ), y(τ + T ))− V (x(0), y(0)) � −εT + τL,

которое является отрицательным при больших x(t)2 + y(t)2.
Такие рассуждения позволяют установить существование числа R,

для которого выполнено неравенство (27). Подробное и аккуратное
изложение описанной выше схемы имеется в книгах [27, 36]. В этом
направлении возможны обобщения на системы более высокого порядка
[42, 43]. Однако следует отметить, что описанная выше схема доста-
точно трудоемка, а локализационные оценки (например, оценка R)
оказываются весьма грубыми.

Применим теперь к рассматриваемой задаче методику построения
не функций Ляпунова, а систем сравнения. Для этого предположим,
что для некоторых положительных чисел α и k выполнено неравенство

(F (y)− E(t))
y

> α− k sign y
y

∀ t ∈ R1, ∀y = 0. (28)

Это предположение традиционно для системы (25) [28].
Введем в рассмотрение систему сравнения

ẋ = y, ẏ = μ(−αy + k sign y)− x. (29)

При αμ � 2 рассмотрим положительную полутраекторию системы (29)
с начальными данными y(0) = 0, x(0) = −μk и положительную по-
лутраекторию с начальными данными y(0), x(0) = μk. Этим полутра-
екториям соответствуют графики функций y = G1(x) � 0 и y = G2(x) �
� 0, G1(−μk) = G2(μk) = 0.

При αμ < 2 система (29) имеет единственный предельный цикл
x(t), y(t) с начальными данными x(0) = ρ, y(0) = 0. Здесь

ρ =
1 + exp(−λπ/ω)
1− exp(−λπ/ω)

μk, λ =
αμ

2
, ω =

√
1− λ2 .

Пусть график функции y = G1(x) совпадает с положительными значе-
ниями предельного цикла, а график функции y = G2(x) — с отрица-
тельными.
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Введем в рассмотрение множество

Ω(α, k) = {x ∈ [−μk,μk],G2(x) � y � G1(x)}
при αμ � 2 и

Ω(α, k) = {x ∈ [−ρ, ρ],G2(x) � y � G1(x)}
при αμ < 2.

С помощью введенной здесь системы сравнения (29) очень легко
доказать следующий результат.
Теорема 4 ([21]). Для любого решения x(t), y(t) системы (25)
существует число T такое, что при всех t � T это решение при-
надлежит множеству Ω(α, k).

Доказательство. Пусть неравенство (28) выполнено для некоторого
α > 0 и k = k0. Очевидно, что оно выполнено также и для всех k � k0.
Но тогда для любой точки (x0, y0) множества R2\Ω(α, k0) существует
число k � k0 такое, что (x0, y0) принадлежит границе Ω(α, k). Таким
образом, границы Ω(α, k) образуют семейство замкнутых непрерывных
кривых, покрывающих множество R2\Ω(α, k0).

Для доказательства теоремы остается показать, что эти кривые
всюду за исключением точек x ∈ R1, y = 0 трансверсальны и решения
системы (25) «прошивают» эти кривые снаружи внутрь. Эти свойства
вытекают из соотношений

dy

dx
=
−μ(F (y)− E(t))− x

y
<
−μ(αy − k sign y)− x

y
=
dGj
dx

.

Теорема доказана. �
Таким образом, доказательство диссипативности по Левинсону си-

стемы (25) с помощью систем сравнения вида (29) «почти очевидно»
и занимает несколько строк. Здесь оказалось, что траектории систем
сравнения образуют семейство трансверсальных, замкнутых, непре-
рывных кривых, которые и обеспечивают свойство диссипативности.
Построить же функцию Ляпунова, линии уровня которой обладали бы
аналогичным свойством замкнутости, бесконтактности и непрерывно-
сти в рассматривамом случае оказывается делом очень трудным.

Заметим, что вычисление и эффективные оценки функций G1(x) и
G2(x) являются также делом незатруднительным. Поэтому преимуще-
ство метода систем сравнения для локализации глобальных аттракто-
ров системы (25) и различных ее обобщений также весьма очевидно.
Развитие такого подхода имеется в работах [16–18, 20, 21, 40, 44].

С помощью метода систем сравнения доказана, в частности, спра-
ведливость следующей интересной гипотезы Одани [47–49] о том, что
на решениях x(t), y(t) аттрактора системы Ван дер Поля (25) с E(t) ≡
≡ 0, F (y) = y3/3− y имеет место оценка

max
t
|y(t)| � 2,0235
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при всех μ > 0. Подробное доказательство этого факта, который улуч-
шает широко известные оценки Картрайт [32], Ван Хорсена [51], Ал-
схолма [30] и Одани [47–49], имеется в [44].

4. Уравнение Льенара и аттракторы квадратичных
систем

Здесь мы получим условие ограниченности аттракторов квадратич-
ной системы

ẋ = a1x
2 + b1xy + c1y

2 + α1x+ β1y,

ẏ = a2x
2 + b2xy + c2y

2 + α2x+ β2y,
(30)

где ai, bi, ci,αi,βi — вещественные числа, сведя исследование системы
(30) к некоторому специальному уравнению Льенара. Здесь мы будем
следовать работам [19, 38].

Предложение 1. Не умаляя общности можно считать, что c1 = 0.

Доказательство. Предположим для определенности, что a2 = 0 (в про-
тивном случае, сделав переобозначения x → y, y → x, сразу получим
c1 = 0). Введем далее линейное преобразование x1 = x + νy, y1 =
= y. Для доказательства предложения 1 достаточно показать, что для
некоторых чисел ρ, κ, ν справедливо тождество

(x+ νy)• = (a1 + νa2)x2 + (b1 + νb2)xy + (c1 + νc2)y2+
+ (α1 + να2)x + (β1 + νβ2)y = ρ(x+ νy)y+

+ κ(x + νy)2 + (α1 + να2)x+ (β1 + νβ2)y.

Это тождество эквивалентно следующей системе уравнений:

κ = a1 + νa2,
κν2 + ρν = c1 + νc2,
ρ+ 2κν = b1 + νb2.

(31)

Эти соотношения выполнены, если

(a1 + νa2)ν2 − ν(b1 + νb2) + (c1 + νc2) = 0.

Поскольку a2 = 0, это уравнение третьей степени относительно ν
всегда имеет вещественный корень. Таким образом, система уравнений
(31) всегда имеет вещественное решение. �

Далее будем предполагать, что c1 = 0.

Предложение 2. Пусть b1 = 0. Прямая линия β1 + b1x = 0 на плоско-
сти {x, y} либо является инвариантной, либо трансверсальна для
траекторий системы (30).
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Доказательство. Это утверждение следует из равенства

(β1 + b1x)• = b1
[
(b1x+ β1)y + a1x

2 + α1x
]
=
[
a1

(β1

b1

)2
− α1

(β1

b1

)]
b1

при x = −β1/b1. Отсюда следует, что если

a1

(
β1

b1

)2

− α1

(
β1

b1

)
= 0,

то прямая β1 + b1x = 0 инвариантна, и если

a1

(
β1

b1

)2

− α1

(
β1

b1

)
= 0,

то прямая β1 + b1x = 0 трансверсальна. �
Исключая далее из рассмотрения тривиальный случай, когда правая

часть первого уравнения системы (30) не зависит от y, будем предпо-
лагать, что

|b1|+ |β1| = 0. (32)

Отсюда и из предложения 2 следует, что траектории системы (30)
являются также траекториями системы

ẋ = y +
a1x

2 + α1x

β1 + b1x
,

ẏ =
a2x

2 + b2xy + c2y
2 + α2x+ β2y

β1 + b1x
.

(33)

Введем в рассмотрение следующее преобразование

y = y +
a1x

2 + α1x

β1 + b1x
,

x = x.

В этих новых фазовых переменных (здесь мы опускаем черточки над
переменными: x→ x, y → y) система (33) запишется в виде

ẋ = y, ẏ = −Q(x)y2 −R(x)y − P (x), (34)

где
Q(x) =

−c2
β1 + b1x

,

R(x) = − (b1b2 − 2a1c2 + a1b1)x2

(β1 + b1x)2
−

− (b2β1 + b1β2 − 2α1c2 + 2a1β1)x+ α1β1 + β1β2

(β1 + b1x)2
,

P (x) = −
(
a2x

2+α2x

β1+b1x
−(b2x+ β2)(a1x2 + α1x)

(β1 + b1x)2
+
c2(a1x2+α1x)2

(β1+b1x)3

)
.
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Из предложения 2 и условия (32) следует, что траектории системы
(34) являются также траекториями системы

ẋ = yep(x), ẏ =
[−Q(x)y2 −R(x)y − P (x)

]
ep(x),

где p(x) — некоторый интеграл функции Q(x).
Из этой системы с помощью замены x = x, y = yep(x) получим

ẋ = y, ẏ = −f(x)y − g(x). (35)

Здесь вновь после указанного выше преобразования опущены черточки
над переменными x и y.

Итак, при b1 = 0 система (30) может быть приведена с помощью
указанных выше невырожденных замен к уравнению Льенара (35) с
функциями

f(x) = R(x)ep(x) = R(x)|β1 + b1x|q,
g(x) = P (x)e2p(x) = P (x)|β1 + b1x|2q.

Здесь q = − c2
b1

при b1 = 0.
Рассмотрим теперь систему (35), где будем предполагать, что функ-

ции f(x) и g(x) непрерывны на интервале (a,+∞) и для некоторых
чисел a < ν1 � x0 � ν2 выполнены следующие условия:

1) lim
x→a

g(x) = −∞,

lim
x→+∞ g(x) = +∞,

lim
x→a

x∫

x0

g(z) dz = lim
x→+∞

x∫

x0

g(z) dz = +∞,

(36)

2) f(x) > 0, ∀x ∈ (a, ν1)
⋃

(ν2,+∞),
ν1∫

ν2

f(x) dx � 0.
(37)

Теорема 5. Если выполнены условия 1) и 2), то глобальный мини-
мальный аттрактор системы (35) в фазовом пространстве

{x ∈ (a,+∞), y ∈ R1}
является ограниченным множеством.

Доказательство. Рассмотрим сначала пару чисел μ1 ∈ (a, ν1) и μ2 ∈
∈ (ν2,+∞), таких, что μ1 достаточно близко к a, μ2 достаточно боль-
шое и μ2∫

μ1

g(x) dx = 0. (38)
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В дальнейшем, не умаляя общности, примем, что

g(x) < 0 ∀x ∈ [μ1, ν1],

g(x) > 0 ∀x ∈ [ν2,μ2].

Введем в рассмотрение функции

V1(x, y) = y2 + 2

x∫

x0

g(z) dz,

V2(x, y) =
(
y +

x∫

ν1

f(z) dz
)2

+ 2

x∫

x0

g(z) dz,

V3(x, y) =
(
y +

x∫

ν2

f(z) dz
)2

+ 2

x∫

x0

g(z) dz,

V4(x, y) = V2(x, y)− ε(x− ν1),
V5(x, y) = V3(x, y)− ε(x− ν2),
V6(x, y) = V3(x, y) + ε(x− ν2),
V7(x, y) = V2(x, y) + ε(x− ν1).

Здесь ε — некоторое достаточно малое число.
Определим теперь множества Ωj следующим образом (рис. 9):

Ω1 = {x ∈ [μ1, ν1], y � 0,V1(x, y) � V1(μ1, 0)},
Ω2 = {x ∈ [ν1,x0], y � 0,V4(x, y) � V2(ν1, y1)},
Ω3 = {x ∈ [x0, ν2], y � 0,V5(x, y) � V3(ν2, y2)},
Ω4 = {x ∈ [ν2,μ2], y � 0,V3(x, y) � V3(μ2, 0)},
Ω5 = {x ∈ [ν2,μ2], y � 0,V1(x, y) � V1(μ2, 0)},
Ω6 = {x ∈ [x0, ν2], y � 0,V6(x, y) � V3(ν2, y3)},
Ω7 = {x ∈ [ν1,x0], y � 0,V7(x, y) � V2(ν1, y4)},
Ω8 = {x ∈ [μ1, ν1], y � 0,V2(x, y) � V2(μ1, 0)}.

Здесь y1 > 0, y2 > 0, y3 < 0, y4 < 0 — решения квадратных уравне-
ний

V1(ν1, y1) = V1(μ1, 0),
V3(ν2, y2) = V3(μ2, 0),
V1(ν2, y3) = V1(μ2, 0),
V2(ν1, y4) = V2(μ1, 0)
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Легко видеть, что для производных функций Vj(x, y) в силу систе-
мы (35) имеют место следующие соотношения:

V̇1 = −2f(x) y2, V̇2 = −2g(x)

x∫

ν1

f(z) dz, V̇3 = −2g(x)

x∫

ν2

f(z) dz,

V̇4 = −2g(x)

x∫

ν1

f(z) dz − εy, V̇5 = −2g(x)

x∫

ν2

f(z) dz − εy,

V̇6 = −2g(x)

x∫

ν2

f(z) dz + εy, V̇7 = −2g(x)

x∫

ν1

f(z) dz + εy.

Поэтому при сделанных предположениях относительно μ1 и μ2 и
при y = 0,x = νj имеем неравенства

V̇1 < 0 на Ω1 ∪ Ω5; V̇4 < 0 на Ω2; V̇5 < 0 на Ω3;

V̇3 < 0 на Ω4; V̇6 < 0 на Ω6; V̇7 < 0 на Ω7;

V̇2 < 0 на Ω8.

Отметим, что из условий 2), (38) и для достаточно малых ε имеем
неравенства y5 < y6 и y7 > y8, где y5 — положительное решение урав-
нения

V4(x0, y5) = V2(ν1, y1),

y6 — положительное решение уравнения

V5(x0, y6) = V3(ν2, y2),

y7 — отрицательное решение уравнения

V6(x0, y7) = V3(ν2, y3),

y8 — отрицательное решение уравнения

V7(x0, y8) = V2(ν1, y4)

(см. рис. 9).

Рис. 9
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Таким образом, здесь построено семейство трансверсальных за-
мкнутых кривых, которое и доказывает утверждение теоремы. �

Поясним выполнение соотношений V̇4 < 0, V̇5 < 0, V̇6 < 0, V̇7 < 0
соответственно на множествах Ω2, Ω3, Ω6, Ω7.

Зафиксировав произвольное ε > 0, выберем здесь μ1 и μ2 настолько
близкими к a и к +∞, что минимальные значения |y| на пересечении
замкнутой кривой (рис. 9) с полосой {x ∈ [ν1, ν2]} будут больше, чем

1
ε

max
x∈[ν1,ν2]

2
∣∣∣g(x) x∫

ν1

f(z) dz
∣∣∣

и
1
ε

max
x∈[ν1,ν2]

2
∣∣∣g(x) x∫

ν2

f(z) dz
∣∣∣.

Отсюда и следуют требуемые неравенства V̇j < 0. Таким образом, здесь
μj = μj(ε) и

lim
ε→0

μ1(ε) = a, lim
ε→0

μ2(ε) = +∞.

Выпишем теперь условия 1) и 2) в терминах квадратичной системы.
Здесь

a = −β1

b1
, b1 = 0.

Не умаляя общности, будем считать, что b1 > 0. Условия 1) и 2)
выполнены, если

0 < 2c2 < b1, β1 > 0,
a1β1

b1
> α1,

a1(2c2 − b1)
b1

> b2,
a1(b1b2 − a1c2)

b21
> a2. (39)

Кроме того, из условий (39) следует положительная инвариантность
полуплоскости {x � a} для квадратичной системы (30).

Заметим, что здесь c1 = 0 и параметры α2 и β2 не входят в условия
(39).

Заметим также, что аналогичные рассуждения можно провести и
для полупространства {x < a}. Однако здесь при делении обоих урав-
нений квадратичной системы (30) на β1 + b1x изменяется направление
движения по траекториям. Таким образом, можно сформулировать сле-
дующий результат.
Теорема 6. Пусть выполнены условия (39). Тогда любое решение
системы (30) с начальными данными такими, что x(0) > a, стре-
мится при t→ +∞ к ограниченному аттрактору, расположенному
в полуплоскости {x > a}.

Теорема 6 позволяет локализовать поиск предельных циклов квад-
ратичных систем (30). Заметим также, что трансверсальные кри-
вые, построенные с помощью функций Vj , могут применяться для
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доказательства существования и оценок циклов. Так, например, если в
полуплоскости {x > a} имеется единственное неустойчивое по Ляпу-
нову фокусное состояние равновесия системы (30) (или системы (35))
и для нее выполнены условия (39) (или условия 1) и 2) для системы
(35)), то система (30) (или (35)) имеет периодическое решение, распо-
ложенное в полуплоскости {x > a}.

Кроме того, в этих предположениях f(x) > 0 при x < a. Поэтому с
помощью функции Ляпунова

V (x, y) = y2 +

x∫

2a

g(z) dz

легко доказать, что решение системы (30) с начальными данными
x(0) < a либо стремится при t→ +∞ к состоянию равновесия, либо к
бесконечности, либо покидает за конечное время полуплоскость {x <
< a}.

Используя этот факт и теорему 6 сформулируем следующий резуль-
тат.
Теорема 7. Пусть выполнены условия (39) и в полуплоскости {x >
> a} система (30) имеет единственное неустойчивое по Ляпунову
фокусное состояние равновесия. Тогда любое решение системы (30)
с начальными данными такими, что x(0) < a, либо стремится при
t → +∞ к состоянию равновесия, либо — к бесконечности, либо
— к ограниченнному аттрактору, расположенном в полуплоскости
{x > a}. Любое решение системы (30) с начальными данными таки-
ми, что x(0) � a, стремится при t→ +∞ к ограниченному аттрак-
тору, расположенному в полуплоскости {x > a}. Этот аттрактор
имеет по крайней мере один цикл.

Условия теоремы 7 эффективно выделяют в пространстве пара-
метров системы (30) множество положительной лебеговой меры, где
существуют циклы. На актуальность 1) получения результатов такого
типа указано в [4].

1) В.И. Арнольд (см. [4]) пишет: «Чтобы оценить число предельных цик-
лов квадратичных векторных полей на плоскости, А.Н. Колмогоров раз-
дал несколько сотен таких полей (со случайно выбранными коэффициен-
тами многочленов второй степени) нескольким сотням студентов механико-
математического факультета МГУ в качестве математического практикума.
Каждый студент должен был найти число предельных циклов своего поля. Ре-
зультат этого эксперимента был совершенно неожиданным: ни у одного поля не
оказалось ни одного предельного цикла! При малом изменении коэффициентов
поля предельный цикл сохраняется. Поэтому системы с одним, двумя, тремя
(и даже, как стало известно позже, четырьмя) предельными циклами образуют
в пространстве коэффициентов открытые множества, так что вероятности по-
пасть в них при случайном выборе коэффициентов многочленов положительны.
Тот факт, что этого не случилось, подсказывает, что упомянутые вероятности,
по-видимому, малы».
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Разовьем теперь предложенную здесь методику для случая, когда
функция f(x) меняет знак только один раз на интервале (a,+∞).

Предположим здесь, что для функции g(x) выполнены условия (36),
а функция f(x) такова, что

f(x) > 0 ∀x > x0,
f(x) < 0 ∀x ∈ (a,x0).

(40)

Предположим также, что

g(x0) = 0, g(x) = 0, ∀x = x0, x ∈ (a,+∞). (41)

Рассмотрим функцию W1(x, y) = V1(x, y) на множестве Φ1 = {x >
> x0, y < 0},

W2(x, y) =
(
y +

x∫

x0

f(z) dz
)2

+ 2

x∫

x0

g(z) dz

— на Φ2 = {x > x0, y > 0} и

W3(x, y) =
(
y +

x∫

μ1

f(z) dz
)2

+ 2

x∫

x0

g(z) dz

— на Φ3 = {x ∈ (μ1,x0), y ∈ R1}.
Ясно, что на рассматриваемых множествах выполнены неравенства

Ẇ1 < 0, Ẇ2 < 0, Ẇ3 < 0.
Рассмотрим некоторое число μ > x0 и построим по нему трансвер-

сальную при y = 0 кривую

W1(x, y) = W1(μ, 0) на Φ1,

W2(x, y) = W2(μ, 0) на Φ2,

W3(x, y) = W3(x0, y(μ)) на Φ3,

где

y(μ) = −

√√√√√2

μ∫

x0

g(z) dz .

Построенная нами кривая будет трансверсальной, если выбрать число
μ1 так, чтобы

W3(μ1, 0) = W3(x0, y(μ)). (42)

Величина

y1(μ) =

√√√√√2

μ∫

x0

g(z) dz +
( μ∫

x0

f(z) dz
)2
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является решением уравнения

W2(x0, y1(μ)) = W2(μ, 0),

а величина

y2(μ) =

√√√√√2

μ∫

x0

g(z) dz − 2

x0∫

μ1

f(z) dz

— решением уравнения

W3(x0, y(μ)) = W3(x0, y2(μ)).

Если
y1(μ) > y2(μ) (43)

с μ1, удовлетворяющим (42), то получим трансверсальную кривую,
изображенную на рис. 10.

x2

x1
 

1
x

0

Рис. 10

Условия (43) и (42) можно переписать следующим образом√√√√√2

μ∫

x0

g(z) dz +
( μ∫

x0

f(z) dz
)2
−

√√√√√2

μ∫

x0

g(z) dz > −2

x0∫

μ1

f(z) dx, (44)

где μ1 удовлетворяет равенству√√√√√2

μ1∫

x0

g(z) dz =

√√√√√2

μ∫

x0

g(z) dz −
x0∫

μ1

f(z) dz. (45)

Будем предполагать, что уравнение (45) имеет решения μ1(μ).
Заметим, что применяя методику, развитую для доказательства

теоремы 5, здесь можно снять ограничение (41).
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Таким образом, имеет место следующий результат.

Теорема 8. Если при достаточно большом μ выполнены условия (36),
(40), (44), (45), то глобальный минимальный аттрактор системы
(35) в фазовом пространстве

{x ∈ (a,+∞), y ∈ R1}

является ограниченным множеством. Если, кроме того, в полу-
плоскости {x > a} система (35) имеет только одно неустойчивое
по Ляпунову фокусное состояние равновесия, то этот аттрактор
имеет цикл.

Запишем теперь условия теоремы 8 для системы (30). Учитывая вид
функций f(x) и g(x), при достаточно больших μ получим следующие
асимптотические соотношения

x0∫

μ1

f(z) dz ≈ −A
(β1 + b1μ1)1−q

.

2

μ1∫

x0

g(z) dz ≈ B

(β1 + b1μ1)2(1−q)
.

μ∫

x0

f(z) dz ≈ Cμ(q+1).

2

μ1∫

x0

g(z) dz ≈ Dμ2(q+1).

Здесь числа A,B,C,D легко выписываются через коэффициенты
системы (30):

A =
−1

b1(q − 1)
(b1b2 − 2a1c2 + a1b1)

(β1

b1

)2
−

− (b1β1 + b1β2 − 2α1c2 + 2a1β1)
(β1

b1

)
+ α1β1 + β1β2;

B =
1

b1(q − 1)

(
− c2

(
a1

(β1

b1

)2
− α1

(β1

b1

))2)
;

C =
bq1

1 + q

(2a1c2 − b1b2 − a1b1
b21

)
;

D =
b2q1

1 + q

(
− a2
b1

+
a1b2

b21
− c2a

2
1

b31

)
.
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Будем предполагать, что выполнено условие 0 < 2c2 < b1. Тогда
условия (36), (40), (45) и (44) примут вид A > 0, B > 0, C > 0,
D > 0, √

B

(β1 + b1μ1)(1−q)
=
√
Dμ(1+q) +

A

(β1 + b1μ1)1−q
;

√
D + C2 −

√
D >

2A
√
D√

B −A ,
√
B > A. (46)

Таким образом, если A,B,C,D — положительны, выполнено усло-
вие (46) и в полуплоскости {x > a} единственным состоянием равно-
весия является неустойчивый фокус, то справедлива теорема 8. Кроме
того, если система (35) имеет по одному неустойчивому фокусу в по-
луплоскостях {x > a} и {x < a}, то в этих полуплоскостях глобальные
минимальные аттракторы ограничены и в них существует по крайней
мере по одному циклу (рис. 11).

x 2

x 1
a

Рис. 11

Последнее утверждение вытекает из того факта, что из условий (46)
следует выполнение аналогов соотношений (44) и (45) для x ∈ (−∞, a).

Заметим, что предложенная здесь методика позволяет получать
условия существования большего количества циклов для системы (35).

Приведем, например, условия существования по крайней мере двух
различных циклов в полуплоскости {x > a}.

Будем предполагать здесь, что выполнены условия (36) и (40).
Предположим также, что для некоторого числа x1 > x0 выполнены
условия

g(x1) = 0, g(x) = 0 ∀ x = x0, x ∈ (a,+∞). (47)
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Рассмотрим функции

W4(x, y) = y2 + 2

x∫

x1

g(z) dz,

W5(x, y) =
(
y +

x∫

x0

f(z) dz
)2

+ 2

x∫

x1

g(z) dz,

W6(x, y) =
(
y +

x∫

ν

f(z) dz
)2

+ 2

x∫

x1

g(z) dz

соответственно на множествах

{x ∈ (a,x0), y < 0},
{x ∈ (a,x1), y > 0} ∪ {x ∈ (x0,x1), y < 0},
{x ∈ (x1, ν), y ∈ R1}.

Легко видеть, что в сделанных предположениях на этих множествах
Ẇ4 > 0, Ẇ5 > 0, Ẇ6 > 0.

Поэтому для существования трансверсальной кривой, изображен-
ной на рис. 12, получим следующие аналоги условий (44), (45):√√√√√2

ν1∫

x1

g(z) dz +
( ν1∫

x0

f(z) dz
)2
−

√√√√√2

ν1∫

x1

g(z) dz > −2

x0∫

ν

f(z) dz, (48)

где ν1 удовлетворяет равенству√√√√√2

ν1∫

x1

g(z) dz =

√√√√√2

ν∫

x1

g(z) dz −
ν∫

x0

f(z) dz. (49)

Будем предполагать, что уравнение (49) имеет решения ν1(ν).
В этом случае можно сформулировать следующий результат.

Теорема 9. Если при достаточно большом μ выполнены условия
(44), (45), при некотором ν > x1 выполнены условия (48), (49) и в
полуплоскости {x > a} единственным состоянием равновесия явля-
ется устойчивый фокус, то в полуплоскости {x > a} система (35)
имеет не менее двух различных циклов.

Доказательство теоремы 9 иллюстрирует рис. 13.
Легко получить аналог теоремы 9 для системы (35) в полуплоскости

{x < a}. Легко также предъявить функции f(x) и g(x), для которых
выполнены условия теоремы 9 и ее аналога в полуплоскости {x < a}.
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xxv v
10

xv v 
11 1

Рис. 12 Рис. 13

Тем самым, можно выделить классы систем вида (35), у которых су-
ществует по два цикла, окружающих каждое из состояний равновесия.

Естественным образом здесь возникает следующее предположение.
Гипотеза. Существуют параметры квадратичной системы (30),
для которой выполнены все условия теоремы 9 и ее аналога в
полуплоскости {x < a}.

Напомним, что исследование предельных циклов квадратичных си-
стем (30) стимулировалось 16-й проблемой Гильберта и различными ее
вариантами [4, 10, 31, 35, 46].

5. Системы сравнения в задачах синхронизации

Приведем здесь один изящный результат [6, 8], который имеет раз-
личные обобщения [6, 7, 14, 24, 45] и который явился первой наглядной
демонстрацией преимущества метода двумерных систем сравнения.

Рассмотрим уравнение

ẍ+ αẋ + sinx = p(t), (50)

где α — положительное число, p(t) — непрерывная функция, удовле-
творяющая условию

p1 < p(t) < p2 ∀ t ∈ R1. (51)

Здесь p1 и p2 — числа, такие, что −1 < p1 � p2 < 1.
Уравнение (50) описывает движение маятника под действием неста-

ционарной силы, динамику синхронной машины с переменной нагруз-
кой, систему фазовой автоподстройки частоты с нестабильным эталон-
ным генератором [24].

Предположим, что все решения уравнений

ẍ+ αẋ + sinx = p1, (52)
ẍ+ αẋ + sinx = p2 (53)

ограничены на [0,+∞).



Семейства трансверсальных кривых для двумерных систем 403

Теорема 10 ([6, 8]). Если ограничены при t � 0 все решения уравне-
ний (52) и (53), то также ограничено при t � 0 любое решение x(t)
уравнения (50).

Доказательство. Рассмотрим следующие системы, эквивалентные со-
ответственно уравнениям (50), (52) и (53):

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −αx2 − sinx1 + p(t). (54)

ẋ2 = x2,
ẋ2 = −αx2 − sinx1 + p1.

(55)

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −αx2 − sinx1 + p2.

(56)

Хорошо известно [9, 41, 52], что из ограниченности всех решений си-
стем (55) и (56) следует существование решений Fk(σ) и Gk(σ) урав-
нений

F ′F + αF + sinσ = p1, (57)

G′G+ αG + sinσ = p2, (58)

удовлетворяющих следующим соотношениям (рис. 14):

Fk(σ1 + 2πk) = 0,
Fk(σ) < 0 ∀σ > σ1 + 2kπ,
Fk(σ) > 0 ∀σ < σ1 + 2kπ,
lim
σ→∞ |Fk(σ)| = +∞,

Gk(σ2 + 2kπ) � 0,
Gk(σ) < 0 ∀σ > σ2 + 2kπ,
Gk(σ) > 0 ∀σ < σ2 + 2kπ,
lim
σ→∞ |Gk(σ)| = +∞.




 1 2

G G G-1 0 1

F F F-1 0 1

Рис. 14
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Здесь σ1 и σ2 — соответственно нули функций sinσ − p1 и sinσ − p2
на множестве [0, 2π) такие, что cosσ1 < 0 и cosσ2 < 0.

Рассмотрим теперь решение x1(t), x2(t) системы (54), удовлетворя-
ющее при некотором t условию

x2(t) = Gk(x1(t)) > 0.

Очевидно, что

ẋ2(t)
ẋ1(t)

=
−αGk(x1(t))− sinx1(t) + p(t))

Gk(x1(t))
<

<
−αGk(x1(t)) − sinx1(t) + p2

Gk(x1(t))
=
dGk(x)
dx

∣∣∣∣
x=x1(t)

.

Следовательно, кривая x2 = Gk(x1), x2 > 0, трансверсальна по отноше-
нию к векторному полю системы (54) и решение x1(t), x2(t) пересекает
эту кривую «сверху вниз».

Аналогичным образом доказывается, что кривая x2 = Fk(x1), x2 <
< 0 трансверсальна по отношению к векторному полю системы (54) и
решение x1(t), x2(t) пересекает эту кривую «снизу вверх».

Таким образом, здесь имеется семейство замкнутых трансверсаль-
ных кривых, которые изображены на рис. 15. Это семейство зависит от
целого параметра k и для любой точки пространства {x1,x2} найдется
замкнутая трансверсальная кривая, содержащая внутри эту точку.

x2

x1

2 2

G1

G0

F-1

F-2

1

���

1

��� 
 
���

Рис. 15

Существование такого семейства замкнутых трансверсальных кри-
вых и доказывает ограниченность решений системы (54) при t � 0. �

Все обобщения этого результата на многомерный случай дают более
грубые условия ограниченности [7, 14, 15, 24, 45]. Поэтому здесь можно
сформулировать некоторый аналог проблемы Айзермана.
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Доказать или опровергнуть следующую гипотезу. Если все реше-
ния системы

dx

dt
= Ax+B(sin(Cx) + p) (59)

ограничены при t � 0 для любого числа p ∈ (p1, p2), то также будут
ограничены при t � 0 все решения системы

dy

dt
= Ay +B(sin(Cy) + p(t)) (60)

для любой функции p(t), удовлетворяющей условиям

p1 < p(t) < p2 ∀ t � 0.

Здесь A — постоянная n × n-матрица, B и C — соответственно
n-мерные вектор-столбец и вектор-строка.
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В. Резван†

Колебания по Якубовичу в свете нового
критерия диссипативности∗

Аннотация: для установления критерия существования в системе ко-
лебаний по Якубовичу (т. е. существования траекторий с ограниченным
вектором состояний и бесконечным числом изменений знака выхода
системы) необходимо обеспечить выполнение двух предварительных
условий: неустойчивости или, как минимум, наличия некоторого ди-
хотомического поведения, а также диссипативности системы по Ле-
винсону (предельной ограниченности). Статья фокусируется на по-
следнем условии и ее основной результат заключается в обобщении
частотного неравенства в терминах диссипативности с использованием
лишь информации о секторе, которому принадлежат нелинейности.
Обсуждаются несколько примеров и формулируются заключительные
утверждения, касающиеся будущих исследований.

Ключевые слова: диссипативность по Левинсону, функция Ляпунова,
частотное неравенство.

1. Введение

A. Лемма Якубовича–Калмана–Попова (KYP-лемма), которую ино-
гда называют Великой Леммой Теории Систем, стала в шестидеся-
тые годы ХХ-го столетия поворотным пунктом в развитии качествен-
ной теории динамических систем. Если рассматривать вопрос о том,
кто был ее первооткрывателем, то первой статьей по этому вопросу
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oscillations. — 2007. — Vol. 17, Issue 5–6. — P. 483–495. Перев. с англ. —
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была опубликованная в 1962 г. работа В.А. Якубовича [8]; следу-
ющей работой была статья Калмана [23], в которой это утвержде-
ние было доказано для случая одной переменной (одной функции
управления) с использованием полиномиального разложения; в работе
Попова [25] рассматривается векторный случай (несколько функций
управления), предложенное доказательство основывается на матрич-
ном полиномиальном разложении и полученные результаты примене-
ны к решению задач гиперустойчивости и оптимального управления.
В наши дни эта лемма в основном рассматривается как утверждение
об эквивалентности между частотным неравенством и выполнимостью
линейных матричных неравенств типа неравенств Риккати (в области
исследований абсолютной устойчивости эти неравенства более извест-
ны как неравенства Лурье).

Среди множества применений KYP-леммы мы хотели бы выделить
те, что связаны с исследованием систем с нелинейностями, имею-
щими ограничения секторного характера (ограничения типа Лурье).
В качестве первичного результата в этой области следует рассматри-
вать работу Лурье и Постникова [6]. Но в действительности суще-
ствует более ранняя работа, в которой та же система исследовалась
на отсутствие автоколебаний с использованием той же математической
модели [2]. Рассмотрим систему

ẋ = Ax− bϕ(c∗x), (1)

где ϕ : R→ R — непрерывная функция, такая что

ϕ � φ(σ)/σ � ϕ, (2)

т. е. ϕ ∈ N(ϕ,ϕ). Абсолютная устойчивость этой системы, т. е. глобаль-
ная асимптотическая устойчивость состояния равновесия x ≡ 0 для
всех ϕ ∈ N(ϕ,ϕ), исследовалась с использованием функции Ляпунова
вида «квадратичная форма плюс интеграл от нелинейной функции»
V : Rn → R

V (x) = x∗Hx+ β

c∗x∫

0

ϕ(λ) dλ. (3)

позднее Попов предложил для решения той же задачи свое известное
частотное неравенство

1
ϕ

+ Re (1 + iωβ)χ(iω) > 0, (4)

при выполнении которого обеспечивается абсолютная устойчивость
для ϕ ∈ N(0,ϕ); здесь χ(s) = c∗(sI − A)−1b — передаточная функция
линейной подсистемы замкнутой системы (1).

Изначально KYP-лемма была получена для того, чтобы дока-
зать полную эквивалентность существования функции Ляпунова (3),
т. е. выполнимости некоторого линейного матричного неравенства типа
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Лурье выполнению неравенства (4). Далее мы не будем рассматривать
результаты в этой области, поскольку это не является целью этой
статьи. Однако отметим, что KYP-лемма для Попова стала лишь эта-
пом на пути к результату, полностью независимому от формализма
функций Ляпунова; Калман обратился в своих исследованиях к другим
областям теории систем и, насколько нам известно, больше не вернулся
к рассматриваемой теме.

В этой статье мы рассмотрим направление исследований, которого
придерживается В.А. Якубович и в соответствии с которым были полу-
чены результаты этой статьи. Во-первых, следует отметить, что подход
Якубовича не отклоняется от первоначальной мотивации формули-
ровки KYP-леммы: основным математическим методом доказательства
является формализм функций Ляпунова, но при этом используется
установленный с использованием леммы эквивалент частотного нера-
венства — условие его выполнимости, которое можно проверить при
анализе системы (имеющееся коммерческое программное обеспечение
для решения линейных матричных неравенств позволило внести неко-
торую корректировку в эту точку зрения). В течении последующих
10–15 лет были рассмотрены различные приложения этой теории, при
анализе которых авторы придерживались изложенного выше подхода;
в связи с этим мы хотели бы упомянуть лишь те работы, которые
связаны с исследованием вынужденных колебаний и автоколебаний
или касаются вопросов неустойчивости или диссипативности по Левин-
сону [9–12, 15]. В процессе этих исследований было установлено, что в
рамках «соревнования» метода функций Ляпунова с методом, исполь-
зующим частотные неравенства (см. [20]), метод функций Ляпунова
оказывается более предпочтительным при решении таких качественных
проблем, как задачи неустойчивости, диссипативности, а также при
исследовании колебаний.
B. Что касается колебаний, мы хотели бы упомянуть специ-

альный класс поведения системы — автоколебания по Якубовичу.
Определение этих колебаний, критерии их существования и различ-
ные приложения могут быть найдены в основных статьях на эту
тему [3, 13, 16], в обзоре [15], а также в монографии [4]; следу-
ет также упомянуть пионерскую работу [24], в которой колебатель-
ное поведение в смысле Якубовича рассматривается несколько иначе.
В целях полноты изложения мы приведем ниже определение колебаний
по Якубовичу.

Определение 1. Пусть α < β — некоторые вещественные числа. Ре-
шение x(t) системы (1) называется [α,β]-колебанием в системе с
выходом σ = c∗x при t → +∞, если i) x(t) ограничено и ii) при t →
→ ∞ «точка» σ(t) принадлежит бесконечное число раз каждому из
интервалов (−∞,α], [β,+∞) (и, следовательно, интервалу (α,β)). Ре-
шение, являющщеся [α,β]-колебанием (при t → +∞) для некоторых
α,β, называется колебательным решением (при t → +∞). Колеба-
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тельное решение при t → −∞, а также [α,β]-колебание в системе с
выходом σ = c∗x при t → −∞ определяются аналогично. Решение,
являющееся [α,β]-колебанием при t→ +∞ и при t→ −∞, называется
двухсторонним [α,β]-колебанием или [α,β]-автоколебанием. Если су-
ществует T > 0, такое что принадлежность σ(t) каждому из интервалов
(−∞,α], (α,β), [β,+∞) на отрезках длиной не более T , то [α,β]-
колебание называется нерастягивающим (non-dilating) (при t→ +∞,
t→ −∞ или двухсторонним, соответственно).

В вышеупомянутых работах было отмечено, что если ϕ диффе-
ренцируема и dimx = 2, то в соответствии с классической теоремой
Пуанкаре–Бендиксона любое двухстороннее [α,β]-колебание является
периодическим; поэтому результат Якубовича может рассматриваться
как эффективный критерий существования предельных циклов.

Напомним известное свойство устойчивого цикла, охватывающего
единственное состояние равновесия в 0; очевидно, что устойчивость
цикла следует из свойства диссипативности по Левинсону, рассматри-
ваемого совместно со свойством строгой неустойчивости состояния рав-
новесия. Это замечание фактически выявляет методологические основы
подхода, используемого Якубовичем при исследовании автоколебаний:
свойства неустойчивости состояния равновесия в x = 0 системы (1) и
ее диссипативность по Левинсону.

Исследование любых задач, связанных с исследованием колебаний
по Якубовичу, содержит два аспекта: рассмотрение свойств неустойчи-
вости и диссипативности по Левинсону (или, если использовать экви-
валентный термин, предельной ограниченности). В настоящей статье
рассматривается второе свойство — диссипативность — и это определя-
ет соответствующим образом ее структуру. В начале изложения будет
предложен специальный вид частотного неравенства, обеспечивающего
абсолютную устойчивость системы в классе секторных нелинейностей
[22]: в этом частотном неравенстве используется информация лишь
о наклоне линий, ограничивающих сектор нелинейностей. Далее это
частотное неравенство обобщается в терминах диссипативности (пре-
дельной ограниченности) с использованием подхода [17, 18]. Примеры
из этих работ анализируются с использованием представленного в
этой статье нового вида частного неравенства. В заключение статьи
рассматриваются некоторые задачи, которые должны быть исследованы
в будущем.

2. Частотное неравенство и абсолютная устойчивость

Сформулируем основной результат работы [22] в несколько моди-
фицированной форме.

Теорема 1. Рассмотрим тройку (A,B,C), где A — n × n матри-
ца, B = (b1, ... , bm), C = (c1, ... , cm), столбцы bi, cj имеют размер-
ность n. Предположим, что
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i) detA = 0;
ii) (A,B) — управляемая пара и (C∗,A) — наблюдаемая пара,

т. е. (A,B,C) — минимальная (невырожденная по Попову)
реализация матричной передаточной функции H(s) =
= C∗(sI −A)−1B;

iii) c∗kA
−1bj = 0, k = j, c∗kA

−1bk = 0 ∀k или, эквивалентно, H(0) =
= −C∗A−1B — диагональная матрица.

Предположим также, что
iv) существуют вещественные числа ϕ

k
, τk, θk,ϕk, τk � 0, 0 �

� ϕk � +∞, k = 1, ... ,n, такие что выполено следующее
матричное частотное неравенство:

diag (τk/ϕk) + Re
[
diag (τk(1 + ϕ

k
/ϕk) + (iω)−1θk)H(iω)

]
+

+H∗(−iω)diag (τkϕk)H(iω) � 0 ∀ω ∈ R; (5)

v) существует ϕk ∈ (ϕk,ϕk) такое, что

ϕk

{
> −1/χkk(0), если χkk(0) = −c∗kA−1bk > 0
< −1/χkk(0), если χkk(0) = −c∗kA−1bk < 0

(6)

и A−∑m
1 ϕkbkc

∗
k — гурвицева матрица.

Тогда нелинейная система

ẋ = Ax−
m∑
1

bkφk(c∗kx) (7)

имеет состояние равновесия в x = 0, являющееся глобально
асимптотически устойчивым для всех ограниченных в секторе
C1-функций φk(σ), таких что

φk(0) = 0, φk(σ) = 0 ∀σ = 0, ϕ
k

� φ′k(σ) � ϕk, (8)

и

Ωk(σ) =
θk

ξkk(0)

[ ψ2
k(σ)

2(1 + ϕkχkk(0))
−

σ∫

0

ψk(λ) dλ
]
, (9)

где ψk(σ) = σ+ χkk(0)φk(σ) — положительно определенные функции,
удовлетворяющие limσ→±∞ Ωk(σ) = ∞.

Достаточно непростое доказательство этого результата представле-
но в [22]. Аналогичный результат для случая одной нелинейности и для
интегральных уравнений можно найти в работе [27]; для нелинейных
функций с гистерезисом очень похожий результат был получен в работе
[1]. Анализ различных примеров, выполненный в вышеуказанных рабо-
тах, показывает, что во многих случаях новый критерий подобного рода
позволяет получить более сильные условия абсолютной устойчивости.
Далее будет получен такой критерий для диссипативности по Левин-
сону (предельной ограниченности); этот результат является полезным
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сам по себе, но он также может рассматриваться как необходимый
шаг к получению критерия существования в системе автоколебаний по
Якубовичу.

3. Основной результат

Рассмотрим систему

ẋ = Ax−
m∑
1

bkφk(c∗kx) + p(t,x), (10)

представляющую собой не что иное, как систему (7) с членом возмуще-
ния. С использованием введенной для системы (7) функции Ляпунова,
полученной в лемме Якубовича–Калмана–Попова, а также частотно-
го неравенства, нам следует установить свойство диссипативности по
Левинсону; некоторые предположения, накладываемые на исследуемую
систему, могут быть ослаблены, но другие будут усилены для того,
чтобы получить оценки решений [17, 18], необходимые нам для того,
чтобы применить стандартный результат по диссипативности с ис-
пользованием формализма функций Ляпунова [29]. В первую очередь
мы сформулируем основную теорему о диссипативности по Левинсону
(о предельной ограниченности).

Теорема 2. Рассмотрим систему (10) в условиях предположений i)–
v) теоремы 1 с «усиленным» частотным неравенством

diag (τk/ϕk) + Re
[
diag (τk(1 + ϕ

k
/ϕk) + (iω)−1θk)H(iω)

]
+

+H∗(−iω)diag (τkϕk)H(iω) > 0 ∀ω ∈ R, (11)

а также при дополнительных предположениях: vi) ограниченные в
секторе C1-функции φk : R→ R удовлетворяют неравенствам

ϕ
k

� φ′k(σ) � ϕk, |σ| � λ0 > 0 (12)

и функции Ωk(σ), определяемые равенствами (9), имеют те же
свойства, что указаны для них в теореме 1, но при |σ| � λ0 > 0, где
константа λ0 может быть большой; vii) |p(t,x)| � ρ0 для всех (t,x)
или lim|x|→∞ |p(t,x)|/|x| = 0 равномерно по t ∈ R.

Тогда система (10) равномерно предельно ограничена (равномер-
но диссипативна по Левинсону).

Доказательство этой теоремы проводится аналогично тому, как это
было сделано в других работах, например в [22] — с использованием
функции Ляпунова, полученной из частотного неравенства в KYP-
лемме, а также с учетом специфических аспектов теории Ляпунова
для предельной ограниченности [17, 18]. Доказательство представлено
в приложении.

Важно рассмотреть некоторые аспекты, связанные с усиленным
частотным условием (11), точнее, вопрос о выполнении этого
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неравенства при |ω| → ∞. Передаточные функции χkj(s) = c∗k(sI −− A)−1bj, представляющие собой элементы матричной передаточной
функции H(s) = C∗(sI − A)−1B, являются рациональными строго
собственными функциями. Тогда представленный результат следует
для случая |ω| → ∞ из выполнения неравенства τk/ϕk > 0 ∀k, которое
показывает, что ϕk не может быть бесконечной и τk = 0; следовательно,
не умаляя общности, можно положить τk = 1 ∀k.

4. Некоторые примеры

В этом разделе мы применим теорему 2 к некоторым примерам из
работ [17, 18].
A. Рассмотрим систему второго порядка [17]

σ̈ + 2ζωnσ̇ + ω2
nσ + ω2

nγ(σ) = q(t,σ, σ̇), ζ > 0, (13)

которую можно представить в следующей форме:

σ̈ + 2ζωnσ̇ + ω2
nεσ + ω2

n(1− ε)σ + ω2
nγ(σ) = q(t,σ, σ̇), (14)

где ε ∈ (0, 1). Введем в рассмотрение нелинейную функцию

ϕ(σ) = (1− ε)σ + γ(σ). (15)

Тогда
σ̈ + 2ζωnσ̇ + ω2

nεσ + ω2
nϕ(σ) = q(t,σ, σ̇). (16)

Легко видеть, что

ϕ = 0, χ(s) = ω2
n(s

2 + 2ζωns+ ω2
nε)

−1, χ(0) = ε−1 > 0.

Полагая ϕ = 0, τ = 1, получаем частотное неравенство

1
ϕ

+
ω2
nε− ω2 − 2ζωnθ)ω2

n

(ω2
nε− ω2)2 + 4ζ2ω2

nω
2 > 0 ∀ω � 0, (17)

которое справедливо если и только если

ϕ2 + 4(β − 2ζ2)ϕ+ 4(ε− 2ζ2)2 − 4ε2 < 0, (18)

где β = 2ζθ/ωn. Если значение β выбрать между двумя положитель-
ными корнями уравнения

β2 − 4ζ2β + 4ζ2ε = 0,

то неравенство (18) выполнено для любого ϕ > 0, которое, таким
образом, может быть выбрано произвольно большим. Поскольку θ >
> 0 (β > 0), секторные ограничения на ϕ(σ) имеют вид 0 < ϕ′(σ) < ϕ,
где ϕ — произвольно большая величина (но это неравенство имеет
место только при |σ| � λ0, где величина λ0 > 0 может быть большой).
Кроме того, мы имеем условие (см. [17])

ϕ(σ)/σ > −χ(0)−1 = −ε (|σ| � λ0).
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Если вернуться к рассмотрению функции γ(σ) в (13), можно уви-
деть, что система (13) диссипативна для всех функций γ(σ), при-
надлежащих классу C1, ограниченных в секторе и удовлетворяющих
неравенствам

γ(σ)/σ > −1− ε, −1 < γ′(σ) < −1 + ϕ, ∀|σ| � λ0, (19)

где λ0 > 0 может быть большой и ϕ > 0 — произвольно большая, но
конечная величина. Таким образом, мы получили результат, представ-
ленный в работе [17].
B. Рассмотрим систему третьего порядка, исследованную Плиссом

в работе [7]:⎧⎪⎨⎪⎩
ξ̇ = −(1 + a)ξ + ϕ(σ) + p1(t, ξ, η, ζ),

η̇ = −ζ + p2(t, ξ, η, ζ),

ζ̇ = η + ϕ(σ) + p3(t, ξ, η, ζ), σ = ξ + η + ζ, a > 0.

(20)

Легко видеть, что

χ(s) =
1

s+ 1 + a
+

s− 1
s2 + 1

, χ(0) = −a(1 + a)−1 < 0, (21)

и корни характеристического многочлена есть −(1 + a),±i. Можно
показать, что ϕ = ε, где ε > 0 — произвольно малая величина. Положив
в частотном неравенстве (11) ϕ = 0, τ = 1 и выбрав произвольно
большую, но конечную величину ϕ > 0, получаем неравенство

1
ϕ

+
1 + a− θ

(1 + a)2 + ω2 +
θ − 1
1− ω2 > 0. (22)

Выберем θ = 1 > 0. Система (20) равномерно предельно ограничена для
всех функций ϕ : R → R, которые являются непрерывно дифференци-
руемыми и удовлетворяют неравенствам (см. [22])

ε < ϕ′(σ) < ϕ < +∞, 0 < ϕ(σ)/σ < −χ(0)−1 = (1 + a)/a, |σ| � λ0 > 0,
(23)

где ε > 0 — произвольно малая величина, ϕ > 0 — произвольно боль-
шая, но конечная, величина и λ0 > 0 — некоторая константа, которая
может быть большой.
С. Рассмотрим систему третьего порядка [17]

σ′′′ + ασ′′ + βσ′ + γσ + f(σ) = p(t,σ,σ′,σ′′), (24)

где α > 0, γ > 0, αβ − γ > 0, |p(t,σ,σ′,σ′′)| < ρ0. Эта система может
быть переписана в следующей форме:

σ′′′ + ασ′′ + βσ′ + αβσ + ϕ(σ) = p(t,σ,σ′,σ′′), (25)

где
ϕ(σ) = (γ − αβ)σ + f(σ). (26)
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Очевидно, что ϕ = −ε, где ε > 0 — произвольно малая величина,

χ(s) = (s3 + αs2 + βs+ αβ)−1 = ((s+ α)(s2 + β))−1, χ(0) = (αβ)−1 > 0.

Полагая в частотном неравенстве (11) ϕ = 0, τ = 1 и выбирая произ-
вольно большую, но конечную, величину ϕ > 0, получаем неравенство

1
ϕ

+
α− θ
α2 + β

(
1

α2 + ω2 −
1

β2 − ω2

)
> 0,

Выберем θ = α > 0. Система (25) равномерно предельно ограничена
для всех функций ϕ : R → R, которые являются непрерывно диффе-
ренцируемыми и удовлетворяют неравенствам

0 < ϕ′(σ) < ϕ < +∞, ϕ(σ)/σ > −(αβ), |σ| � λ0 > 0, (27)

где ϕ > 0 — произвольно большая, но конечная, величина и λ0 > 0 —
некоторая константа, которая может быть большой. Из этого следует,
что система (24) равномерно предельно ограничена для всех функций
f : R → R, которые являются непрерывно дифференцируемыми и удо-
влетворяют неравенствам

(αβ − γ) < f ′(σ) < f , f(σ)/σ > −γ. (28)

Заметим [17], что если γ = 0, то полученный результат сводится к
результату Эзейло ([28, теорема 4.15, стр. 320]).
D. Рассмотрим систему четвертого порядка [17, 18]

σ′′′′ + ασ′′′ + βσ′′ + γσ′ + f(σ) = p(t,σ,σ′,σ′′,σ′′′), (29)

где α > 0, αβ − γ > 0, γ > 0. Принимая во внимание условия Гурвица
для полинома

p(λ) = λ4 + αλ3 + βλ2 + γλ+ δ,

имеющие вид

α > 0, αβ − γ > 0, (αβ − γ)γ − α2δ > 0,

получаем, что β > 0, γ > 0. Перепишем (20) в следующей форме:

σ′′′′ + ασ′′′ + βσ′′ + (βγ/α− (γ/α)2)σ + ϕ(σ) = p(t,σ,σ′,σ′′,σ′′′), (30)

где
ϕ(σ) = −(βγ/α− (γ/α)2)σ + f(σ). (31)
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Можно показать, что передаточная функция линейной части системы
имеет вид

χ(s) = α2[(αs2 + γ)(αs2 + α2s+ αβ − γ)]−1,

χ(0) = α2(γ(αβ − γ))−1 > 0.
(32)

Поскольку αβ − γ > 0, α > 0, γ > 0, эта функция имеет два по-
люса на мнимой оси iR и два полюса в C−. Мы можем положить
ϕ = −ε, где ε > 0 — произвольно малая величина. Положив в частотном
неравенстве (11) ϕ = 0, τ = 1 и выбрав произвольно большую, но
конечную, величину ϕ > 0, получаем неравенство

1
ϕ

+ Re (1 + (iω)−1θ)χ(iω) > 0.

Путем несложных вычислений можно показать, что существует един-
ственный выбор θ = (αβ − 2γ)α−2 и он приводит к неравенству

1
ϕ

+
αγ + (2γ − αβ)2

α3γ + (2γ − αβ)2
· 1
(αβ − γ − αω2)2 + α4ω2 > 0 ∀ω ∈ R, (33)

которое справедливо при произвольно большой, но конечной, величине
ϕ > 0. Принимая во внимание выбор θ, а также результаты [22], нам
следует рассмотреть два случая.

1◦. Если αβ − 2γ > 0, то система (30) равномерно предельно огра-
ничена для всех функций ϕ : R → R, которые являются непрерывно
дифференцируемыми и удовлетворяют неравенствам

0 < ϕ′(σ) < ϕ < +∞, ϕ(σ)/σ > −γ(αβ − γ)α−2, |σ| � λ0 > 0, (34)

где ϕ > 0 — произвольно большая, но конечная, величина, константа
λ0 > 0 может быть большой.

2◦. Если αβ − 2γ < 0, то равномерная предельная ограниченность
имеет место для всех функций ϕ : R→ R, которые являются непрерыв-
но дифференцируемыми и для которых одно из вышеприведенных нера-
венств должно быть модифицировано: либо φ′(σ) < 0 и справедливо
второе неравенство в (34), либо 0 < φ′(σ) < ϕ и во втором неравенстве
(34) знак «больше» должен быть заменен на знак «меньше».

5. Заключение и будущие исследования

Необходимо сделать несколько замечаний по поводу представлен-
ных в этой статье результатов. Хотелось бы начать с рассмотренных
в предыдущих разделах приложений, которые были исследованы в бо-
лее ранних работах с использованием другого критерия диссипативно-
сти [17, 18]. Во всех этих случаях представленный в этой статье новый

14
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критерий диссипативности позволяет получить более сильные (или, по
крайней мере, эквивалентные) условия диссипативности в терминах ко-
эффициентов системы. Это представляется полезным качеством нового
критерия. В то же время, некоторые примеры в указанных работах
не могут быть исследованы с использованием этого критерия вслед-
ствие присущих ему ограничений структурного характера. Большин-
ство подобных примеров соответствуют случаю χ(0) = 0, что является
нарушением одного из основных предположений основного результата,
теоремы 2. Более того, примеры, в которых имеется несколько нелиней-
ностей, и характеризующиеся, таким образом, матричной передаточной
функцией линейной части системы, не обладают свойством статиче-
ского разделения, т. е. H(0) не диагональная. Это очень существенный
недостаток представленного подхода, который, как нам кажется, не
может быть легко устранен. Например, с использованием формализма
интегральных уравнений [27] можно рассмотреть случай нескольких
нелинейностей и дословно повторить представленное доказательство,
но указанное условие, тем не менее, не может быть устранено (возмож-
но, это не совсем «естественное» предположение помешало автору при-
ступить к исследованию случая нескольких нелинейностей). Несколько
иной подход [1] позволяет исключить это условие, но этот результат по-
лучен лишь для случая одной нелинейности и его обобщение на случай
нескольких нелинейностей представляет собой интересную открытую
проблему.

Говоря о будущих исследованиях, следует вспомнить о том, что
было сказано во введении к этой статье — конечной целью исследова-
ний является получение результата для автоколебаний по Якубовичу.
Следовательно, необходимо рассмотреть вопрос о неустойчивости и это
будет сделано на основе результатов Якубовича [12].

Мы не можем завершить наши исследования затронутых в этой
статье вопросов без рассмотрения соответствующих обобщений пред-
ставленных результатов на случай систем с запаздыванием, а так-
же систем с распределенными параметрами. Если для исследования
вопросов неустойчивости и диссипативности используется формализм
функций Ляпунова, то в качестве основного средства анализа будет
выступать версия леммы Якубовича–Калмана–Попова для гильбертова
пространства, которая была сформулирована и доказана Якубовичем
и его коллегами [5, 14]. Разумеется, в этом случае потребуется по-
строить гильбертово пространство для специфических приложений.
С другой стороны, существуют результаты о неустойчивости (точнее,
об экспоненциальном дихотомическом поведении системы), получен-
ные с использованием формализма интегральных уравнений [26], а
также результаты о диссипативности, полученные без использования
теории функций Ляпунова и лишь на основе оценок решений [19, 21].
Эти результаты менее четко сформулированы, нежели соответствующие
результаты, основанные на формализме функций Ляпунова, но для
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их получения не требуется построения соответствующего гильбертова
пространства. Таким образом, мы опять приходим к старой дилемме:
использовать формализм функций Ляпунова или следует избрать дру-
гой подход?

Приложение: доказательство теоремы 2

Напомним два вспомогательных результата, доказательства кото-
рых очевидно и может быть найдено в [22].

Лемма 1. Если x(t) — решение системы (7), то (z(t), ξk(t)) такое,
что ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

z(t) = Ax(t)−
m∑
1

bjϕj(c∗jx(t)),

ξk(t) = c∗kx(t), k = 1, ... ,m,

(35)

является решением системы⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ż = Az −

m∑
1

bjϕ
′
j(ξj)c

∗
jz,

ξ̇k = c∗kz, k = 1, ... ,m,

(36)

и удовлетворяет тождествам

Fk(z(t), ξ1(t), ... , ξm(t)) ≡ ψk(t)− c∗A−1z(t) ≡ 0, k = 1, ... ,m, (37)

где ϕk(σ) = σ + χkk(0)ϕk(σ) определена в теореме 1. Обратно, если
(z(t), ξk(t)) является решением системы (36), то

x(t) = A−1(z(t) +
m∑
1

bjϕj(ξj(t))) (38)

является решением (7).

Лемма 2. Если пара (A,B) управляема и detA = 0, то пара

A =
(
A 0

C∗ 0

)
, B =

(
B

0

)
(39)

управляема, если и только если detC∗A−1B = 0.

Эти результаты будут использованы при доказательстве теоремы 2,
которое, в свою очередь, будет выполнено в несколько этапов и с
использованием подхода, примененного в [22].

14*
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A. Сопоставим системе (36) следующую систему Попова «диффе-
ренциальное уравнение плюс интегральный функционал»:

ż = Az +
m∑
1

bkμk(t),

ξ̇k = c∗kz, k = 1, ... ,m,

η(0,T ) =
m∑
1

T∫

0

[τk(μk + ϕ
k
c∗kz)(μk/ϕk + c∗kz) + θkμkξk] dt−

− ε20
m∑
1

T∫

0

(A−1z)∗ckc∗kA
−1z dt.

(40)

С использованием обозначений

u = col(μ1 ... μn), y = col(zξ1 ... zξm), K = diag (τk/ϕk),

L1 =
1
2
C · diag (τk(1 + ϕ

k
/ϕk)), L2 =

1
2
· diag (θk),

M11 =
m∑
1

(τkϕkckc
∗
k − ε20(A−1)∗ckc∗kA

−1),

L =
(
L1
L2

)
, M =

(
M11 0
0 0

)
,

(41)

а также с использованием A и B, определенных в лемме 2, система
(40) может быть переписана в следующей форме:

ẏ = Ay + Bu(t),

η(0,T ) =

T∫

0

(u∗Ku+ u∗L∗x+ x∗Lu+ x∗Mx) dt. (42)

Это представление имеет вид стандартной формы Попова и матрицы
K и M очевидно являются эрмитовыми (или симметричными в веще-
ственном случае). Частотная характеристика, определенная Поповым и
Якубовичем, имеет вид

H = (iω) = L+ L∗(iωI −A)−1B + B∗(−iωI −A∗)−1L+

+ B∗(−iωI −A∗)−1M(iωI −A)−1B (43)

и может быть переписана с учетом введенных выше обозначений в
следующей форме:

H(iω) = diag (τk/ϕk) + Re
[
diag (τk(1 + ϕ

k
/ϕk) + (iω)−1θk)H(iω)

]
+

+H∗(−iω) diag (τkϕk)H(iω)−

− ε20

m∑
1

(−iωI −A∗)−1(A−1)∗ckc∗kA
−1(iωI −A)−1. (44)
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Частотное неравенство (11) выполнено ∀ω ∈ R, а также при |ω| → +∞.
Тогда с учетом того, что lim|ω|→+∞ |c∗kA−1(iωI − A)−1|2 = 0, а также
выбирая ε0 > 0 достаточно малой, можно показать, что H(iω) � 0.

Этот результат позволяет применить лемму Якубовича–Калмана–
Попова, т. е. система (42) является положительной в смысле Попова.
Далее, рассуждая аналогично тому, как это было сделано в [22], мы
получаем, что существует эрмитова матрица H , матрица W и диаго-
нальная матрица V с диагональными элементами

√
τk/ϕk , такие что

выполнено следующее равенство:

η(0,T ) = [z∗Hz +
m∑
1

(θk(c∗kA
−1bk)−1(ξkc∗kA

−1z − (1/2)ξ2k)]
∣∣∣∣T
0

+

+

T∫

0

|V u+W ∗z|2dt. (45)

Полагая μk(t) = −ϕ′(ξk(t))c∗kz(t), где (z, ξk) — решение системы (36),
удовлетворяющее (37), мы получаем функцию состояния

V(z, ξ1, ... , ξm) = z∗Hz −
m∑
1

θk

⎛⎝ 1
2χkk(0)

ξ2k +

ξk∫

0

ϕk(λ) dλ

⎞⎠ , (46)

которая удовлетворяет тождеству

V(z(t), ξ1(t), ... , ξm(t)) − V(z(0), ξ1(0), ... , ξm(0)) ≡

≡
t∫

0

| −
√
τk/ϕk ϕ

′
k(ξk)c

∗
kz +W ∗z|2dt− ε20

m∑
1

t∫

0

|c∗kA−1z(ϑ)|2dϑ−

−
m∑
1

τk

t∫

0

(ϕ′
k(ξk)− ϕk)(1− ϕ′k(ξk)/ϕk)(c

∗
kz)

2dϑ (47)

вдоль решений системы (36) с ограничением (37). Очевидно, что
V(z, ξ1, ... , ξm) является кандидатом на роль функции Ляпунова. Да-
лее мы получим некоторые оценки для V и ее производной вдоль
решений системы.
B. Дифференцируя (47) вдоль решений системы (36) с учетом (37)

и секторных ограничений на ϕk(σ), получаем

W(z, ξ1, ... , ξm) =
d

dt
V(z(t), ξ1(t), ... , ξm(t)) �

� −ε20
m∑
1

ψ2
k(ξk(t)), |ξk(t)| � λ0. (48)
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Используя свойства Ωk и ψk, сформулированные в утверждении теоре-
мы, мы получаем, что при |ξk| � λ0 и достаточно большой λ0 справед-
лива оценка

W(z, ξ1, ... , ξm) � −ε20
m∑
1

αk(|ξk|), |ξk| � λ0, (49)

где αk(�) — функции Массера (αk(0) = 0, непрерывные в неко-
торой окрестности нуля и возрастающие), который удовлетворяют
lim�→∞ αk(�) =∞. Рассмотрим супремум

Kk(λ0) = sup |(ϕ′
k(ξ)− ϕk)(1− ϕ′

k(ξ)/ϕk)(c
∗
kz)

2|,
который вычисляется на компактном (замкнутом и ограниченном) мно-
жестве

Uk(λ0) =
{
(z, ξ)| |ξ| � λ0, c∗kA

−1z = ψk(ξ)
}
.

Тогда оценка производной имеет следующий вид:

W(z, ξ1, ... , ξm) � −ε20
m∑
1

αk(|ξk|) +
m∑
1

τjKj(λ0). (50)

Вернемся к рассмотрению V с целью получения ее оценки. Следуя
предложенному в [22] подходу, а также с учетом свойств ϕk, получаем
матричное неравенство

H =
θk

2χkk(0)(1 + ϕkχkk(0))
(A−1)∗ckc∗kA

−1 � 0

и, следовательно,

V(z, ξ1, ... , ξm) = z∗Hz −
m∑
1

θk
2χkk(0)(1 + ϕkχkk(0))

ψ2
k(ξk)+

+
m∑
1

Ωk(ξk) �
m∑
1

Ωk(ξk) �
m∑
1

βk(|ξk|).
(51)

Последнее неравенство было получено с использованием свойств Ω(·);
оно справедливо при |ξk| � λ0 > 0, где λ0 может быть большой, и
βk(�) — функции Массера, lim�→∞ βk(�) = ∞.
C. Неравенство (50) и последнее неравенство в (51), верные при

|ξk| � λ0 > 0, где λ0 может быть большой, представляют собой именно
те неравенства, которые необходимы для стандартного доказательства
предельной ограниченности (см. [29, с. 42]). Из этих неравенств сле-
дует оценка диссипативности для ξk и с использованием определения
ϕk и формулы вариации постоянных можно получить оценку для z.
С использованием (38) мы получаем искомую оценку для x(t) как ре-
шения системы (7). Однако нам требуется получить соответствующую
оценку для системы (10), являющейся возмущенной системой (7). Этот
результат можно получить путем преобразования оценок (50) и (51)
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в оценки V и cW по x. Эти оценки также являются оценками для
предельной ограниченности, доказывающими утверждение теоремы с
использованием стандартного подхода [17, 18].

Признательности

С первых шагов своих исследований в области теории систем и на
протяжении 40 лет автор этой статьи руководствовался глубокими иде-
ями и замечательными достижениями профессора В. А. Якубовича, ко-
торого он рассматривает как одного из гениальных «отцов-основателей»
современной теории систем и управления. По этой причине, и не только
по ней, эта статья не может закончиться чем либо иным, нежели
поздравлением:

С днем рождения, Владимир Андреевич!
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АДАПТИВНЫЕ СИСТЕМЫ

В. А. Бондарко†

Адаптивные субоптимальные системы
с переменной размерностью вектора

подстраиваемых параметров∗

Аннотация: приведен краткий обзор метода рекуррентных целевых
неравенств — созданного В.А. Якубовичем направления в теории адап-
тивных систем. Рассмотрены также две новые задачи субоптимального
в минимаксном смысле адаптивного управления минимально фазовыми
дискретными и непрерывными объектами неизвестного порядка с за-
паздыванием. Попутно получено решение субоптимальной задачи для
непрерывных объектов с известными параметрами и критерий мини-
мальной фазовости дискретной модели непрерывного объекта в случае,
когда запаздывание не кратно периоду дискретизации. В качестве ал-
горитма адаптации выступает конечно сходящийся алгоритм решения
счетной системы рекуррентных целевых неравенств с переменным ко-
личеством подстраиваемых параметров, которое стабилизируется толь-
ко после окончания переходных процессов.

1. Введение

В условиях существенной априорной неопределенности относитель-
но параметров объекта управления и свойств внешней среды для до-
стижения заданных целевых установок необходимо создавать такие

†) Санкт-Петербургский государственный университет.
∗
) Оригинал статьи опубликован в специальном выпуске журнала «Автома-

тика и телемеханика». — 2006. — № 11. — C. 38–60.
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системы, которые способны в процессе функционирования изменять
свои параметры либо структуру на основе обработки доступной теку-
щей информации. С формулировки этого постулата началось в 1965 г.
развитие метода рекуррентных целевых неравенств, а удовлетворяющие
этому постулату системы управления получили название обучаемых,
или адаптивных. Задача разработки таких систем облегчалась тем,
что к тому времени подходящий математический аппарат усилиями
возглавляемой В.А. Якубовичем группы сотрудников Ленинградского
университета уже был частично разработан [11] для нужд теории
обучения распознаванию образов.

Поясним связь между алгоритмами распознавания и адаптации на
примере двух задач — настройки весов персептрона и прямого адаптив-
ного управления дискретным объектом. Задачу настройки весов про-
стейшего персептрона можно трактовать следующим образом: имеются
два тренировочных множества изображений (точек в конечномерном
пространстве признаков RN ) — X1 и X2, требуется построить зада-
ваемую уравнением α + (θ,x) = 0 гиперплоскость, разделяющую эти
множества, то есть найти такую скалярную величину α и такой вектор
θ ∈ RN , что α + (θ,x) < 0 при x ∈ X1 и α + (θ,x) > 0 при x ∈ X2
(через (θ,x) здесь обозначается скалярное произведение векторов θ и
x). Введем следующие обозначения: τ = (α, θ′)′, ϕ = (1,x′)′ при x ∈
∈ X1, ϕ = −(1,x′)′ при x ∈ X2 (штрих обозначает транспонирование).
В результате задача разделения X1 и X2 сводится к бесконечной,
вообще говоря, системе неравенств

(τ ,ϕ) < 0 (1)

относительно вектора τ . Аналогичным образом, линейную модель дис-
кретного по времени объекта с ограниченным и в остальном непред-
сказуемым возмущением vk ∈ [−C,C] можно трактовать как систему
неравенств

|yk+1 − (τ ,ϕk)| � C, k = 0, 1, ... , (2)

относительно τ — вектора параметров модели. Входящие в эти неравен-
ства величины yk и ϕk имеют смысл наблюдаемого выхода и фазового
вектора соответственно, компоненты последнего также доступны из-
мерению. При некоторых дополнительных предположениях наилучший
выбор управляющего воздействия — обеспечить равенство (τ ,ϕk) = 0,
и тогда (2) переходит в неравенство |yk| � C, эквивалентное стабилиза-
ции наблюдаемого выхода около нуля или, аналогично, любого другого
желательного значения. Таким образом, неравенства вида (2) оказыва-
ются эквивалентными цели управления, и поэтому они были названы
целевыми. От этого происходит название метода рекуррентных целе-
вых неравенств, характеристика «рекуррентные» объясняется тем, что
набор решаемых неравенств (2) не задан заранее, а определяется в ходе
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функционирования объекта и зависит как от реализации возмущения,
так и от алгоритма, применяемого для их решения.

Ясно видно, что рассматриваемые задачи близки между собой как
по типу неравенств, так и в другом отношении — возможной неедин-
ственностью решения и принципиальной безразличностью к тому, ка-
кое из многих решений будет найдено. В самом деле, в задаче распо-
знавания нас в равной степени устраивают все плоскости, разделяющие
тренировочные множества; а в задаче управления объектом с неиз-
вестным вектором параметров все решения неравенств (2) совершенно
эквивалентны. Бессмысленно говорить о том, какое решение истинное,
а какое — его приблизительная оценка. Эта черта — следствие от-
сутствия каких-либо предположений о стохастических свойствах эле-
ментов тренировочных множеств и возмущающего воздействия. В этом
смысле обсуждаемый подход — более общий по сравнению с привычной
многим стохастической теорией.

Начиная с Розенблатта для решения персептронных неравенств (1)
применялись алгоритмы с поощрением — рекуррентные процедуры
вида τk+1 = T (ϕk, τk), которые оставляли вектор τk на месте, если
неравенство (1) выполнялось для очередного элемента обучающей по-
следовательности ϕk и полученного на предыдущих шагах вектора τk, и
каким-то образом модифицировали τk в случае нарушения неравенства.
Геометрический смысл неравенства (1) при ϕ = ϕk — принадлежность
вектора τ соответствующему полупространству. Нарушение неравен-
ства означает, что вектор τk находится вне текущего полупространства
(τ ,ϕk) < 0, поэтому естественный способ его модификации — проекция
вектора τk на текущее полупространство. Именно таков (с точностью
до некоторых уточнений, которые обеспечивают сходимость за конеч-
ное количество шагов) был предложенный В.А. Якубовичем алгоритм
«ЯВА». Поскольку каждое неравенство (2) — это комбинация двух
неравенств вида (1), то проекционный алгоритм «ЯВА» оказался вполне
подходящим для их решения. Примененный к неравенствам (2), этот
алгоритм получил название «Полоска», поскольку каждое неравенство
(2) выделяет в пространстве векторов τ полосу, т. е. промежуток между
двумя гиперплоскостями.

Итак, конечно-сходящиеся алгоритмы настройки весов персептро-
на в результате модификации превратились [12, 13] в алгоритмы ре-
шения счетных систем неравенств относительно параметров объекта
управления или настраиваемого регулятора. В структуре обучаемой
системы управления именно они играют роль алгоритмов адаптации,
поэтому описываемый подход получил также название метода конечно-
сходящихся алгоритмов.

Появившийся метод успешно развивался как в плане теоретическом,
так и в области приложений. Были рассмотрены самые разнообразные
типы рекуррентных неравенств и алгоритмы их решения, в том числе
и вероятностные, — в этом направлении многие результаты были полу-
чены В.Н. Фоминым [7, 8]. Обычно алгоритмы решения целевых нера-
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венств строятся как проекционные на те области, которые выделяются
неравенствами в пространстве подстраиваемых параметров, и основное
условие их сходимости — это выпуклость этих областей и ненулевая
мера их пересечения. Впрочем, были предприняты попытки [14, 17]
распространить метод и на невыпуклые неравенства. Достаточно по-
дробную библиографию на 1980 г. можно найти в книге [9], которая
сама стала заметным этапом в развитии теории адаптивных систем.

Несмотря на значительное разнообразие полученных результатов,
проекционный алгоритм решения неравенств (2) остался в каком-то
смысле базовым, особенно при решении задач управления линейными
объектами. В.А. Якубович и его ученики предложили [5, 6, 12, 13]
самые разные его варианты — «Полоска-1» и «Полоска-2», «Век-
торная полоска», «Сложная полоска» и т. п. Для всех этих алго-
ритмов характерно то, что они обеспечивают выполнение каждого
неравенства рекуррентной системы с достаточно большим номером.
В отличие от них, предложенный в [4] алгоритм обеспечивает спра-
ведливость сразу всех неравенств в среднеквадратичном смысле. Это
позволило [15, 16] раздвинуть границы применимости метода рекур-
рентных целевых неравенств со случая равномерно ограниченных воз-
мущающих воздействий на случай возмущений, ограниченных в смыс-
ле среднего квадрата. К этому классу принадлежат, в частности, все
стационарные случайные процессы с конечной дисперсией.

Сейчас, когда теория адаптивных систем вновь стала привлекать
активный интерес исследователей, есть все основания для дальнейшего
развития метода рекуррентных целевых неравенств. Настоящая работа
посвящена двум задачам адаптивного субоптимального управления.
Рассматриваются минимально фазовые объекты управления с возму-
щающими воздействиями, которые представляют собой нерегулярные
(равномерно ограниченные и в остальном абсолютно произвольные)
сигналы, прошедшие через линейный фильтр общего вида. В дискрет-
ном времени такая задача уже была рассмотрена [6], и предлагаемый
результат развивает изложенные там подходы. Случай непрерывного
времени в рассматриваемой постановке, видимо, еще не рассматривал-
ся. Даже для известных параметров объекта решение близкой задачи
минимаксной оптимизации известно [1] только в классе линейных, а не
произвольных регуляторов.

Отличительная черта обоих предлагаемых здесь результатов об
адаптивном субоптимальном управлении в том, что ни порядок урав-
нений управляемых объектов, ни необходимое для достижения цели
управления количество подстраиваемых параметров не предполагается
априорно известным. Алгоритм адаптации должен сам их определить.
Алгоритмы такой структуры были предложены В.А. Якубовичем на
семинаре кафедры теоретической кибернетики Санкт-Петербургского
университета при обсуждении задач адаптивного управления бесконеч-
номерными объектами.



430 В. А. Бондарко

2. Постановка задачи

Рассмотрим дискретные и непрерывные объекты управления

α(∇)yk = β(∇)uk−ϑ + vk, k = 0, 1, ... , (3)

a(p)y(t) = b(p)u(t− θ) + v(t), t ∈ [0,∞), (4)

со скалярными управляющим воздействием u, возмущением v и наблю-
даемым выходом y. Все входящие в эти уравнения сигналы предпола-
гаются нулевыми при отрицательных значениях времени, ∇jyk = yk−j ,
pjy(t) = djy(t)/dtj ,

α(λ) = 1 + α1λ+ ...+ αnλ
n, β(λ) = β0 + β1λ+ ...+ βmλ

m, β0 = 0,

a(λ) =
N∏
j=1

(λ− λj), b(λ) = b0

M∏
j=1

(λ− μj), M < N , b0 = 0,

запаздывания ϑ и θ неотрицательны. У многочлена β(λ) все корни
лежат вне замкнутого единичного круга, а у b(λ) — в открытой левой
полуплоскости. Обозначим через Ξd класс дискретных объектов (3),
а через Ξc — класс непрерывных объектов (4), которые обладают
всеми перечисленными свойствами. Подмножество тех объектов из Ξc,
для которых M = N − 1, будет обозначаться как Ξ1

c. Таким образом,
мы рассматриваем так называемые минимально-фазовые линейные
стационарные объекты, у которых нули передаточной функции лежат
в области устойчивости (дополнение к единичному кругу и левая по-
луплоскость соответственно). Объекты из Ξ1

c будем называть сильно
минимально фазовыми .

Введем обозначения: zji — вектор с компонентами zi, zi+1, ... , zj,
z∞i — последовательность с элементами zi, zi+1, ..., z(·) — функция со
значениями z(t).

У возмущающих воздействий на объекты управления (3) и (4)
никаких стохастических свойств не предполагается. Будем считать,
что последовательности v∞0 и функции (возможно, обобщенные) v(·)
удовлетворяют уравнениям

κ(∇)vk = ζ(∇)wk , d(p)v(t) = c(p)w(t),

где

κ(λ) = (1− λ/κ1)(1− λ/κ2) ... (1− λ/κr),
ζ(λ) = ζ0(λ− ζ1)(λ− ζ2) ... (λ− ζl),
c(λ) = c0(λ− c1)(λ− c2) ... (λ− cL),
d(λ) = (λ− d1)(λ− d2) ... (λ− dR),

min
j
|κj | > 1, min

1�j�l
|ζj | > ζ > 1,

max
1�j�L

{Re cj} < −c < 0, max
j
{Re dj} < 0, L<N+R,
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т. е. корни многочленов κ(λ) и ζ(λ) лежат вне замкнутого единичного
круга, а корни c(λ) и d(λ) — в открытой левой полуплоскости. После-
довательности w∞

0 и кусочно-непрерывные функции w(·) равномерно
ограничены по абсолютной величине, а в остальном совершенно про-
извольны:

|wk| � 1 ∀k, |w(t)| � 1 ∀t.
Обозначим через Vd = Vd(κr1 , ζ

l
0) =

{
v∞0

}
и Vc = Vc(dR1 , cL0 ) = {v(·)}

классы всех дискретных и непрерывных возмущений, которые описы-
ваются подобным образом.

Предположим, что управляющие воздействия формируются регуля-
торами типа обратной связи:

uk = Uk(yk0), u(·) = U(y(·)),
где Uk(·) — произвольные функции, U(·) — неупреждающее отобра-
жение множества абсолютно непрерывных функций y(·) в множество
кусочно-непрерывных функций u(·). Тогда для этих регуляторов опре-
делены функционалы качества управления

Jd[U∞
0 (·)] = lim

k→∞
sup

v∞0 ∈Vd

|yk|, Jc[U(·)] = lim
t→∞ sup

v(·)∈Vc

|y(t)|. (5)

Настоящая работа посвящена минимизации функционалов Jd и Jc
при дополнительном условии ограниченности управления. Без ограни-
чения общности будем считать в дальнейшем, что r = R = 0, κ(λ) =
= d(λ) = 1. Действительно, к этому случаю мы приходим, применив
к обеим частям уравнений (3) и (4) операторы κ(∇) и d(p) соответ-
ственно. В силу расположения корней этих многочленов такие преобра-
зования уравнений не меняют их решений с точностью до затухающих
компонент, которые не оказывают никакого влияния на значения функ-
ционалов Jd и Jc.

Задачи минимизации функционалов Jd и Jc для известных (фик-
сированных) объектов управления (3) и (4) из классов Ξd и Ξc соот-
ветственно будут здесь рассмотрены как вспомогательные при синтезе
управления для объектов с неизвестными параметрами. В этом послед-
нем случае решение будет получено в терминах общего определения
адаптивной субоптимальной системы управления [9]. Для рассматрива-
емых дискретных объектов (3) это означает, что при всех k � 0 должны
быть заданы три рекуррентных соотношения:

σk = Sk(σk−1, yk), uk = Uk(τk,σk), τk = Ak(τk−1,σk). (6)

В этих уравнениях векторы σk и τk могут иметь переменную размер-
ность, но в каждый момент k она конечна. Первое из уравнений (6)
порождает сенсор σk, т. е. конечный набор всех известных (априорно
заданных, измеренных, вычисленных и запомненных) к этому моменту
величин. Начальное значение сенсора — это априорно известная ин-
формация об объекте управления. Второе из уравнений (6) описывает
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собственно регулятор. На содержательном уровне подразумевается, что
для каждого фиксированного объекта управления с полным набором
параметров ξ существует такой вектор параметров регулятора τ = τ (ξ),
что регулятор uk = Uk(τ ,σk) гарантирует выполнение цели управле-
ния — неравенства

|yk| � Cy. (7)

Этим управлением невозможно воспользоваться, если, как это и пред-
полагается, априорная информация не включает в себя полный набор
параметров объекта. Вместо неизвестного вектора τ в уравнении регу-
лятора используются векторы подстраиваемых параметров τk. Эти
векторы доставляются алгоритмом адаптации, который описывается
последним, третьим из уравнений (6).

Система управления (6) называется адаптивной в классе Ξd × Vd
относительно цели управления (7), если для любого объекта управле-
ния (3) из класса Ξd и любого возмущения из класса Vd все процессы
замкнутой системы (3),(6) обладают следующими свойствами:

(A1) значения limk→∞ |uk| и limk→∞ |σk| конечны;
(A2) существует такой момент времени, после которого цель управле-

ния выполнена, а значения dim σk и τk перестают меняться.

Адаптивная система (6) называется ε-субоптимальной в смысле
функционала Jd, если цель управления (7) достигается с константой
Cy � Jd + ε, где Jd = inf Jd по всевозможным обратным связям.

Общее определение адаптивной системы управления непрерывными
объектами (4) из класса Ξc формулируется сходным образом. При этом
вместо разностных уравнений (6) для описания сенсора, регулятора
и алгоритма адаптации используются аналогичные функциональные
соотношения с неупреждающими операторами S(·), U(·) и A(·). Здесь,
однако, для адаптивного управления непрерывными объектами будет
использована их дискретизация. Это означает, что мы ограничиваемся
кусочно-постоянными управляющими воздействиями вида

u(kh+ ε) = uk, ε ∈ [0,h), k = 0, 1, ... , (8)

где h — постоянный положительный период дискретизации. Таким
образом, управление u(·) как функция непрерывного времени t ∈ [0,∞)
полностью определяется последовательностью u∞0 , значения членов
которой вырабатываются дискретным (по времени) регулятором (6).
При этом для формирования сенсора используются не все значения на-
блюдаемого выхода y(t), а только дискретные равноотстоящие отсчеты

yk = y(kh), k = 0, 1, ... . (9)

Пусть Ξ̃c — некоторое подмножество Ξc. Будем говорить, что
соотношения (6), (8), (9) задают дискретную систему управления
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непрерывными объектами (4), адаптивную в классе Ξ̃c × Vc относи-
тельно цели управления |y(t)| � Cy, (10)

если для любого объекта управления (4) из класса Ξ̃c и любого воз-
мущения из класса Vc все процессы замкнутой системы (4), (6), (8),
(9) обладают свойствами (A1), (A2). Адаптивная система называется ε-
субоптимальной в смысле функционала Jc, если цель управления (10)
достигается с константой Cy � Jc + ε, где Jc = inf Jc по всевозможным
(а не только дискретным) обратным связям.

Если соотношения (8), (9) справедливы, то выбрав из решений диф-
ференциального уравнения (4) дискретные отсчеты yk = y(kh), uk =
= u(kh), получаем для них разностное уравнение вида (3). Коэффици-
енты этого разностного уравнения зависят от периода дискретизации
h и коэффициентов исходного уравнения (4), а значения дискретно-
го возмущающего воздействия — еще и от значений возмущающего
воздействия v(·) в исходном управлении. Порождаемое таким образом
уравнение (3) будем называть дискретной моделью непрерывного объ-
екта (4), или результатом его дискретизации.

В этой работе при построении адаптивной системы управления
непрерывными объектами используются их дискретные модели. Это
не означает, разумеется, что непрерывный случай банально сводится
к дискретному. Прежде всего, дискретная модель описывает функцио-
нирование объекта управления только в кратные h моменты времени,
а минимизируемый функционал Jc зависит от значений наблюдаемого
выхода во все моменты, включая промежуточные. Затем, класс возни-
кающих в результате дискретизации возмущений vk вообще никогда
(кроме элементарнейшего случая N = 1, L = 0) не совпадает с Vd, а са-
ми дискретные модели попадают в класс Ξd только при определенных
дополнительных условиях, которые подлежат выяснению. Наконец, ка-
чество предлагамой дискретно-непрерывной системы управления неиз-
бежно зависит от периода дискретизации h и повышаться может только
при его уменьшении. Поскольку дискретная модель и возмущения сами
существенно зависит от h, то необходим асимптотический (при h→ 0)
анализ характеристик замкнутой системы.

3. Переход к рекуррентным целевым неравенствам

Цель этого раздела — свести задачу адаптивного управления к счет-
ной системе неравенств специального вида относительно вектора под-
страиваемых параметров. Специфика этих неравенств в том, что их
выполнение эквивалентно достижению цели управления, а сам набор
входящих в систему неравенств не определен заранее, а определяется
алгоритмом их решения. Такие системы названы в [9, 13] системами
рекуррентных целевых неравенств (РЦН). Алгоритм их решения вы-
ступает в качестве алгоритма адаптации в уравнениях (6), описываю-
щих адаптивную систему.
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Начнем с дискретного случая. Определим (однозначным образом)
многочлены γ(λ) и δ(λ) из условия

δ(λ)α(λ) + λϑγ(λ) = ζ(λ) ∀λ, deg γ(λ) < n, deg δ(λ) < ϑ,

тогда для решений уравнения (3) будет справедливо равенство

ζ(∇)yk =δ(∇)α(∇)yk + γ(∇)yk−ϑ =
=δ(∇)[β(∇)uk−ϑ + ζ(∇)wk] + γ(∇)yk−ϑ,

откуда

ζ(∇)[yk − δ(∇)wk] = δ(∇)β(∇)uk−ϑ + γ(∇)yk−ϑ. (11)

Обозначим через τj коэффициенты разложения функций δ(λ)β(λ)/ζ(λ)
и γ(λ)/ζ(λ) в степенные ряды:

δ(λ)β(λ)
ζ(λ)

=
∞∑
j=0

τ2jλ
j ,

γ(λ)
ζ(λ)

=
∞∑
j=0

τ2j+1λ
j .

Решив (11) как разностное уравнение относительно величин zk = yk −
− δ(∇)wk, получаем

yk − δ(∇)wk −
{ ∞∑
j=0

(τ2juk−ϑ−j + τ2j+1yk−ϑ−j)
}
−→
k→∞

0. (12)

Обозначим через l2 гильбертово пространство бесконечномерных квад-
ратично суммируемых векторов со скалярным произведением (·, ·). Ве-
личины τj экспоненциально стремятся к нулю, поскольку корни мно-
гочлена ζ(λ) лежат вне некоторого круга с центром в нуле и радиусом
r2 = ζ > 1. Следовательно, бесконечномерные векторы (последователь-
ности)

ϕk =(uk, yk/r,uk−1/r
2, yk−1/r

3, ... ,u0/r
2k, y0/r

2k+1, 0, 0, ...),

τ =(τ0, rτ1, r2τ2, ...) (13)

оба принадлежат l2. Таким образом, соотношение (12) можно перепи-
сать в виде

yk − (τ ,ϕk−ϑ) = δ(∇)wk + εk, εk −→
k→∞

0, (14)

где (τ ,ϕk) — скалярное произведение τ и ϕk.
В работах [6, 9] показано, что оптимальный в смысле функционала

Jd регулятор задается уравнением δ(∇)β(∇)uk + γ(∇)yk = 0, а мини-
мальное значение функционала равно

Jd = |δ0|+ |δ1|+ ...+ |δϑ−1|, (15)
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где δj — коэффициенты многочлена δ(λ). Доказательство этого утвер-
ждения элементарно следует из (11) и (12); аналогичные этому доказа-
тельству рассуждения будут ниже приведены для случая непрерывных
объектов управления.

Пусть Cy > Jd, тогда из (12) и (15) следует, что

|yk − (τ ,ϕk−ϑ)| � Cy (16)

при всех достаточно больших k. Если мы будем определять значения
управления из уравнения

(τ ,ϕk) = 0, k = 0, 1, ... , (17)

то (16) перейдет в неравенство |yk| � Cy. Поскольку значение Cy
может, вообще говоря, быть сколь угодно близким к Jd, то построенный
таким образом регулятор оптимален.

В чем недостатки этого регулятора? Во-первых, компоненты вектора
τ зависят от параметров объекта (3), поэтому регулятор (17) невоз-
можно использовать, если параметры объекта управления неизвестны.
Если даже они известны, то регулятор (17) все равно невозможно реа-
лизовать с помощью устройства с конечной памятью из-за бесконечной
размерности τ . Предположим, однако, что в результате наблюдения за
откликом объекта на подаваемые управляющие воздействия удалось
найти такой конечномерный (точнее, имеющий конечное число ненуле-
вых компонент) вектор τ̂ , что для τ = τ̂ неравенства (16) выполняются
при всех достаточно больших k. Тогда, очевидно, уравнение (τ̂ ,ϕk) = 0
также будет задавать субоптимальный регулятор, причем эффективно
реализуемый. Таким образом, задача субоптимального управления объ-
ектами (3) будет решена, если вычислять управляющие воздействия uk
из уравнений (τk,ϕk) = 0, порождая векторы подстраиваемых парамет-
ров τk посредством алгоритма адаптации, который за конечное число
шагов решает систему РЦН (16).

Пусть ν � μ > 0, а x = (x1,x2, ...) — бесконечномерный вектор
(последовательность) с компонентами xi. Обозначим через x[μ : ν]
вектор-столбец (xμ,xμ+1, ... ,xν)′ (штрих означает транспонирование).
Таким образом,

ϕk−ϑ[1 : 2n] =
[
uk−ϑ,

yk−ϑ
r

,
uk−ϑ−1

r2
, ... ,

uk−ϑ−n
r2n

]′
,

ϕk−ϑ[1 : 2n+ 1] =
[
uk−ϑ,

yk−ϑ
r

, ... ,
yk−ϑ−n
r2n+1

]′
,

и при этом последние компоненты могут быть нулями при k < ϑ+ n.
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Рассмотрим в качестве алгоритма адаптации следующую процедуру:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ψk = ϕk−ϑ[1 : nk−1], ηk = yk − ψ′
kτk−1,

если |ηk| � Cy, то τk = τk−1, nk = nk−1,

если |ηk| > Cy, то Δk = μkηk|ϕk−ϑ|−2(1− Cyρ | ηk |−1)ψk,

τk =
[
τk−1 + Δk

0

]
, nk = nk−1 + 1,

k = 1, 2, ... .
(18)

В эти уравнения входят постоянные параметры ρ ∈ (0, 1), r > 1, пе-
ременные параметры μk ∈ (1/2, 1] и начальные данные n0 = 1, τ0 =
= 0. Значения μk должны выбираться таким образом, чтобы первая
компонента τk+1 отличалась от нуля. Это обеспечивает разрешимость
уравнения

τ ′kϕk[1 : nk] = 0 (19)

относительно uk при всех k. Алгоритм (18) в каждый момент k имеет
конечную память, поскольку для величин Φk = |ϕk|2 справедливо ре-
куррентное соотношение Φk = |uk|2 + |yk|2/r2 + Φk−1/r

4.
Условия сходимости алгоритма (18) описываются следующим утвер-

ждением.

Теорема 1. Пусть последовательности скалярных величин yk и бес-
конечномерных векторов ϕk ∈ l2 таковы, что некоторый бесконеч-
номерный вектор τ = (τ [j])∞j=1 удовлетворяет неравенствам τ [j] <

< ν−j и

|yk − (τ ,ϕk−ϑ)| � ρCy (20)

для всех достаточно больших j и k, где 0 < ρ < 1, ν > 1. Пусть
векторы τk,ψk доставляются алгоритмом (18). Тогда

|Δk| −→
k→∞

0, (21)

|yk − τ ′kψk| � Cy + εk|ψk|, (22)

где εk → 0 при k→∞. При дополнительном условии supk |ϕk| < +∞
неравенства (22) выполнены при εk ≡ 0 (и, значит, τk = const, nk =
= const) при всех достаточно больших k.

Ключевым условием сходимости алгоритма (18) служит разреши-
мость неравенства (20) для любого Cy > Jd. Применить тот же алго-
ритм для построения адаптивного субоптимального управления непре-
рывными объектами (4) можно только в том случае, если аналогичное
неравенство разрешимо для любого Cy > Jc, где Jc — минимальное
значение функционала качества Jc. Для проверки этого условия нужно
знать Jc, т. е. решить задачу оптимального (на самом деле, субоп-
тимального) управления непрерывными объектами (4) с известными
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параметрами и недоступным измерению возмущением. Этой задаче
посвящен следующий раздел.

4. Субоптимальное управление непрерывными
объектами

Минимальная фазовость дискретной модели — необходимое усло-
вие для того, чтобы любой регулятор, минимизирующий абсолютную
величину наблюдаемого выхода y(·) за счет обработки исключительно
дискретных отсчетов yk = y(kh), автоматически обеспечивал ограни-
ченность управляющего воздействия. Поэтому первый вопрос, который
следует рассмотреть при построении дискретного адаптивного управ-
ления непрерывными объектами (4), — это вопрос о минимальной фа-
зовости модели (3), т. е. о том, какие объекты (4) после дискретизации
попадают в класс Ξd. Чтобы сформулировать ответ, определим величи-
ну ε — относительную погрешность в представлении запаздывания θ в
виде кратной периоду дискретизации h величины:

θ = (ϑ+ ε)h, ε ∈ [0, 1),

где ϑ — целочисленное запаздывание модели.

Теорема 2. Фиксируем ε ∈ [0, 1). Если M = N − 1, то дискретизация
непрерывного объекта (4) приводит к дискретной модели, у кото-
рой многочлен β(λ) в уравнении (3) имеет вид

β(λ) = hb0(h)(1− ε)(1− λμ0(h))
N−1∏
j=1

(1− λehμj(h)), (23)

где b0(h) → b0, μ0(h) → ε/(ε − 1), μj(h) → μj при h → 0, j =
= 1, 2, ... ,N − 1.

Таким образом, если исходный непрерывный объект (4) — сильно
минимально фазовый, то результат его дискретизации (3) с достаточно
малым периодом h будет минимально фазовым при ε < 1/2 и не бу-
дет минимально фазовым при ε > 1/2, а дискретизация объектов (4),
у которых хотя бы один корень b(λ) лежит в открытой правой полу-
плоскости, при достаточно малом h всегда приводит к неминимально
фазовой модели. Анализ предельной при h→ 0 минимальной фазовости
дискретных моделей можно и продолжить. Так, если M = N − 2, то
при ε = 0 предельная минимальная фазовость определяется [3] знаком
величины Λ = λ1 + λ2 + ... + λN − μ1 − μ2 − ... − μM , а при ε > 0 ее
нет никогда. Можно показать, далее, что для M < N − 2 предельной
минимальной фазовости нет при всех ε, достаточно близких к нулю и
к единице. В случае векторных сигналов u(·) и y(·) картина становится
[18] еще более сложной, но при соответствующем определении сильной
минимальной фазовости теорема 2 остается справедливой. Подытожи-
вая, можно сделать вывод, что на предельную минимальную фазовость,
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нечувствительную к малым отклонениям параметров объекта, можно
рассчитывать только для сильно минимально фазовых объектов (4).
Именно такие объекты и будут далее рассматриваться.

Определим функцию G(·) как импульсную реакцию объекта (4)
с возмущением из класса Vc по каналу от w к y. Для этого мож-
но переписать дифференциальные уравнения объекта в пространстве
состояний или взять обратное преобразование Лапласа от функции
c(λ)/[a(λ)d(λ)]. Вещественная часть корней многочлена c(λ) в соответ-
ствии с введенными ранее обозначениями ограничена сверху величиной
−c < 0.

Теорема 3. Пусть возмущающее воздействие на сильно минимально
фазовый объект (4) принадлежит классу Vc, а управляющее воздей-
ствие (8) кусочно-постоянно. Если период дискретизации h доста-
точно мал, то для дискретных отсчетов управления uk = u(kh),
наблюдаемого выхода yk = y(kh) и составленного из них при r =
= ech/2 бесконечномерного вектора (13) выполняется равенство

lim
k→∞

[
yk+ϑ −

θ∫

0

G(s)w(kh + θ − s) ds −

−
kh∫

0

g(h, s)w(kh− s) ds− (τ ,ϕk)
]

= 0, (24)

в котором функция g(·) и бесконечномерный вектор (последователь-
ность) τ = {τ[j]}∞j=1 обладают следующими свойствами:

∞∫

0

|g(h, s)| ds −→
h→0

0, |τ[j]| −→
j→∞

0 (25)

экспоненциально. Уравнения (τ ,ϕk) = 0 и (8) задают (O(h) +O(ε))-
субоптимальный регулятор в смысле функционала Jc. Его мини-
мальное значение —

Jc =

θ∫

0

|G(s)| ds.

Как определить значения τ[j] по заданным параметрам объекта
управления (4), становится ясно из доказательства теоремы. Для
построения адаптивного субоптимального регулятора это совершенно
неважно — достаточно знать принципиальную разрешимость целевых
неравенств с правой частью, близкой к Jc.
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5. Адаптивные субоптимальные регуляторы

Чтобы сформулировать утверждение об адаптивности, в соответ-
ствии со сделанными определениями следует явно указать класс адап-
тивности, сенсор (включая априорную информацию), уравнения регу-
лятора и алгоритма адаптации. С классами адаптации все предельно
ясно — мы рассматриваем минимально фазовые дискретные объекты
из класса Ξd с возмущениями из Vd и сильно минимально фазовые
непрерывные объекты из Ξc с возмущениями из Vc. Уравнения систем
также, разумеется, будут указаны. Некоторых комментариев требует,
однако, необходимая априорная информация и ее связь с достигаемым
уровнем субоптимальности. Характерная черта метода рекуррентных
целевых неравенств — требование их усиленной разрешимости. Чтобы
гарантировать достижение цели управления (7) или (10) с константой
Cy, приходится требовать выполнение неравенств ρCy > Jd или ρCy >
> Jc соответственно, где ρ ∈ (0, 1). Поскольку минимальные значения
функционалов Jd и Jc существенно зависят от параметров объекта,
эти неравенства представляются достаточно ограничительными, если
значение Cy требуется получить на основании каких-то грубых оценок
параметров объекта. На самом деле, рассматривается другой подход —
информацию о реалистичности поставленной цели управления пред-
полагается получать непосредственно. Несколько огрубляя ситуацию
(пренебрегая разницей между ρ и единицей, которую можно сделать
сколь угодно малой), можно сказать, что адаптивный регулятор справ-
ляется с задачей, если она в приципе разрешима. Например, если
человек-оператор обеспечивает заданную точность регулирования, то
заменяющая его автоматическая адаптивная система тоже сможет под-
держать эту же точность.

Итак, определим доступную априорную информацию для дискрет-
ного и непрерывного случаев:

σd = {ϑ, r, ρ,Cy}, σc = {θ, c, ρ,Cy}.
Здесь ϑ и θ — запаздывания, 1 < r2 = ζ — оценка снизу для модуля
корней многочлена ζ(λ) из уравнения, задающего класс возмущений Vd,
−c — оценка сверху для вещественной части корней многочлена c(λ) из
дифференциального уравнения, определяющего класс возмущений Vc,
ρ ∈ (0, 1), в дискретном случае должно быть справедливо неравенство
ρCy > Jd, а в непрерывном — неравенство ρCy > Jc. В непрерывном
случае по запаздыванию θ и периоду дискретизации h > 0 из равенства
θ = h(ϑ+ ε) однозначно определяются целая величина ϑ и веществен-
ная ε ∈ (0, 1), которую будем называть относительной погрешностью
при представлении запаздывания кратной h величиной.

Теорема 4. Пусть для минимально фазовых дискретных объектов
(3) из класса Ξd с возмущениями из Vd доступны измерению
(известны) текущие значения наблюдаемого выхода yk, а также
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запаздывание в управлении ϑ и априорная информация σ0 = σd.
Тогда уравнения (18), (19) задают систему, адаптивную в
классе Ξd × Vd относительно цели управления (7) и (Jd − Cy)-
субоптимальную в смысле функционала Jd.

Теорема 5. Пусть для сильно минимально фазовых непрерывных
объектов из класса Ξc с возмущениями из Vc доступны измерению
(известны) текущие значения наблюдаемого выхода yk = y(kh) и
априорная информация σ0 = σc. Если относительная погрешность
ε меньше 1/2, то уравнения (8), (18), (19) при r = ehc/2 задают си-
стему, адаптивную в классе Ξc × Vc относительно цели управления
(10) и (Cy − Jc + O(h) + O(ε))-субоптимальную в смысле функцио-
нала Jc.

6. Пример
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Рис. 1. Выход адаптивной системы

Рассмотрим дискретный объект управления вида (3):

yk − 2yk−1 + 1,1yk−2 = uk−1 + 0,9uk−2 + wk + 0,8wk−1, k = 0, 1, ... .

Для этого объекта минимальное значение функционала Jd равно едини-
це, т. е. оптимальный регулятор гарантирует неравенство limk |yk| � 1,
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и уменьшить его правую часть невозможно. Адаптивный регулятор
(18), (19) с параметрами ρ = 0, 9, Cy = 1, 1/ρ гарантирует неравенство
limk |yk| � Cy. На рис. 1 приведены типичные результаты компьютер-
ного моделирования системы (3), (18), (19) с псевдослучайным возму-
щением, равномерно распределенным на промежутке [−1, 1]. Начальное
значение вектора подстраиваемых параметров τ0 = 1, нарушения це-
левого неравенства (и, соответственно, коррекции τk) происходили в
моменты k = 5, k = 6, k = 7, k = 100 и k = 1296 при общей продол-
жительности моделирования 50 000 тактов.

7. Заключение

Решены две задачи субоптимального в минимаксном смысле адап-
тивного управления минимально фазовыми дискретными и непрерыв-
ными объектами с запаздыванием. Попутно получено решение субопти-
мальной задачи для непрерывных объектов с известными параметрами
и критерий минимальной фазовости дискретной модели непрерывного
объекта в случае, когда запаздывание не кратно периоду дискретиза-
ции. В качестве алгоритма адаптации выступает конечно сходящийся
алгоритм решения счетной системы рекуррентных целевых неравенств
с переменным количеством подстраиваемых параметров, которое ста-
билизируется только после окончания переходных процессов.

Приложение

Доказательство теоремы 1. Предположим, что nk → n∗ <∞. Это воз-
можно, только если |ηk| � Cy при всех достаточно больших k, откуда
сразу следует заключение теоремы.

Пусть теперь nk →∞. Определим

τ̃k = (τk, 0, 0, ...) ∈ l2, τ̂k = (τ [1], τ [2], ... , τ [nk])′, Vk = |τk − τ̂k|2.
Если |ηk| � Cy , то Vk = Vk−1, а в противоположном случае

Vk−1 − Vk =|τk−1 − τ̂k−1|2 − |τk − τ̂k|2 =

=|τk−1 − τ̂k−1|2 − |τk−1 + Δk − τ̂k−1|2 − |τ [nk]|2,
откуда

Vk−1 − Vk + |τ [nk]|2 = −Δ′
k[2(τk−1 − τ̂k−1) + Δk] =

=− μkηk
|ϕk−ϑ|2

(
1− Cyρ

|ηk|
)
ψ′
k×

×
[
2(τk−1 − τ̂k−1) +

μkηk
|ϕk−ϑ|2

(
1− Cyρ

|ηk|
)
ψk

]
=

=
μkηk
|ϕk−ϑ|2

(
1− Cyρ

|ηk|
)
×
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×
{
2[ηk − (yk − ψ′

k τ̂k−1)]− μkηk |ψk|2
|ϕk−ϑ|2

(
1− Cyρ

|ηk|
)}

�

� μk
|ϕk−ϑ|2

(
1− Cyρ

|ηk|
){(

2− μk +
ρCy
|ηk|

)
η2k − 2(yk − ψk τ̂k−1)ηk

}
�

� 1
2
|ϕk−ϑ|−2

{(
|ηk|2 − C2

yρ
2
)
− 2(|ηk| − ρCy)(yk − ψk τ̂k−1)

}
=

=
1
2
|ϕk−ϑ|−2(|ηk| − ρCy)×
× {|ηk|+ ρCy − 2[yk − (ϕk−ϑ, τ )]− 2|ϕk−ϑ| |τ − τ̃k−1|} �

� 1
2
|ϕk−ϑ|−2(|ηk| − ρCy){|ηk| − ρCy − 2|ϕk−ϑ| |τ − τ̃k−1|} =

=
1
2

{
(|ηk| − ρCy)
|ϕk−ϑ| − |τ − τ̃k−1|

}2

− 1
2
|τ − τ̃k−1|2.

Таким образом,

V0 �V0 − VK =
K∑
k=1

(Vk−1 − Vk) �

� 1
2

∑
|ηk|>Cy

{[ |ηk| − ρCy
|ϕk−ϑ| − |τ − τ̃k−1|

]2

− |τ − τ̃k−1|2 − 2|τ [nk]|2
}
.

Следовательно,∑
|ηk|>Cy

{[ |ηk| − ρCy
|ϕk−ϑ| − |τ − τ̃k−1|

]2

− |τ − τ̃k−1|2
}

� 2(V0 + |τ |2),

т. е. ряд в левой части неравенства сходится. Отсюда с учетом экспо-
ненциальной оценки убывания |τ [k]| следует, что∑ |Δk|2

μ2
k

=
∑

|ηk|>Cy

|ϕk−ϑ|−2(|ηk| − ρCy)2 <∞. (П.1)

Таким образом, |Δk|2 → 0 как общий член сходящегося ряда. Сле-
довательно, для любого ε > 0 при всех достаточно больших k либо
|ηk| � Cy, либо |ϕk−ϑ|−2(|ηk| − ρCy)2 < ε. Тем самым соотношения
(21) и (22) доказаны. Если же выполнено дополнительное условие
supk |ϕk| < +∞, то каждый ненулевой член ряда (П.1) от нуля отделен,
поэтому количество таких членов конечно. Это противоречит предпо-
ложению о бесконечном росте nk, и тем самым теорема доказана. �
Доказательство теоремы 2.Перепишем уравнение (4) в N -мерном про-
странстве состояний:

dx(t)/dt = Ax(t) +Bu(t− θ) +Dw(t), y(t) = Cx(t), (П.2)
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где (A,B,C,D) — какая-нибудь такая четверка матриц подходящей
размерности, что a(λ) = det(λI −A), b(λ) = a(λ)C(λI −A)−1B, c(λ) =
= a(λ)C(λI − A)−1D, CB = b0 = 0 и (A,C) — наблюдаемая пара. Ре-
шив при w(t) ≡ 0 уравнение (П.2) с учетом равенств (8) на временны́х
промежутках [h(k + ε− 1),h(k + ε)] и [h(k + ε− 1), kh], приходим к раз-
ностному уравнению

xk+1 = Pxk +Quk−ϑ−1, yk = Rxk + Suk−ϑ−1, (П.3)

где xk = x((k − 1 + ε)h),

P = ehA, Q =

h∫

0

esAB ds, R = Ceh(1−ε)A, S = C

h(1−ε)∫

0

esAB ds.

Исключив из (П.3) векторы состояния, получаем дискретную модель
(3) с многочленами α(λ) = det(I − λP ) и

β(λ) = det
[
I − λP −λQ
R S

]
.

Ясно, что свободный член этого многочлена β(0) = S имеет вид b0h(1−
− ε) + o(h), что и утверждается теоремой. Покажем, что у многочлена
β(λ) имеется корень μ0(h), который стремится к (ε− 1)/ε при h→ 0.
Фиксируем произвольное ρ ∈ (0, 1) и обозначим через Ωρ лежащий в
комплексной плоскости круг радиуса ρ с центром в точке (ε − 1)/ε.
Рассмотрим функцию

f(λ) = det
[

(1− λ)I −λB
C (1− ε)CB

]
= (1− λ)n−1[(1− ε) + ελ]CB.

При фиксированном λ и h→ 0 значение f(λ) сколь угодно близко к

h−1β(λ) = det
[

(1− λ)I +O(h) h−1λ[−hB +O(h2)]
C +O(h) h−1[h(1− ε)CB +O(h2)]

]
.

Следовательно, функция g(λ) = f(λ) − h−1β(λ) стремится к нулю при
h→ 0 равномерно по λ ∈ ∂Ωρ, где ∂Ωρ — граница Ωρ, т. е. окружность.
Обозначим f0 = min |f(λ)| по λ ∈ ∂Ωρ. Поскольку ни один корень f(λ)
не принадлежит ∂Ωρ, то f0 — величина положительная. Таким образом,
если значение h достаточно мало, то |g(λ)| < f0 � |f(λ)| для любого
λ ∈ ∂Ωρ. По теореме Руше [10] отсюда следует, что функции f(λ) и
f(λ) + g(λ) = h−1β(λ) имеют внутри Ωρ одинаковое количество корней,
а именно, один. Поскольку ρ может быть выбрано сколь угодно малым,
то этот корень стремиться к (ε− 1)/ε, что и требовалось.

Аналогично доказывается, что при M = N − 1 у β(λ) имеется N −
− 1 корень вида e−hμi(h), где μi(h) → μi при h→ 0, μi — корни b(λ).
Для этого нужно сравнить функции b(λ) и h−1β(e−hλ) на границе
достаточно малых окрестностей точек μi и применить теорему Руше.
Теорема доказана. �
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Лемма 1. Если A,C — наблюдаемая пара матриц, то пара ehA,C
тоже наблюдаема при всех достаточно малых h.

Доказательство. Пусть h достаточно мало для того, чтобы

λi = λj ⇒ ehλi = ehλj

для всех собственных чисел A. Тогда у A и ehA один и тот же набор
собственных векторов — для проверки достаточно привести A к жорда-
новой форме. Поскольку наблюдаемость пар A,C и ehA,C эквивалентна
отсутствию в общем наборе собственных векторов такого z = 0, что
Cz = 0, то лемма доказана. �
Лемма 2. Если H достаточно мало, то для процессов наблюдаемой
системы (П.2) справедливо равенство

x(t) =
N−1∑
j=0

{
Θj(h)y(t− jH) +

H∫

0

Φj(H , s)

[
u(t− jH − θ − s)
w(t − jH − s)

]
ds

}
,

(П.4)
в котором Θj(·) и Φj(·) — непрерывно дифференцируемые функции
соответствующей размерности.
Доказательство. Воспользуемся формулой Коши для решения урав-
нения (П.2) на промежутках [t− jH , t]:

y(t− jH) = Ce−jHAx(t) − fj(t,H), j = 0, 1, ... ,N − 1,

fj(t,H) =

jH∫

0

[
Ce−sABu(t− jH − θ + s) + Ce−sADw(t− jH + s)

]
ds.

(П.5)
Эти равенства составляют линейную систему K(h)x(t) = f(t,h) урав-
нений относительно x(t), в которой f(t,h) — вектор с компонентами
y(t− jh)− fj(t,h), а K(h) — матрица наблюдаемости пары матриц
{e−hA,C}. Лемма 1 гарантирует невырожденность K(h) при всех до-
статочно малых h, поэтому x(t) = K−1(h)f(t,h), откуда и следует (П.4)
с соответствующими функциями Θj(·) и Φj(·). �
Лемма 3. Если h достаточно мало, то для процессов объекта (4)
с возмущающими воздействиями из Vc при ε ∈ [0,h] справедливо
равенство

y(t+ ε) =

ε∫

0

ΨN(s)
[
u(t+ ε− θ − s)
w(t+ ε− s)

]
ds+

+
N−1∑
j=0

{
Ωj(h, ε)y(t−jh) +

h∫

0

Ψj(h, ε, s)
[
u(t+ ε− jh− θ − s)
w(t + ε− jh− s)

]
ds

}
,

(П.6)
в котором Ψj(·) — равномерно ограниченные непрерывные функции.
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Доказательство. Докажем сначала существование искомых функций
Ωj(·) и Ψj(·)(·). Перепишем вновь уравнение (4) в пространстве состо-
яний и решим уравнение (П.2) на промежутке [t, t+ ε]:

y(t+ ε) = CeεAx(t)+

+

ε∫

0

[
CesABu(t+ ε− θ − s) + Ce−sADw(t + ε− s)] ds.

Подставив вместо x(t) правую часть (П.4), получаем (П.6) с соответ-
ствующими функциями Ωj(·) и Ψj(·).

Чтобы доказать равномерную ограниченность Ψj(·), достаточно пе-
ред переходом в пространство состояний проделать в дифференциаль-
ном уравнении (4) такую замену времени, чтобы в новом масштабе
период дискретизации h был равен единице. После такой замены корни
многочленов a(λ), b(λ) и c(λ) умножатся на h и станут сколь угодно
близки к нулю при h→ 0. По своему построению функции Ψj(·) в (П.6)
непрерывно зависят от матриц A,B,C,D, которые, в свою очередь,
определяются многочленами a(λ), b(λ) и c(λ). Следовательно, при h→
→ 0 значения Ωu(·) и Ωw(·) будут близки к тем конечным предельным
значениям, которые соответствуют нулевым корням a(λ), b(λ) и c(λ).
Лемма доказана. �

Пусть y(·) — выход сильно минимально фазового объекта (4) с
управлением u(·) вида (8) и возмущением v(·) ∈ Vc. Определим функ-
цию y(·) как кусочно-линейное приближение к y(·):

y(kh+ ε) = yk(1− ε/h) + yk+1ε/h, ε ∈ [0,h), k = 0, 1, ... .

Обозначим Cy = limk→∞ |yk|, Cy = limt→∞ |y(t) − y(t)|, Cu =
= limk→∞ |uk|.
Лемма 4. При ε ∈ [0, 1/2) и достаточно малых h имеют место
следующие неравенства:

Cu � (1 + Cy)O(1)h−1, (П.7)

Cy � O(h) +O(ε). (П.8)

Доказательство. Возьмем k достаточно большим для того, чтобы
выполнялось неравенство |yk| < 2Cy. Определим функции ŷ(·) и ỹ(·) из
уравнений

a(p)ŷ(t) = b(p)u(t− θ), ŷ ((k − j)h) = yk−j ,
a(p)ỹ(t) = c(p)w(t), ỹ ((k − j)h) = 0, j = 0, 1, ... ,N − 1.

Из леммы 3 следует, что y(·) = ŷ(·) + ỹ(·) и |ỹ(kh+ ε)| = O(ε) при ε→
→ 0. Таким образом, неравенство (П.7) достаточно доказать при w(t) ≡
≡ 0, что мы и будем предполагать.
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Воспользуемся теоремой 2. Из нее следует, что
N−1∏
i=1

(1−∇ehμi(h))hb0(h)(1− ε)(1−∇μ0(h))uk =
N∏
i=1

(1−∇ehλi)yk+ϑ,

причем многочлен в левой части устойчив, если h достаточно мало.
Обозначим y(0)

k = yk+ϑ и определим величины y
(j)
k из разностных урав-

нений

b0(h)(1− ε)(1−∇μ0(h))y(1)
k = (1−∇ehλN )y(0)

k ,

(1−∇ehμj(h))y(j+1)
k = (1−∇ehλj )y(j)

k , j = 1, 2, ... ,N − 1.

Ясно, что величины hy
(N)
k удовлетворяют тому же самому устойчивому

уравнению, что и uk. С другой стороны, из асимптотики μj(h) следует,
что limk |y(j)

k | � O(h0)Cy. Отсюда вытекает неравенство (П.7).
Докажем неравенство (П.8). Пусть сперва ε = 0. Воспользуемся

уравнением (П.2). При фиксированном k из него следует, что

y(kh+ ε)− y(kh+ ε) =

= C∗
(
eεA − ε

h
ehA − h− ε

h
I

)
x(kh) +

ε∫

0

C∗esAB ds uk−ϑ−

− ε

h

h∫

0

C∗esAB ds uk−ϑ +

ε∫

0

C∗esADw(kh+ ε− s) ds−

− ε

h

h∫

0

C∗esADw(kh+ h− s) ds =

= O(h2)x(kh) +O(h2)uk +O(h).

Из леммы 2 и уже доказанного неравенства (П.7) следует, что
|uk| � O(h−1) и |xk| � O(h−1), поэтому |y(kh+ ε)− y(kh+ ε)| � O(h).
Если ε > 0, то полученная оценка, как нетрудно убедиться с ис-
пользованием леммы 3, испортится на h−1O(hε) = O(ε) и перейдет в
неравенство (П.8). Лемма доказана. �
Доказательство теоремы 3. Докажем более общую по сравнению с
(24) формулу:

y(t+ θ)−
θ∫

0

G(s)w(t + θ − s) ds−
t∫

0

g(h, s)w(t − s) ds− (П.9)

−
t∫

0

T (h, s)u(t− s) ds−
∑

0�j�t/h
Γj(h)y(t− jh) −→

t→0
0,
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где T (h, s) — кусочно-непрерывная функция, экспоненциально стремя-
щаяся к нулю при s → ∞, Γj(h) → 0 экспоненциально при j → ∞.
Если t = kh и управление имеет вид (8), то (П.9) переходит в (24).

Соотношение (П.9) доказано в [2] для случая M = 0, и при этом
оказывается, что g(h, s) = R(h, s) = 0 для всех s > (N − 1)h, Γj(h) = 0
для всех j > N . Ограничимся здесь для простоты случаем M = N −
− 1. Обоснование формулы (П.9) для промежуточных случаев M =
= 1, 2, ... ,N − 2 основано на аналогичных рассуждениях, но несколько
более громоздко.

Обратимся опять к уравнению (П.2) для описания объекта (4) в
пространстве состояний. Решив задачу Коши на промежутке [t, t + θ],
получаем

y(t+ θ) = Cx(t+ θ) =

= CeθAx(t) +

θ∫

0

CesABu(t− s) ds+

θ∫

0

G(s)w(t + θ − s) ds.

(П.10)

Остается только надлежащим образом выразить x(t) через значения
w,u и y в предшествующие t моменты, и из (П.10) будет следовать
(П.9). Возьмем положительную кратную h величину H , выпишем ана-
логичные (П.10) равенства

y(t− jH) = Ce−jHAx(t)− fj(t,H), j = 0, 1, ... ,M ,

и составим из них линейную систему K(H)x(t) = f(t,H), в которой
f(t,H) — вектор с компонентами (П.5), а K(H) — матрица наблю-
даемости пары матриц {e−HA,C}. В силу леммы 1 она невырождена
при всех достаточно малых H > 0, поэтому найдется такой замкнутый
отрезок [H1,H2], на котором значения ‖K−1(H)‖ равномерно ограни-
чены. Для любого достаточно малого h > 0 можно выбрать кратное h
значение H = lhh ∈ [H1,H2] и получить

x(t) = K−1(lhh)f(t, lhh) = xy(t) + xu(t) + xw(t), (П.11)

где

xy(t) =
M∑
j=0

Θj(h)y(t− jlhh),

xu(t) =
M∑
j=1

lhh∫

0

Φj(h, s)u(t+ (1− j)lhh− θ − s) ds,

xw(t) =
M∑
j=1

lhh∫

0

Ψj(h, s)w(t+ (1− j)lhh− s) ds,
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а Θj(·), Φj(·), Ψj(·) — некоторые непрерывно дифференци-
руемые и равномерно ограниченные по всем s и всем до-
статочно малым h > 0 вектор-функции, причем значения
‖∂Ψj(h, s)/∂s‖ также равномерно ограничены.

Первые два слагаемых в правой части (П.4), т. е. xy(t) и xu(t), уже
вполне подходят для подстановки в (П.9). Остается оценить xw(t).

Представим (4) как уравнение системы с выходом w(t) и входами
u(t) и Y (t) = ẏ(t)− λM+1y(t):

c(p)w(t)/c0 =
( m∏
i=1

(p− λi)
)
Y (t)/c0 − b(p)u(t− θ)/c0.

Выбрав подходящие матрицы A,B,C и D, перепишем это уравнение в
M -мерном пространстве состояний:

ż(t) = Az(t) + BY (t) + Du(t− θ),
w(t) = Y (t)− b0u(t− T ) + Cz(t),

где det(λI − A) = c(λ), т. е. A — гурвицева матрица. Пренебрегая
ненулевыми значениями z(0) и y(0), влияние которых на w(t) экспо-
ненциально затухает, в результате интегрирования по частям получаем

w(t) = Y (t)− b0u(t− θ) + C

t∫

0

esA{BY (t− s) + Du(t− θ − s)} ds =

= ẏ(t)− (λM+1 − CB)y(t)− b0u(t− θ)+

+ C

t∫

0

esA{(A− λm+1I)By(t− s) + Du(t− θ − s)} ds.

Подставив полученное выражение для w(t) в (П.4), после еще одного
интегрирования по частям приходим к равенству

x(t) =
M∑
j=0

Ωjy(t− jH) +

t∫

0

Ωy(s)y(t− s) ds+

t−θ∫

0

Ωu(s)u(t− θ − s) ds,

(П.12)

где Ωy(·) и Ωu(·) — кусочно-непрерывные экспоненциально затухающие
функции.

Воспользуемся теперь леммой 3. Равенство (П.6) позволяет заме-
нить интеграл от функции y(·) в правой части (П.12) на сумму значений
y(t− jh) с соответсвующими весами:

x(t) =
t/h∑
j=0

Ω̃jy(t− jH) +

t−θ∫

0

Ω̃u(s)u(t− θ − s) ds+

t∫

0

Ω̃w(s)w(t − s) ds,
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причем из равномерной по h ограниченности функции Ωw(·) следует,
что функция Ω̃w(·) не только абсолютно суммируема, но ее L1-норма
еще и стремится к нулю при h → 0. Поэтому, подставив полученное
выражение для x(t) в правую часть (П.10), для y(t + θ) получаем
формулу (П.9) с функцией g(·), для которой справедливо (25).

Итак, равенство (П.9) доказано, а в случае кусочно-постоянного
управления из него следует (24). Покажем, что уравнения (τ ,ϕk) =
= 0 и (8) задают (O(h) + O(ε))-субоптимальный регулятор в смысле
функционала Jc, и оценим его минимальное значение Jc. Обозначим
через J∗ интеграл от |G(s)| от нуля до θ. Из (П.10) следует, что Jc � J∗.
Действительно, в момент t значение

q(t) = CeθAx(t) +

θ∫

0

CesABu(t− s) ds

уже определено. Рассмотрим функцию w(·), которая на отрезках
[kθ, (k + 1)θ] принимает значения

w(θ(k + 1)− s) = sign q(kθ) sign G(s), s ∈ [0, θ], k = 0, 1, ... .

Для такой функции w(·) из (П.10) следует, что

|y((k + 1)θ)| = |q(kθ)| +
θ∫

0

|G(s)| ds �
θ∫

0

|G(s)| ds

независимо от того, какой регулятор формирует значения u(t). Следо-
вательно, supw(·) limt |y(t)| � J∗, что и требовалось.

Пусть теперь управление определяется из уравнений (τ ,ϕk) = 0 и
(8), тогда из (24) и (25) следует, что

|yk| = |y(kh)| � J∗ +O(h)

при всех достаточно больших k. Применив лемму 3, оцениваем |uk| и
значения |y(t)| при t, не кратном периоду дискретизации: lim |uk| <∞,
lim |y(t)| � J∗ + O(h)(1 + O(ε)), где ε — относительная погрешность
при приближении запаздывания θ величиной, кратной периоду дискре-
тизации h.

Итак, рассматриваемый регулятор для произвольного ε > 0 при
надлежащем выборе h гарантирует неравенство limt |y(t)| � J∗ + ε.
С другой стороны, как было показано, Jc � J∗. Следовательно, Jc =
= J∗, а уравнения (τ ,ϕk) = 0 и (8) задают субоптимальный регулятор.
Теорема доказана. �

Вспомним обозначение ϕk для вектора (13), составленного из зна-
чений входа и выхода дискретного объекта (3) с дисконтирующим
множителем 1/r, где r > 1.

15
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Лемма 5. Пусть для выхода минимально фазового объекта (3)
с ограниченным возмущением vk при всех достаточно больших k
справедливо неравенство |yk| � Cy + ε|ϕk−ϑ| с достаточно малой
величиной ε > 0. Тогда limk |ϕk| <∞.
Доказательство. Не уменьшая общности, будем считать, что
β0 = 1, ϑ = 1 (этого всегда можно добиться переобозначениями).
Составим бесконечномерные векторы-столбцы zk из компонент
yk,uk−1/r, yk−1/r

2, ... , y0/r2k, 0, ... , тогда

zk+1 = Pzk + Qyyk+1 + Qvvk+1,

где P,Qy и Qv — операторы, задаваемые бесконечными матрицами:

P =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 ...
α1 −rβ2 r2α2 −r3β2 ...
1/r

1/r
. . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , Qy =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1
1
0
0
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , Qv =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0
1
0
0
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .
Нетрудно убедиться, что P — ограниченный оператор из l2 в l2, весь
спектр которого лежит внутри открытого единичного круга. Следова-
тельно, ряд H =

∑∞
j=0(P

∗)jPj сходится и определяет ограниченный
самосопряженный оператор H � I, для которого P∗HP−H = −I. Рас-
смотрим функцию Ляпунова V (z) = z∗Hz. Для величин Vk = V (zk) из
неравенств |vk| � Cv и |yk| � Cy + ε|ϕk−1| при достаточно малом ε сле-
дует, что Vk+1 − Vk < −|zk|2/2, если zk находится вне некоторого шара
с радиусом R. Обозначим R1 = sup|zk|�R |zk+1|, ρ = ‖H‖max{R2,R2

1},
Gρ = {z : V (z) � ρ}. Ясно, что для любого процесса системы найдется
такое k, что |zk| � R и, следовательно, zk ∈ Gρ. Из этого множества
вектор zk выйти уже не сможет: если |zk| � R, то |zk+1| � R1 и
V (zk+1) � ‖H‖R2

1 � ρ, а если |zk| > R, то |V (zk+1)| < |V (zk)| � ρ.
Лемма доказана. �
Доказательство теоремы 4. Рассмотрим процессы системы (3), (18),
(19). Из соотношений (14) следует, что для векторов (13) справедливы
условия теоремы 1. Применив эту теорему, из (19),(21), (22) получаем,
что

|yk| =|yk − τ ′k−1ϕk−1[1 : nk−1]| �
�|yk − τ ′k−1ϕk−ϑ[1 : nk−1]|+

ϑ−1∑
j=1

|Δk−j | |ϕk−1[1 : nk−1]| �

�Cy +

(
εk +

ϑ−1∑
j=1

|Δk−j |
)
|ϕk−1|,

где εk → 0, |Δk| → 0 при k →∞.
Применив лемму 5, приходим к выводу, что limk |ϕk| — конечная ве-
личина, т. е. выполнено дополнительное условие теоремы 1. Применив
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эту теорему еще раз, получаем, что τk = const и |yk| � Cy при всех
достаточно больших k. Теорема доказана. �
Доказательство теоремы 5. Рассмотрим процессы системы (4), (8),
(9), (18), (19). Для дискретных значений управления и выхода справед-
ливо уравнение дискретной модели (3), которая при всех достаточно
малых h в силу теоремы 2 будет минимально фазовым объектом, если
относительная погрешность ε меньше половины. Теорема 3 гаранти-
рует, что при достаточно малых значениях периода дискретизации h
для векторов (13) выполнено условие усиленной разрешимости (20).
Применив теорему 1, как и при доказательстве теоремы 4, из (19), (21),
(22) получаем, что для любого ε > 0 при всех достаточно больших
k справедливо неравенство |yk| � Cy + ε|ϕk−1|. По лемме 5 отсюда
следует дополнительное условие теоремы 1 — ограниченность |ϕk|.
Применив эту теорему, получаем, что τk = const и |y(kh)| = |yk| � Cy
при всех достаточно больших k. Применив лемму 4, получаем искомую
оценку для |y(t)| и для значений t, промежуточных между кратными
периоду дискретизации. Теорема доказана. �
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Аннотация: представлены основные результаты метода пассификации,
основанного на применении частотной теоремы Якубовича–Калмана
для синтеза систем с обратной связью, а также примеры применения
метода к задачам адаптации, наблюдения и синхронизации систем.
Описываются различные типы алгоритмов адаптивного управления с
неявной эталонной моделью: алгоритмы стабилизации и слежения с
заданной динамикой, алгоритмы адаптивной настройки типовых за-
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конов управления, комбинированные сигнально-параметрические ал-
горитмы адаптивного управления. Даны краткие сведения о методе
шунтирования в задаче адаптивного управления. Описаны результа-
ты экспериментов по адаптивному управлению стендом «Вертолет».
Рассмотрена задача адаптивного управления нелинейными объектами.
Приведены примеры применения метода пассификации и адаптивных
наблюдателей в задаче синхронизации нелинейных осцилляторов и
в задаче передачи сообщений при помощи хаотических сигналов. По-
казана возможность учета ограничений на пропускную способность
каналов связи.

1. Введение

Историкам науки известно много примеров, когда популярность
того или иного научного направления определялась наличием удоб-
ного инструментария с широкой областью применения. Удобство и
легкость освоения процедур сыграли немалую роль в бурном развитии
направлений, связанных с применением метода усреднения Крылова–
Боголюбова [13] и принципа максимума Понтрягина [30], а позднее —
теоремы Харитонова [44]. Еще одним ярким примером является направ-
ление в теории систем и теории управления, использующее частотные
и матричные неравенства и связывающую их частотную теорему, или
лемму Якубовича–Калмана. Этому направлению посвящены обзорные
статьи [17, 24] данного сборника и многочисленные упомянутые и
не упомянутые в них работы. Как отмечено в обзоре [9], частотная
теорема является матричным аналогом теоремы Виета о дискриминан-
те квадратного трехчлена. Применение частотной теоремы доступно
студенту университета, она является одним из краеугольных камней
современной теории управления, позволяя решать многие фундамен-
тальные и прикладные задачи. Поэтому знакомство с ней завораживает,
вызывая желание свести решение самых различных задач к ее примене-
нию. Именно так родилось и направление, которому посвящена данная
статья.

В 1972 г. авторы этих строк, в то время работавшие по распре-
делению в научно-исследовательском секторе Ленинградского меха-
нического института, пытались понять и переосмыслить результаты о
синтезе адаптивных систем методом функций Ляпунова, приведенные
в только что вышедшей тогда книге Б.Н. Петрова, В.Ю. Рутковско-
го, И.Н. Крутовой и С.Д. Землякова [28]. Дело в том, что метод
функций Ляпунова традиционно используется для анализа систем и
требует подбора подходящей функции Ляпунова. Синтез же на основе
этого метода означает выбор из класса регуляторов такого, который
«подгоняет» систему под заданную функцию Ляпунова и, на первый
взгляд, делает решение зависящим от задания функции Ляпунова
еще в большей степени, чем в задачах анализа. Неожиданно оказа-
лось, что если не фиксировать функцию Ляпунова до начала синтеза,
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а ввести в рассмотрение некоторый естественный класс таких функций
(квадратичные формы от переменных состояния системы), то условия
разрешимости задачи синтеза в классе линейных регуляторов по вы-
ходу приводят к некоторой новой системе матричных равенств и нера-
венств. Эти неравенства похожи на неравенства, возникающие в методе
матричных неравенств В.А. Якубовича [46], но неизвестными в них
являются, кроме коэффициентов положительно-определенной матрицы
квадратичной формы, еще и коэффициенты регулятора, что делает
матричные неравенства не линейными, а билинейными. Несмотря на
кажущуюся неприступность задачи (а позднее выяснилось, что раз-
решимость билинейных матричных неравенств — это действительно
NP-трудная задача [90]) в частных случаях решение удалось найти,
а затем и сформулировать условия ее разрешимости в более общем
случае [35, 36], причем именно путем сведения к лемме Якубовича–
Калмана.

Разрешимость матричных неравенств, возникающих в лемме
Якубовича–Калмана, эквивалентна разрешимости некоторых инте-
гральных неравенств во временной области, соответствующих свойству
типа диссипации. В частном случае, возникающем при синтезе
адаптивных систем, разрешимость этих неравенств соответствует
свойству пассивности системы, хорошо известному из теории
электрических цепей. Поэтому полученные в [35, 36] условия означают
существование обратной связи, делающей систему пассивной, иначе
говоря — пассифицирующей обратной связи (passifying feedback).
Таким образом возник прием решения задач, состоящий в поиске
обратной связи, делающей систему пассивной. Он и превратился в
дальнейшем в метод пассификации. 1)

Надо сказать, что В.А. Якубович активно поддерживал эти иссле-
дования, которые на начальном этапе были совершенно внеплановыми.
Более того В.А. Якубович, в совершенстве владеющий тонкостями
комплексного анализа, подсказал идею доказательства необходимости
условия минимальнофазовости через принцип аргумента и дал много
других полезных советов.

Впоследствии метод пассификации нашел применение в целом ряде
задач построения нелинейных и адаптивных систем управления, см.
[3, 4, 25, 34, 39, 50, 51]. Обзор основных результатов этого направления
приводится ниже.

Иногда говорят, что методы, основанные на лемме Якубовича–
Калмана, имеют, главным образом, теоретический интерес и мало под-
ходят для решения практических задач. Приводимые ниже результаты,
на взгляд авторов, свидетельствуют об обратном.

1) Термин впервые был использован в [87] в более общей задаче адаптивно-
го управления нелинейным объектом. В англоязычной литературе встречается
также термин «пассивация» (passivation).
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2. Пассивность и пассификация

Рассмотрим аффинную по управлению систему

ẋ = f(x) + g(x)u, y = h(x), (1)

где x = x(t) ∈ Rn, u = u(t) ∈ Rm, y = y(t) ∈ Rl — векторы состояния,
входа и выхода соответственно, f(·), h(·) — гладкие вектор-функции
аргумента x, а g(·) — гладкая матрица-функция. В некоторых при-
ложениях (например, в задачах управления квантово-механическими
системами) возникает случай, когда переменные и параметры прини-
мают комплексные значения (x = x(t) ∈ Cn, u = u(t) ∈ Cm, y = y(t) ∈
∈ Cl). Такой случай будем называть комплексным случаем, а случай
вещественнозначных переменных и параметров будем называть веще-
ственным случаем.

Пусть G — заданная (m× l)-матрица.
Определение 1. Система (1) называется G-пассивной, если существует
неотрицательная скалярная функция V (x) (функция запаса) такая,
что

V (x) � V (x0) +

t∫

0

u(t)∗Gy(t) dt (2)

для любого решения x(t) системы (1) такого, что x(0) = x0, x(t) = x. В
неравенстве (2) и далее звездочка означает транспонирование матрицы
и комплексное сопряжение ее элементов (в вещественном случае —
просто транспонирование).
Определение 2. Система (1) называется строго G-пассивной, если
существует неотрицательная скалярная функция V (x) и скалярная
функция μ(x), где μ(x) > 0 для x = 0, такие, что

V (x) � V (x0) +

t∫

0

(
u(t)∗Gy(t)− μ(x(t))

)
dt (3)

для любого решения x(t) системы (1) такого, что x(0) = x0,
x(t) = x.

Далее будем говорить о строгой G-пассивности линейных систем

ẋ = Ax+Bu, y = Cx, (4)

где x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rl, A,B,C — матрицы соответствующего
размера. Для линейных систем функция запаса V (x) всегда может быть
выбрана в виде квадратичной формы V (x) = 0,5x∗Hx (или эрмитовой
формы в комплексном случае), а в качестве функции μ(x) можно взять
просто эвклидову норму вектора или ее квадрат: μ(x) = μ|x|2, μ > 0.
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Заметим, что, если l = m и G = Im — единичная матрица, то G-
пассивность совпадает с обычной пассивностью. В свою очередь, пас-
сивность весьма близка к свойству гиперустойчивости, введенному
для линейных систем В.М. Поповым в 1964 г. [32], и является частным
случаем свойства диссипативности [92], в котором под интегралом в
(2) может стоять произвольная функция от u, y (или от u, x), например
квадратичная форма F (u, y).

Для нелинейных систем, если функция запаса V (x) — гладкая, то
интегральное неравенство диссипации (3) эквивалентно своей диффе-
ренциальной форме:

∂V

∂x
(f(x) + g(x)u) � u∗Gy − μ(x). (5)

Для линейной системы (4) и квадратичной функции запаса V (x) =
= 0,5x∗Hx неравенство (3) эквивалентно неравенству

x∗H(Ax+Bu) � u∗Gy − ρ|x|2 (6)

для некоторого ρ > 0 и любых x∈ R
n, u∈ R

m.
В свою очередь, неравенство (6) эквивалентно матричным соотно-

шениям

HA+A∗H < 0, HB = (GC)∗, (7)

условия разрешимости которых и даются частотной теоремой.
В дальнейшем нам понадобится «полувырожденная» версия частот-

ной теоремы, установленная В.А. Якубовичем в 1966 г. [47].
Введем следующие обозначения 1) :

Q(H) =
[−(HA+A∗H +R) −(Ha+ b)

−(Ha+ b)∗ ρ

]
,

π(λ) = ρ+ 2Re
(
b∗(λIn −A)−1a

)
+ a∗(λ∗In −A∗)−1R(λIn −A)−1a,

где H = H∗ — (n× n)-матрица, R = R∗ — (n× n)-матрица, ρ = ρ∗ —
(m ×m)-матрица, a, b — (n ×m)-матрицы, λ — комплексное число.
Пусть m = m1 +m2, где m1,m2 — целые числа, и пусть матрицы ρ,π, a
разбиты на блоки следующим образом:

ρ =
[
ρ11 ρ12
ρ21 ρ22

]
, π =

[
π11 π12
π21 π22

]
, a =

[
a1
a2

]
и ρ12 = ρ∗21 = 0, ρ22 = 0.

1) Через Re K обозначается эрмитова часть матрицы: Re K = (K + K∗)/2.
Матрица (многочлен) называется гурвицевой (гурвицевым), если все веще-
ственные части ее собственных чисел (его корней) отрицательны. Нормы
матриц и векторов всюду эвклидовы, а матричные неравенства понимаются в
смысле квадратичных форм.
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Теорема 1 ([47]). Пусть A — гурвицева матрица, ρ11 � 0 и ranka2 =
= m2. Для существования матрицы H = H∗ такой, что Q(H) � 0
и rankQ = n+m1, необходимо и достаточно, чтобы

(1) π(iω) > 0 для всех вещественных ω, (i2 = −1),
(2) lim

ω→∞ω2
(
π22(iω)− π21(iω) π−1

11 (iω) π12(iω)
)
> 0.

Отметим, что при m2 = 0 теорема 1 превращается в «невырожден-
ную» частотную теорему, а при m1 = 0, C = 0 она устанавливает, что
условием разрешимости матричных неравенств HA + A∗H < 0, Ha =
= −b является строгая положительная вещественность передаточной
матрицы b(λIm −A)−1a.

Свойство пассивности играет важную роль в задачах синтеза си-
стем управления, поскольку оно тесно связано с устойчивостью: легко
видеть, что если функция запаса V (x) положительно определенная, то
пассивная система (1) при u = 0 устойчива по Ляпунову, а при u =
= −Ky асимптотически устойчива при любом скалярном или матрич-
ном K > 0. С другой стороны, это свойство весьма ограничительно.
Например, для строго пассивной линейной системы (4) при m = l = 1
с передаточной функцией W (λ) = C∗(λI − A)−1B = β(λ)/α(λ) много-
члены α(λ), β(λ) должны быть гурвицевыми и разность их степеней
должна равняться единице. Поэтому возникает интерес к возможности
преобразования системы в пассивную, т. е. пассификации, например,
с помощью обратной связи по выходу или по состоянию. Ниже рассмат-
риваются следующие задачи пассификации обратной связью по выходу.

Задача A. Найти m-вектор-функцию α(y) и (m × m)-матрицу-
функцию β(y) такие, что система (1) с обратной связью по выходу

u = α(y) + β(y)v, (8)

где v ∈ R
m — новый вход, строго G-пассивна.

Задача B. Найти m-вектор-функцию α(y) такую, что система (1)
с обратной связью по выходу (8) строго G-пассивна с фиксированной
(m×m)-матрицей-функцией β(y).

Для линейных систем пассифицирующая обратная связь также
ищется в классе линейных законов и задачи пассификации формули-
руются следующим образом.

Задача AL. Найти (m× l)-матрицу K и (m×m)-матрицу L такие,
что система (4) с обратной связью

u = Ky + Lv, (9)

(где v ∈ Rm — новый вход, detL = 0) строго G-пассивна.
Задача BL. Найти (l × m)-матрицу K такую, что система (4) с

обратной связью по выходу (9) строго G-пассивна с фиксированной
матрицей L.

Для комплексного случая все переменные и функции в (8), (9)
комплекснозначны. Для применения метода пассификации важны зада-
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чи G-пассифицируемости: нахождения условий разрешимости задач A,
B, AL, BL.

В работе [64] решения задач пассификации и пассифицируемости
AL, BL сформулированы для линейных прямоугольных (l = m) систем.
Аналогичные задачи в частном случае квадратных (l = m) линей-
ных многомерных систем рассматривались в [48, 74, 75, 91]. В работах
[48, 75] рассматривался частный случай L = K, а результаты [74, 91]
соответствуют случаю L = I.

Для формулировки решений перечисленных задач введем дополни-
тельные обозначения:

δ(λ) = det(λIn −A), W (λ) = C(λIn −A)−1B, A(K) = A+BKC,

δ(λ,K) = det
(
λIn −A(K)

)
, W (λ,K) = C

(
λIn −A(K)

)−1
B,

где K — некоторая (m × l)-матрица. Очевидно, что δ(λ,K) и
W (λ,K) — характеристический многочлен и передаточная матрица
соответственно для системы (4), замкнутой обратной связью

u = Ky + v. (10)

Легко убедиться в справедливости следующих соотношений:

δ(λ,K) = δ(λ) det
(
Im −KW (λ)

)
, (11)

W (λ,K) = W (λ)
(
Im −KW (λ)

)−1
. (12)

Пусть G — (m × l)-матрица. Определим ϕ(λ) = δ(λ) detGW (λ),
Γ = lim

λ→∞
λGW (λ). Можно показать, что ϕ(λ) — многочлен степени,

не превосходящей n−m, инвариантный относительно преобразования
обратной связи (10). Поскольку Γ =GCB, то (m×m)-матрица Γ также
инвариантна относительно преобразования обратной связи (10).

Определение 3. Система (4) называется G-минимальнофазовой, если
многочлен ϕ(λ) гурвицев (его нули имеют отрицательные веществен-
ные части). Система называется строго G-минимальнофазовой, если
она минимальнофазовая и det Γ = 0, и гипер G-минимальнофазовой,
если она минимальнофазовая и Γ = Γ∗ > 0.

Теперь можно сформулировать условия разрешимости задачи пас-
сификации AL, BL.

Теорема 2. Пусть rankB = m. Система (4) строго G-
пассифицируема обратной связью (9) тогда и только тогда, когда
она строго G-минимальнофазовая.

Теорема 3. Пусть rankB = m. Система (4) строго G-
пассифицируема обратной связью (9) с фиксированной матрицей
L тогда и только тогда, когда система с передаточной матрицей
W (λ)L гипер G-минимальнофазовая.
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Доказательства теорем 2, 3 можно найти в [25, 64]. Они основаны
на решении следующей алгебраической задачи, поставленной и решен-
ной в [36].

Даны комплекснозначные матрицы A, B, C, G, R размера n × n,
n×m, l × n, m× l, n× n соответственно (m � n, l � n), причем R =
= R∗ � 0.

Найти условия существования эрмитовой (n × n)-матрицы H =
= H∗ > 0 и комплекснозначной (m× l)-матрицы K таких, что

HA(K) +A(K)∗H +R < 0, (13)

HB = (GC)∗, (14)
где

A(K) = A+BKC. (15)

Решение дается следующей теоремой.
Теорема 4 ([36]). Для существования матриц H =H∗ > 0, K,
удовлетворяющих соотношениям (13)–(15) и вещественных в веще-
ственном случае, достаточно, а если rank (B)=m, то и необходимо,
чтобы система с передаточной матрицей GW (λ) была гипермини-
мальнофазовой.
Замечание 1. Можно показать [62], что теорема 4 остается справед-
ливой, если матрица A(K) задается вместо (15) соотношением A(K) =
= A+BK или A(K) = A+KC.
Замечание 2. Из доказательства теоремы следует, что если условие
гиперминимальнофазовости выполнено, то всегда можно выбрать мат-
рицу K, удовлетворяющую соотношениям (13)–(15) в виде K = −κG,
где κ — любое достаточно большое число. При этом нижняя граница
κ0 для κ имеет вид, [64]:

κ > κ0 = sup
ω∈R1

λmax(Re
(
GW (iω)

)−1), (16)

где λmax — максимальное собственное число матрицы. Приведем дока-
зательство этой оценки, уточняющее [64] дляm> 1. Из доказательства
теоремы 4 следует, что для обеспечения строгой положительной веще-
ственности матрицы GW (iω,K), эквивалентной, по теореме Якубовича
(теорема 1), разрешимости (13)–(15) достаточно выполнения неравен-
ства Re GW (iω,K) > 0 при K = −κG для всех ω ∈ R1, которое,
очевидно, эквивалентно неравенству Re

(
GW (iω,K)

)−1
> 0. Умножая

тождество
(
GW (λ,K)

)−1 = κIm +
(
GW (λ)

)−1
слева и справа на x∗,x

и выбирая s = iω, ω ∈ R1, при κ > κ0 получим

x∗Re
(
GW (iω,K)

)−1
x = κx∗x+ x∗Re

(
GW (iω)

)−1
x =

= κx∗x
(
1 +

x∗Re
(
GW (iω)

)−1
x

κx∗x

)
�

� κx∗x
(
1− λmax

(
Re

(
GW (iω)

)−1)
/κ

)
,

откуда искомое утверждение следует непосредственно.



460 А.Л. Фрадков, Б. Р. Андриевский

Таким образом, теорема 4 дает условия разрешимости матричных
неравенств, относящихся к классической лемме Якубовича–Калмана
(частотной теореме) для случая связей специального вида с формой
F (x,u) = yTu относительно положительно определенной матрицы H и
матрицы обратной связи K. Ее можно назвать частотной теоремой с
обратной связью, а вместе с теоремами типа 2, 3 — теоремами о пас-
сификации [12, 50, 64]. Известны варианты теорем о пассификации для
нестрогих матричных неравенств (слабой пассификации) [86]. Теоремы
о пассификации распространены на линейные распределенные системы
[14, 15] и нелинейные системы [60, 69] и имеют различные применения.
Ниже будут рассмотрены применения теорем о пассификации к синтезу
адаптивных систем с неявной эталонной моделью.

3. Применение метода пассификации к задачам
адаптивного управления

3.1. Адаптивные системы с неявной эталонной моделью

Обратимся к задаче управления динамическими объектами в усло-
виях существенной априорной неопределенности их параметров и ха-
рактеристик внешних воздействий. Одним из наиболее универсальных
и эффективных способов ее решения является применение методов
адаптации, т. е. автоматической настройки регулятора в процессе нор-
мального функционирования системы [21, 25, 27, 28, 34, 39, 80].

Адаптивное управление может выполняться как на основе иденти-
фикации неизвестных параметров, так и непосредственно настройкой
коэффициентов регулятора в соответствии с заданным показателем
качества (целевым функционалом). Последний подход, называемый
прямым адаптивным управлением, обычно связан с заданием жела-
емой динамики замкнутой системы с помощью некоторой эталонной
системы: эталонной модели [21, 28, 34, 80]. Применение теоремы о
пассификации позволило получить адаптивные регуляторы с неявной
эталонной моделью, порядок которой может быть существенно мень-
ше порядка объекта управления. Основные результаты кратко описаны
ниже. Более полное изложение содержится в [3, 4, 25, 34, 39].

Рассмотрим объект управления (4), считая для простоты, что m = 1.
В [35] была поставлена следующая задача адаптивной стабилизации:
найти закон адаптивной обратной связи по выходу

u = θTy, θ̇ = Θ(y), (17)

обеспечивающий в системе (4), (17) достижение цели

x(t) → 0, θ(t) → const при t→∞. (18)

Ясно, что цель (18) будет достигнута, если система обладает квад-
ратичной функцией Ляпунова

V (x, θ) = xTHx+ 0,5 (θ − θ∗)TΓ−1(θ − θ∗) (19)
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со свойствами

V (x, θ) > 0 при x = 0, θ = θ∗;
V̇ (x, θ) < 0 при x = 0.

(20)

В работах [35, 36] показано, что существование у системы (4), (17)
функции (19), обладающей свойствами (20), эквивалентно существо-
ванию матрицы H = HT > 0 и вектора θ∗∈ R

l, удовлетворяющих для
некоторого GT∈ R

l соотношениям:

HA(θ∗) +A(θ∗)TH < 0, HB = CTGT, (21)

где A(θ∗) = A+ Bθ∗C. В случае разрешимости (21) адаптивный регу-
лятор (17), обеспечивающий цель (18), приобретает вид

u = θTy, θ̇ = −Γ(Gy)y. (22)

Поскольку (21) есть не что иное, как частный случай соотно-
шений (13)–(15) при m = 1, необходимым и достаточным условием
разрешимости (21) относительно пары (H , θ∗) является гипермини-
мальнофазовость передаточной функции GW (λ) = GC(λI − A)−1B,
означающая, что GW (λ) минимальнофазовая (ее числитель — гурви-
цев многочлен), имеет единичную относительную степень (разность
степеней знаменателя и числителя) и положительный высокочастотный
коэффициент усиления: GCB > 0.

Система (4), (22) и ее распространение на задачи слежения были
названы адаптивными системами с неявной эталонной моделью, так
как можно показать, что переменная δ(t) = Gy(t) при l > 1 стремится
к нулю быстрее, чем y(t) (т. е. через некоторое время переходно-
го процесса в адаптируемой системе gTy(t) ∼= 0). Иными словами,
δ(t) может быть интерпретирована как обобщенная ошибка некоторой
неявной эталонной модели. Описанный подход был распространен на
распределенные системы [14, 15] и системы с запаздыванием [45].
В [34, гл. 7] показано, что алгоритм (22) будет обеспечивать цель (18)
и для нелинейных объектов, получающихся при введении в правые
части (4) нелинейностей, действующих аддитивно с управлением и
удовлетворяющих секторным ограничениям.

Перечисленные результаты позволяют сформулировать процедур-
ную часть метода пассификации как состоящую из следующих этапов.

1. Определяется новый выход ỹ в виде линейной комбинации
выходов ỹ = Gy так, что система оказывается гипермини-
мальнофазовой по отношению к входу u и выходу ỹ.

2. Выбирается закон управления в виде обратной связи по выхо-
ду y. Для неадаптивной постановки задачи стабилизации он
имеет вид

u = −κỹ = −κGy, (23)

а для адаптивной задачи стабилизации — вид (22).



462 А.Л. Фрадков, Б. Р. Андриевский

3. Если исходный объект управления не удается сделать пассифи-
цируемым путем выбора выхода (например, передаточная функ-
ция объекта имеет относительную степень, большую единицы,
недостаточное число переменных доступно измерению и т. д.),
то его модель модифицируется так, чтобы условие пассифициру-
емости было обеспечено. Например, если в знаменателе переда-
точной функции объекта есть устойчивые сомножители с малы-
ми постоянными времени, то можно попробовать их отбросить
и провести синтез по редуцированной модели [31, 38, 39, 79].
Другие приемы состоят во введении в систему параллельного
компенсирующего звена (шунта, см. раздел 3.5), наблюдателя
и т. д.

Отметим, что хотя G-пассивность системы совпадает с пассивностью
по отношению к выходу ỹ = Gy, задачи пассификации для этих двух
случаев не совпадают. Действительно, в первом случае пассифициру-
ющая обратная связь ищется в виде u = −Ky + Lv, а во втором —
в виде u = κGy + Lv, причем размеры матриц K и κ не совпадают.
В частности, если выход ỹ = Gy — скаляр, то и κ — тоже скаляр.
Алгоритм адаптивной стабилизации тогда будет выглядеть так:

u = κỹ,
dκ

dt
= −γỹ2 (24)

(так называемый «универсальный регулятор» [77]). Этот алгоритм
предлагался в различных работах, начиная с [61]. Несмотря на кажу-
щуюся простоту (в нем всего один настраиваемый параметр) и те же
асимптотические свойства, что и у алгоритма (22), он обладает мень-
шей гибкостью. В частности, алгоритм (24) не позволяет реализовать
принцип неявной эталонной модели.

Рассмотрим некоторые частные случаи.

3.2. Адаптивная стабилизация и слежение для систем в форме
вход–выход

Адаптивная стабилизация. Пусть линейная стационарная систе-
ма (4) со скалярными входом и выходом представлена уравнением
вход–выход

A(p)y(t) = B(p)u(t), t � 0, (25)

где u, y — скалярные переменные, A(p) = pn+ an−1p
n−1+ ... + a0,

B(p) = bmp
m+ bm−1p

m−1+ ...+ b0 — многочлены от оператора диффе-
ренцирования по времени p ≡ d/dt. Через k обозначим относительную
степень системы (25), k = n −m > 0. В соответствии с постановкой
задачи адаптивного управления считаем, что коэффициенты ai, bj (i =
= 0,... ,n− 1, j = 1, ... ,m) являются априорно неизвестными парамет-
рами объекта управления (25).
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Рассмотрим вначале задачу стабилизации объекта (25) — задачу
приведения y(t) в нуль из ненулевого начального состояния. Желае-
мая динамика процесса стабилизации может быть задана некоторым
дифференциальным уравнением, которому должен подчиняться выход
объекта y(t). В классических беспоисковых самонастраивающихся
системах с эталонной моделью (БСНС с ЭМ) это уравнение реали-
зуется явно в виде динамического звена — эталонной модели, которая
включается в состав адаптивного регулятора [21, 27, 28, 80]. Несколько
иная схема решения задачи реализуется в описанных здесь адаптивных
системах с неявной эталонной моделью (НЭМ).

Введем сигнал невязки (ошибки) адаптации σ(t) как

σ(t) = G(p)y(t), (26)

где G(p) = pl+ gl−1p
l−1+ ...+ g1p+ g0 — некоторый заданный гурвицев

многочлен от оператора p ≡ d/dt. Коэффициенты gi многочлена G(p)
задаются разработчиком системы управления, исходя из желаемой ди-
намики процесса стабилизации, с учетом указанного ниже требования
на значение его степени l. Алгоритм адаптации должен обеспечить
стремление невязки σ(t) к нулю. Полагая σ ≡ 0, получим, что y(t)
удовлетворяет уравнению

G(p)y(t) = 0. (27)

Таким образом, уравнение (27) задает эталонную модель. Но эта мо-
дель не реализуется в адаптивном регуляторе явно (в виде некоторого
динамического звена), а выражена неявно через коэффициенты gi (i =
= 0, 1,... , l − 1). Поэтому (27) можно назвать НЭМ.

Выберем следующий закон управления в основном контуре:

u(t) =
l∑
i=0

ki(t)
(
piy(t)

)
, (28)

где ki(t) (i = 0, ... , l) — настраиваемые параметры регулятора. Для
нашей задачи из требования пассифицируемости вытекает следующая
структура алгоритма адаптации:

k̇i(t) = −γσ(t)piy(t), k0
i = ki(0), (29)

где γ > 0 — коэффициент усиления алгоритма адаптации, k0
i началь-

ные значения настраиваемых параметров, i = 0, ... , l.
Для проверки работоспособности замкнутой системы с объектом

(25) и адаптивным регулятором (26), (28), (29) используем теоре-
му 4. С этой целью введем вектор G, состоящий из коэффициентов gi
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многочлена G(p), и передаточную функциюW (λ) объекта (25) от входа
u к вектору [y, ẏ, ... y(l)]T∈ R

l+1 как

G = [g0, g1, ... , 1] , W (λ) =
B(λ)
A(λ)

⎡⎢⎢⎣
1
λ
...
λl

⎤⎥⎥⎦ , λ ∈ C.

Применяя теорему 4 к системе с передаточной функцией GW (λ), по-
лучим следующие условия работоспособности адаптивного регулятора
(28), (29) [34, 35, 39]:

1) многочлен B(p) гурвицев и b0 > 0;
2) l=k−1, где k=n−m — относительная степень уравнения объекта

(25).
Эти условия означают, что объект должен быть минимальнофазовым
и достаточное число l производных от его выхода должно использо-
ваться в законе управления. Величина l определяется относительной
степенью передаточной функции объекта. Поэтому порядок эталонной
модели может быть небольшим, даже если объект управления описыва-
ется уравнением высокого порядка. Более того, при синтезе алгоритма
управления порядок модели объекта может быть неизвестным, что
является отличительной особенностью систем с НЭМ по сравнению
с традиционными БСНС с ЭМ. Другой особенностью таких систем
является возможность применения НЭМ в задачах стабилизации, а не
только слежения за задающим воздействием. В системах с явной ЭМ
используется выходной сигнал модели — ее реакция на задающее
воздействие. В задачах стабилизации такая ЭМ «слепнет». Наконец,
при выборе основного контура БСНС с ЭМ важную роль обычно играет
условие согласованности модели [21, 28, 34, 80], которое означает, что
должны иметься коэффициенты регулятора, обеспечивающие совпаде-
ние уравнений замкнутой системы с уравнениями ЭМ. Это условие
во многих случаях является весьма ограничительным. Заметим, что
указанное выше в п. 1) условие b0 > 0 означает, что общий знак ко-
эффициентов правой части уравнения объекта управления (25) должен
быть известен при разработке алгоритма. Если оказывается, что он от-
рицателен, т. е. b0 < 0, то следует просто изменить знак коэффициента
γ алгоритма адаптации (29). 1)

При использовании алгоритма (29) существенно, что в процессе
адаптации величина σ(t) обычно затухает значительно быстрее, чем

1) Если знак b0 неизвестен, то можно ввести в регулятор блок оценивания b0

или знака b0 так, что оценка знака b0 изменяется, когда точность прогноза па-
дает. Подобные «переключающиеся» алгоритмы привлекали большое внимание
в 1980–1990-х годах [77]. Следует отметить, что впервые подобный алгоритм
был предложен В.А. Якубовичем в 1979 г. и исследован на примере задачи
обучения «робота-велосипедиста c перекрещенными руками» [34, гл. 4].
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переходный процесс в системе. В результате коэффициенты регулятора
(28) перестают изменяться, а выход y(t) объекта (25) подчиняется
уравнению НЭМ (27).

Огрубление алгоритмов адаптации. Алгоритм адаптации (29)
в том виде, как он записан, редко используется на практике. Это
связано с тем, что при действии на объект управления (25) внешних
возмущений или при наличии погрешностей чувствительных элемен-
тов, коэффициенты регулятора (28) могут неограниченно возрастать.
Для предотврашения этого явления разработаны различные методы
огрубления («регуляризации») алгоритма (29) [34, 37], среди которых
основными являются введение параметрической обратной связи и
введение зоны нечувствительности.

Алгоритм адаптации, регуляризованный параметрической обратной
связью, имеет вид

k̇i(t) = −γσ(t)piy(t)− α(ki(t)− k0
i

)
, k0

i = ki(0), (30)

где введен коэффициент параметрической обратной связи алгоритма
α � 0. Этот коэффициент выбирается разработчиком алгоритма управ-
ления. Следует иметь в виду, что при огрублении обратной связью
удается обеспечить не асимптотическое стремление выхода объекта
к нулю, а только попадание траекторий системы в некоторую огра-
ниченную окрестность начала координат [34, 37, 39]. Сигнал ошибки
адаптации σ(t) при таком способе регуляризации также не обязательно
стремится к нулю.

Рассмотренный метод регуляризации применим и при наличии неко-
торых нелинейностей в контуре управления (таких, например, как
квантование сигналов по уровню и по времени в цифровых системах
управления), и при наличии динамических возмущений (малой допол-
нительной инерционности в контуре управления) [18, 34].

Метод неявной эталонной модели на основе пассификации распро-
странен и на задачи слежения за задающим воздействием [1, 4, 34, 39,
51]. Опишем имеющиеся результаты подробнее.

Указанное выше требование на связь между числом l измеряемых
производных и относительной степенью k передаточной функции объ-
екта управления во многих практических задачах оказывается слишком
жестким. Для смягчения этого условия получены различные виды
структур основного контура адаптивных систем управления: с управ-
лением по промежуточной переменной, с регулятором с настраива-
емой динамикой и с параллельным компенсатором («шунтом»). Эти
структуры опираются на условия теоремы 4.

Управление по промежуточной координате. Такая структура
адаптивного регулятора получается, если, кроме выхода y(t) объекта
управления (25) и ряда его производных, измерению доступна
некоторая промежуточная переменная v(t): y =W (λ)u, v =W1(λ)u,
W (λ) = W1(λ)W2(λ). Для выполнения указанного выше условия
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m = degB(λ) = n−1, как нетрудно убедиться, достаточно, чтобы m1 =
=n1−1, где m1, n1 — степени многочленов в числителе и знаменателе
«промежуточной» подсистемы W1(λ). Требование гурвицевости
многочлена B(λ) накладывает, конечно, дополнительные условия
на выбор коэффициентов g и числа l, которые следует учитывать
при решении конкретной задачи с учетом возможности получения
информации с датчиков и области изменения параметров объекта
управления.

Управление с динамической обратной связью. При этом способе
управления регулятор в основном контуре обладает своей динамикой,
причем изменяемой по алгоритму адаптации. Такой регулятор можно
рассматривать как настраиваемое корректирующее звено в контуре
управления.

Рассмотрим, как можно получить такую структуру, исходя из обще-
го подхода к синтезу адаптивных систем с неявной эталонной моделью.
Для этого введем дополнительно в систему цепочку из l интеграторов,
на вход которой поступает вспомогательный сигнал v(t). Обозначим
выходы интеграторов через wi, i = 1, ... , l, так что выполнено ẇ1 = v(t),
ẇ2 = w1, . . ., ẇl = wl−1. Сигнал v(t) будем считать новым управляющим
воздействием и сформируем его в виде обратной связи по выходам
интеграторов и выходу объекта управления:

v(t) = y(t)− α0(t)wl(t)− α1(t)wl−1(t)− ...− αl−1(t)w1(t). (31)

Управление u(t), подаваемое на вход объекта, зададим в виде линейной
комбинации выходных сигналов интеграторов с настраиваемыми коэф-
фициентами:

u(t) = βl(t)v(t) + βl−1(t)w1(t) + ...+ β0(t)wl(t). (32)

Как отмечено в [34], структура (31), (32) позволяет, в принципе, решать
задачи адаптивной стабилизации неминимально-фазовых объектов и
снизить число измеряемых производных от выхода. Заметим, что при
фиксированных коэффициентах αi, βj закон управления (31), (32)
соответствует регулятору с передаточной функцией

Wu/y(λ) =
βlλ

l + ...+ β1λ+ β0

λl + αl−1λl−1 + ...+ α1λ+ α0
.

Адаптивные системы слежения [34, с. 391], [1]. Рассмотрим за-
дачу слежения объекта (25) за командным воздействием r(t) с заданной
динамикой.

Сигнал ошибки адаптации σ(t) определим в форме

σ(t) = G(p)y(t) −D(p)r(t), (33)

где многочлен G(p) определен выше, а D(p) есть операторный много-
член вида D(p) = dqp

q+ dq−1p
q−1+ ...+ d1p+ d0. Алгоритм адаптации
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должен обеспечить стремление невязки σ(t) к нулю: асимптотически
или с некоторой погрешностью Δ > 0

|σ(t)| � Δ при t � t∗, (34)

где t∗ — некоторое время адаптации.
Сигнал σ(t) можно интерпретировать как ошибку выполнения со-

отношения

G(p)y(t) = D(p)r(t), (35)

и уравнение (35), как и (27), представляет собой НЭМ, но уже для
задачи слежения.

По аналогии с (28) выберем закон управления в основном контуре

u(t) = kr(t)
(
D(p)r(t)

)
+

l∑
i=0

ki(t)
(
piy(t)

)
, (36)

где kr(t), ki(t) (i = 0, ... , l) — настраиваемые параметры. Используем
следующий регуляризованный алгоритм адаптации:

k̇r(t) = γσ(t)D(p)r(t) − α(kr(t)− k0
r

)
, k0

r = kr(0),

k̇i(t) = −γσ(t)piy(t)− α(ki(t)− k0
i

)
, k0

i = ki(0), (37)

где γ > 0, α � 0 — параметры алгоритма; k0
r , k

0
i — начальные оцен-

ки подходящих значений настраиваемых параметров, i = 0, ... , l. Как
показано в работах [1, 34, 39, 51], при выполнении указанных выше
условий 1), 2) и условий ограниченности возмущений и ограниченности
скорости изменения задающего воздействия обеспечивается диссипа-
тивность замкнутой системы (25), (35)–(37).

Заметим, что ни степень q многочлена D(p), ни его коэффициенты
не входят в указанные выше условия. Степень многочлена D(p) огра-
ничена возможностью дифференцирования командного сигнала r(t) и
выбирается разработчиком системы управления.

Дальнейшее развитие метода связано как с расширением класса
рассматриваемых алгоритмов адаптации, так и с разработкой на его
основе практически применимых схем адаптивного управления. Неко-
торые результаты изложены ниже.

3.3. Адаптивная настройка типовых законов управления

Системы с НЭМ можно использовать для адаптивной настройки
типовых регуляторов в процессе эксплуатации системы [4, 51]. Рас-
смотрим, например, следующий пропорционально-интегральный закон
управления в основном контуре:

u(t) = kP (t)e(t) + kI(t)

t∫

0

e(τ) dτ , (38)
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где e(t) = r(t)− y(t) — ошибка слежения, kP (t), kI(t) — настраиваемые
коэффициенты регулятора. Возьмем НЭМ второго порядка:

T 2p2y(t) + 2ξTp y(t) + y(t) = r(t), (39)

где p = d/dt — оператор дифференцирования по времени, а T , ξ —
выбираемые при синтезе параметры НЭМ, которые задают желаемое
поведение замкнутой системы. Применяя операции интегрирования и
фильтрации, представим ошибку адаптации σ в виде

σ(t) = T 2y(t)ωf + (2ξ − Tωf)Tyf(t)−
t∫

0

ef (τ) dτ , (40)

где yf(t), ef (t) — выходы фильтров нижних частот, на входы которых
поступают соответственно сигналы y(t) и e(t).

В этом случае алгоритм адаптации (37) принимает следующий вид:

k̇P (t) = γσ(t)e(t)− α(kP (t)− k0
P

)
, kP (0) = k0

P

k̇I(t) = γσ(t)

t∫

0

e(τ) dτ − α(kI(t)− k0
I

)
, kI(0) = k0

I . (41)

Заметим, что при синтезе алгоритма (41) используется фильтрация
сигнала невязки σ(t). Допустимость такого преобразования сигнала,
с точки зрения устойчивости замкнутой адаптивной системы обоснова-
на в [34, раздел 7.1.3].

3.4. Комбинированные сигнально-параметрические алгоритмы
управления с неявной эталонной моделью

Рассмотрим теперь применение теоремы пассификации для за-
дач синтеза регуляторов систем с переменной структурой (СПС)
[4, 33] и сигнально-параметрических адаптивных регуляторов (СПАР)
[3, 4, 39, 50, 88]. Снова рассмотрим линейную систему (4), для которой
поставлена цель управления в виде lim

t→∞ x(t) = 0. Пусть в качестве
вспомогательной цели выбрано обеспечение движения в скользящем
режиме по поверхности σ = 0, где σ = Gy, а G — заданная (l × n)-
матрица. Используем алгоритм управления вида

u = −γ signσ, σ = Gy, (42)

где γ > 0 — некоторый выбранный параметр. Как показано в [3, 34],
указанная цель достигается для системы (4), (42), если существу-
ют матрица P = PT > 0 и вектор K∗ такие, что PA∗ + A∗TP < 0,
PB = GC, A∗ = A + BK∗TC. Как следует из теоремы 4, указанные
условия выполнены в том и только в том случае, когда передаточная
функция GW (λ), где W (λ) = C

(
λIn − A)−1B, является гипермини-

мальнофазовой и, кроме того, известен знак коэффициента передачи
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на высших частотах, т. е. знак величины GCB, которую при синте-
зе алгоритма принимаем положительной. При выполнении этих усло-
вий lim

t→∞x(t) = 0 при достаточно большом коэффициенте γ. Чтобы
устранить зависимость факта устойчивости системы от начальных
условий и параметров объекта, вместо (42) предложен «сигнально-
параметрический» (или «комбинированный») алгоритм адаптивного
управления, [3, 4]:

u = KT(t)y(t)− γ signσ, σ(y) = Gy,

K̇(t) = −σ(y)Γy(t), (43)

где Γ = ΓT > 0, γ > 0 — матричный и скалярный коэффициенты
усиления алгоритма.

Следует заметить, что сходимость к нулю за конечное время явля-
ется существенным свойством СПС с принудительными скользящими
режимами. Можно показать (см., например, [39]) что это свойство
выполнено для любой ограниченной области начальных состояний си-
стемы (4), (43).

3.5. Метод шунтирования в адаптивных системах

Важной является задача уменьшения числа переменных состояния
объекта, измерения которых используются в алгоритме адаптивного
управления. В последние годы появилось значительное число пуб-
ликаций, посвященных разработке методов адаптивного управления
объектами, направленных на снижение требований к текущей инфор-
мации о состоянии объекта управления, которое выражается в том
числе и в стремлении уменьшить количество производных от выхода
объекта, используемых алгоритмом управления [20, 26]. Недостатком
известных методов является сложность (высокий порядок) предлагае-
мых алгоритмов, которая затрудняет их реализацию и снижает помехо-
устойчивость. Одним из подходов к решению данной задачи является
метод шунтирования, основанный на использовании параллельного
компенсатора («шунтирующего звена», или «шунта») [4, 40, 51, 56].
Основная идея метода заключается в обеспечении свойства гиперми-
нимальнофазовости расширенного объекта (включающего собственно
объект управления и компенсатор). Выходной величиной, используемой
при формировании управляющего воздействия, является суммарный
сигнал с измеряемого выхода объекта и шунта. Таким образом, при
синтезе алгоритма адаптации используется так называемый расши-
ренный объект, передаточная функция которого равна сумме пере-
даточных функций собственно объекта управления и шунта. Требо-
вание работоспособности системы состоит в гурвицевости числителя
передаточной функции расширенного объекта, что должно быть обес-
печено определенным выбором передаточной функции и параметров
шунтирующего звена. В частности, равенство единице относительной
степени расширенного объекта, которое входит в определение строгой
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минимальнофазовости, автоматически выполняется, если передаточная
функция шунта имеет относительную степень, равную единице, а сте-
пень знаменателя шунта на единицу меньше относительной степени
передаточной функции объекта.

Рассмотрим следующую структуру. Подадим сигнал управления
u(t) как на вход объекта, так и на некоторое дополнительное звено
(«параллельный компенсатор», или «шунт»), выход которого сум-
мируется с выходом объекта управления при формировании сигнала
управления. Основная идея такого подхода заключается в обеспече-
нии свойства строгой минимальнофазовости расширенного объекта,
включающего собственно объект управления и компенсатор. Пусть,
как и раньше, объект управления задается уравнением (25). Введем

дополнительно звено (шунт) с передаточной функцией Wc(λ) =
Bc(λ)
Ac(λ)

,

где Ac(λ), Bc(λ) — многочлены степеней nc, mc соответственно, nc =
= mc + 1, многочлен Ac(λ) — гурвицев. Выход расширенного объекта
y(t) получим в виде суммы выхода объекта управления и выхода шунта,
на вход которого подается сигнал u(t):

Ac(p)yc(t) = Bc(p)u(t), y(t) = y(t) + yc(t), p ≡ d/dt. (44)

Расширенный объект описывается передаточной функцией от входа
u(t) к выходу y(t), имеющей вид

W (λ) =
Bc(λ)A(λ) +B(λ)Ac(λ)

A(λ)Ac(λ)
=

B(λ)
A(λ)Ac(λ)

. (45)

Нетрудно заметить, что относительная степень k расширенного объ-
екта (45) равна k = n + n1 −max(m1 + n,m + n1) = 1, следовательно,
условие гипер-минимальнофазовости будет выполнено, если многочлен
B(λ) гурвицев. Заметим, что данная структура предполагает измере-
ние только выхода объекта, без его производных. Это существенно
упрощает реализацию алгоритма управления и повышает его помехо-
защищенность.

Шунтирующее звено может выбираться по-разному. В [4, 40, 51]
было предложено использовать в качестве шунта звено с передаточной
функцией

Wc(λ)=
κε

(
ελ+1

)k−2(
λ+α

)k−1 , α>0. (46)

В следующих теоремах 5, 6 приведены свойства расширенного объ-
екта (45) с шунтом вида (46).
Теорема 5 ([40, 51]). Пусть функция W (λ) (25) минимальнофазовая
(B(λ) — гурвицев многочлен), имеет относительную степень k >
>1 и B(0)>0. Тогда существуют число κ0>0 и функция ε0(κ)>0
такая, что передаточная функция W (λ)=W (λ)+Wc(λ) — гиперми-
нимальнофазовая для всех κ>κ0 и 0 < ε < ε0(κ0).
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Теорема 6 ([56]). Пусть функцияW (λ) устойчивая (A(λ) — гурвицев
многочлен) и имеет относительнную степень k>1 иW (0)>0. Тогда
для любого ε > 0 существует достаточно большое значение κ0,
такое, что W (λ) =W (λ)+Wc(λ) — гиперминимальнофазовая для
всех κ � κ0.

Доказательство теоремы 6 приведено в приложении.
Из теоремы 5 следует, что можно ввести шунт (46) порядка

deg(As(λ)) = k− 1 = n−m− 1, который при достаточно большом κ

и достаточно малом ε обеспечит выполнение условия гипермини-
мальнофазовости расширенного объекта (45) для любого минимально-
фазового объекта управления и для произвольной ограниченной обла-
сти параметров. Из теоремы 6 следует, что при другом способе выбора
параметров шунта (46) условие гиперминимальнофазовости выполня-
ется для устойчивых (и, возможно, неминимально-фазовых) объектов.
В этом случае уравнение шунта можно упростить, именно: вместо (46)
можно взять Wc(λ)=κ/(λ + α).

Заметим, что приведенные выше утверждения гарантируют вы-
полнение условия гиперминимальнофазовости либо для минимально-
фазовых, либо для устойчивых объектов управления, однако в неко-
торой, более узкой, области возможных значений параметров объекта
можно обеспечить гиперминимальнофазовость системы с шунтом и для
одновременно неустойчивых и неминимальнофазовых объектов. Досто-
инством такого способа шунтирования является также возможность
выбирать малое значение статического коэффициента передачи шунта,
что в задачах слежения приводит к малости ошибки, вызванной ис-
пользованием в законе управления выхода y(t) расширенного объекта
(45) вместо выхода y(t) самого объекта управления.

На основе метода шунтирования разработаны новые, комбиниро-
ванные структуры адаптивных систем управления, сочетающие методы
пассификации, шунтирования и идентификации на скользящих режи-
мах, а также выполнен синтез робастных регуляторов для решения
прикладных задач управления [4, 5, 42, 52–54, 56, 65, 66].

3.6. Адаптивное управление угловым движением стенда
«Вертолет»

В последнее время появляется большое количество технических и
научных публикаций, посвященных разработке лабораторных стендов,
управляемых с помощью персональных компьютеров. В этой связи
значительный интерес вызывают задачи управления различными ви-
дами лабораторных установок вертолетного типа. Одним из впечат-
ляющих устройств такого типа является стенд «Вертолет», серийно
выпускаемый компанией Quanser Co 1) [58]. Стенд предназначен для
тестирования и отработки алгоритмов пространственного управления

1) Quanser Co. URL: http://www.quanser.com/choice.asp
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летательными аппаратами. Ниже рассмотрена одна из задач управле-
ния стендом «Вертолет», для решения которой использован описанный
выше метод адаптивного управления. Более подробную информацию
по адаптивному управлению стендом на основе метода пассификации
можно найти в [2, 7, 8, 55, 57].

Стенд «Вертолет». Основными конструктивными элементами
стенда являются основание и коромысло (несущая штанга), шарнирно
закрепленное на основании. На одном из плеч коромысла шарнирно
закреплен «корпус вертолета». На противоположном плече помещен
противовес. Штанга может изменять свой наклон, поворачиваясь от-
носительно горизонтальной оси возвышения, а также вращаться от-
носительно вертикальной оси перемещения. На этих осях смонтиро-
ваны импульсные оптические датчики, позволяющие определить углы
подъема и перемещения. Корпус вертолета свободно поворачивается
в пределах ±90o вокруг оси тангажа (продольная ось коромысла)
на некоторый угол тангажа. На корпусе вертолета расположены два
независимо управляемых электрических двигателя с пропеллерами,
благодаря которым развиваются силы, зависящие от приложенного
управляющего напряжения на двигателях. Под действием пары сил
«Вертолет» может менять свое положение, поворачиваясь относительно
указанных осей. По заказу лаборатории LAAS–CNRS 1) «Вертолет»
снабжен дополнительным подающим винтом, который установлен
вдоль коромысла и приводится во вращение от отдельного двигателя.
На винте расположен груз, который может перемещаться вдоль коро-
мысла по командам оператора в пределах 0÷ 0.3 м. Благодаря переме-
щению груза можно воспроизводить действие возмущений на систему и
изменение ее динамических характеристик. Фотография лабораторного
стенда «Вертолет LAAS» представлена на рис. 1, а его кинематическая
схема — на рис. 2.

Ниже использованы следующие обозначения: θ(t) — угол тангажа;
r(t) — задающее (командное) воздействие по тангажу; e(t) = r(t)−
−θ(t) — ошибка слежения по тангажу; vf (t) — управляющее на-
пряжение «переднего» (условно) электромотора; vb(t) — управляющее
напряжение «заднего» электромотора; u(t) — командный сигнал по
углу тангажа (по вращающему моменту); w(t) — командный сигнал
по углу возвышения/перемещения (по нормальной силе). Управляющие
напряжения, подаваемые на передний и задний электромоторы vf (t),
vb(t) вычисляются через командные сигналы u(t), w(t) следующим
образом:

vf = 0,5 (w + u), vb = 0,5 (w − u). (47)

Величина управляющего напряжения каждого двигателя имеет насы-
щение на уровне 5 В.

1) Лаборатория анализа и архитектуры систем LAAS–CNRS, Тулуза, Фран-
ция. URL: http://www.laas.fr
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Рис. 1. Фотография стенда «Вертолет LAAS»

Рис. 2. Кинематическая схема стенда «Вертолет LAAS»

Алгоритмы адаптивного управления углом тангажа. Описан-
ный в пп. 3.3, 3.4 подход использован для разработки двух видов адап-
тивных регуляторов с НЭМ, которые реализованы на управляющем
персональном компьютере в программных средах MATLAB/Simulink
и WinCon и тестированы для управления углом тангажа стенда
«Вертолет» [2, 7, 8, 55, 57]. Первый закон управления реализован в
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адаптивном ПИД-регуляторе АПИД-НЭМ. Адаптивный сигнально-
параметрический закон управления (42), (43) реализован в регуляторе
СПА-НЭМ.

Сигнал управления по тангажу в АПИД-НЭМ регуляторе вычисля-
ется следующим образом:

u(t) = kP (t)e(t) + kI(t)

t∫

0

e(τ) dτ − kD(t)θ̇(t). (48)

где e(t) = satE
(
e(t)

)
, e = r(t) − θ(t), satE(e) означает функцию насы-

щения на уровне E:

satE(e) =
{
e, если |e| � E,
E sign e, иначе.

Для настройки коэффициентов регулятора kP , kI и kD используется
алгоритм

k̇P (t)=−γPσ(t)e(t)−αP
(
kP (t)−k0

P

)
, kP (0)=k0

P ;

k̇I(t)=−γIσ(t)

t∫

0

e(τ) dτ−αI
(
kI(t)−k0

I

)
, kI(0)=k0

I ;

k̇D(t)=γDσ(t)ẏ(t)−αD
(
kD(t)−k0

D

)
, kD(0)=k0

D, (49)

где γi>0, αi�0, k0
i — параметры алгоритма, i∈{P , I,D}. Cигнал σ(t)

вычисляется по аналогии с (40) как

σ(t) = T ẏ(t)− e(t), (50)

где параметр T определяет желаемую доминирующую постоянную вре-
мени замкнутой системы.

После небольшого числа экспериментов со стендом получены следу-
ющие рекомендованные значения параметров регулятора АПИД-НЭМ:

T = 0.5 с; γP = 10−3 В/(град3 · с); γD = 10−3 Вс/град3;

αP = 20 с−1; αD = 20 с−1; E = 25o;

k0
I = 0.05 В/(град · с); k0

P = 0.1 В/град; k0
D = 0.1 Вс/град.

Для исследования свойств системы при действии параметрических
и координатных возмущений, дискретизации процесса управления,
а также с учетом неполноты математического описания объекта, на
стенде выполнен ряд экспериментов. Некоторые результаты представ-
лены на рисунках 3, 4. Как видно из графиков, при действии на систему
ступенчатого задающего сигнала θ∗(t) (в виде «прямоугольной волны»)
амплитудой 45o и периодом 25 с, время переходного процесса (по
отношению к зоне в 3% от установившегося значения) не превосходит
3 с, а перерегулирование составляет около 10%. Стремление к нулю
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установившейся ошибки достигается за счет введения интегральной
составляющей в закон управления.

Важным преимуществом адаптивного управления на основе пас-
сификации является простота синтеза законов управления (в первую
очередь, для выбора их параметров) по сравнению с традиционным
подходом, использованным для данной системы в [58].
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θ
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Рис. 3. Переходные процессы по углу тангажа θ(t)
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Рис. 4. Управление тангажем. Графики процессов: a — коэффициенты регуля-
тора kP (t), kI(t), kD(t); b — сигнал невязки адаптации σ(t)
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4. Адаптивное управление нелинейными объектами

Изложим теперь результаты по развитию методов пассификации
и неявной эталонной модели для синтеза алгоритмов адаптивного
управления нелинейными объектами [68]. Для простоты рассмотрим
случай отсутствия возмущений. При наличии ограниченных координат-
ных возмущений и сингулярных динамических возмущений в контуре
управления результаты получаются по аналогии с известными для
управления линейными объектами, см. [3, 39, 51] и выше раздел 3.2.

Рассмотрим нелинейный аффинный по управлению объект вида

ẋ = Ax+ f(x, t) +Bu, y = Cx (51)

и поставим задачу слежения за эталонной моделью

ẋ∗ = f∗(x∗, t), y∗ = Cx∗, (52)

где x ∈ Rn, x∗∈ R
n — векторы состояния объекта и эталонной модели,

y ∈ Rl, y∗ ∈ Rl — измеряемые выходные сигналы, u ∈ Rm — управля-
ющее воздействие. Эту цель управления можно формализовать в виде

lim
t→∞ e(t) = 0, (53)

где e(t) = x(t)− x∗(t)∈ R
n — вектор ошибки.

Как правило, уравнения и параметры эталонной модели (52) счи-
таются известными при проектировании системы. Рассмотрим более
общий случай, в котором как параметры линейной части (элементы
матриц A, B, C), так и параметры нелинейных зависимостей f(·), f∗(·)
заранее не известны. Другими словами, считаем их зависящими от
некоторого вектора неизвестных параметров θ ∈ Ωθ, где Ωθ — заданное
множество допустимых параметров. Задача состоит в определении за-
кона управления, в котором используются только измеряемые выходы
и, возможно, некоторая дополнительная информация о нелинейных
зависимостях, так чтобы для всех θ ∈ Ωθ достигалась цель управления
(53).

Запишем сначала уравнение ошибки

ė = Ae+ Φ(x,x∗, t) +Bu, (54)

в котором Φ = Ax∗ + f(x, t)− f∗(x∗, t). Теперь сформулируем основное
ограничение на класс решаемых задач: далее предполагаем, что функ-
цию Φ можно представить в виде

Φ =
m∑
i=1

Bi
(
θT
i zi(x,x

∗, t) + vi(x,x∗, t)
)
, (55)

где Bi — i-й столбец матрицы B, θi ∈ RN — векторы неизвест-
ных параметров, а значения вектор-функции zi(·) ∈ RN и скалярных
функций vi(·) доступны измерению. Предположение (55) означает, что
значения всех нелинейностей и неопределенностей принадлежат под-
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пространству, порождаемому управляющим воздействием. В отличие
от стандартного условия согласованности модели [21, 28, 34, 80] это
не означает, что неизвестные параметры входят в уравнения систе-
мы линейно или же что все неопределенности могут быть устранены
соответствующим выбором управления — действительно, слагаемое
с матрицей A в правой части (54) нельзя устранить. Поэтому (55)
уместно назвать ослабленным условием согласованности.

Для решения задачи выберем адаптивный закон управления следу-
ющего вида:

ui = θ̂T
0i(y − y∗) + θ̂T

1izi(x,x
∗, t)− vi(x,x∗, t), (56)

где θ̂0i ∈ R
l, θ̂1i ∈ R

N — векторы настраиваемых параметров, i = 1, ...
. . . ,m.

Применение теоремы 4 приводит к следующему утверждению.

Теорема 7. Пусть функция x∗(t) ограничена и функции zi(x,x∗, t),
vi(x,x∗, t), i = 1, ... ,m ограничены в любой такой области, что{
(x, t) : |x| � r, t � 0

}
.

Выберем (m × l)-матрицу G со строками gi, i = 1, ... ,m, так,
чтобы передаточная функция W (λ) = GC(λI − A)−1B была гипер-
минимальнофазовой для всех θ ∈ Ωθ, и используем алгоритм адап-
тации в конечно-дифференциальной форме:

d
(
θ̂ji + ψji

(
wji

))
dt

= −Γjiwji(t), (57)

где j = 0, 1, i = 1, ... ,m,

w0i =
(
gi(y − y∗)

)
(y − y∗), w1i =

(
gi(y − y∗)

)
zi,

где Γji = ΓT
ji � 0 — матрицы коэффициентов усиления, ψji(w)Tw �

� 0 для всех w, j = 0, 1, i = 1, 2, ... ,m.
Тогда все траектории системы (51), (52), (56), (57) ограничены

и достигается цель управления (53).

Доказательство теоремы приведено в Приложении и основано на
функции Ляпунова

V (e, θ̂, t) =
1
2
eTPe+

+
1
2

m∑
i=1

(
|θ̂0i + ψ0j(ω0j)− θ∗0i|2Γ−1

0i

+ |θ̂1i + ψ1j(ω1j)− θ∗0i|2Γ−1
1i

)
, (58)

где P = PT > 0 — положительно определенная матрица. Как и для
линейных систем, при относительной степени системы k > 1, синтез
адаптивного регулятора можно выполнить с применением описанного
выше в разделе 3.5 метода шунтирования.



478 А.Л. Фрадков, Б. Р. Андриевский

5. Метод пассификации в задаче адаптивной
синхронизации нелинейных осцилляторов

В современных технических системах важную роль играют коле-
бательные (т. е. обладающие той или иной степенью повторяемости)
процессы. Колебательные режимы могут выступать не только как
нежелательные, вредные режимы, но и в качестве основных, полез-
ных режимов функционирования. В первом случае при разработке
системы требуется подавлять нежелательные колебания, во втором —
обеспечить поддержание заданного колебательного режима. Первый
тип задач характерен для систем виброизоляции, подавления элек-
трических и акустических помех, подавления упругих колебаний и
вибраций в приборах, инструментах и другом оборудовании. Задачи
второго типа встречаются: при разработке вибрационного оборудования
и вибрационных технологий, различных машин и механизмов, рабо-
чий орган которых совершает возвратно-поступательное или возвратно-
вращательное движение, генераторов электрических или акустических
колебаний и т. д.

Среди задач управления взаимодействующими колебательными си-
стемами важное место занимает задача синхронизации протекающих в
них процессов, которая имеет многочисленные применения в механике
и физике [10, 11, 29], в вибрационных технологиях [10, 11], в радиотех-
нике и технике связи [22, 23] и в других областях. В последние годы
возрастает интерес к задачам управления синхронизацией, состоящим
в обеспечении синхронного протекания процессов в системе путем
введения дополнительных обратных связей. Применение современных
методов синтеза законов управления позволяет расширить класс си-
стем, обладающих синхронными режимами, повысить их устойчивость
и робастность.

С начала 1990-х гг. значительно вырос интерес к так называемой
хаотической синхронизации, когда каждая из синхронизируемых под-
систем продолжает совершать сложные, хаотические колебания и после
установления синхронного режима [4, 73, 84]. Предложен целый ряд
способов использования эффекта хаотической синхронизации для по-
вышения скрытности и надежности передачи информации (см., напри-
мер, обзоры и специальные выпуски журналов [19, 76, 78]). Изучают-
ся закономерности и способы обеспечения синхронизации в массивах
взаимодействующих осцилляторов, с применениями к синхронизации
биологических объектов, искусственных и естественных нейронов и
т. д. [29, 59, 85].

5.1. Задача адаптивной синхронизации

Во многих случаях динамика синхронизируемых систем зависит
от неизвестных параметров, недоступных при синтезе алгоритма син-
хронизации. В таких случаях для управления синхронизацией мож-
но использовать законы адаптивного управления. Следуя [4, 63, 70],
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изложим общую постановку задач адаптивного управления синхрони-
зацией и схему решения для двух подсистем на основе метода пасси-
фикации. Рассмотрим две взаимосвязанных подсистемы, описываемые
уравнениями вида

ẋi = Fi (x1,x2,u, θ, t) , i = 1, 2, (59)

где θ ∈ RM — вектор неизвестных параметров. Задача состоит в том,
чтобы найти алгоритм адаптивного управления вида

u = U(x1,x2, t, θ̂),

где θ̂ ∈ R
M — вектор настраиваемых параметров и алгоритм адаптации

вида

˙̂
θ = Θ(x1,x2, t, θ̂),

так чтобы цель управления

lim
t→∞ |x1(t)− x2(t)| = 0 (60)

достигалась для всех θ ∈ Ξ, где Ξ — множество допустимых θ.
Отметим, что поскольку правые части Fi в (59) различны, постав-

ленная задача охватывает случай неидентичных подсистем, представ-
ляющий наибольший интерес в задачах управления синхронизацией.

Вычтем уравнение второй системы из уравнения первой и пред-
положим, что в полученном уравнении для вектора ошибки можно
выделить линейную и нелинейную части и представить модель ошибки
в следующем виде:

ė = Ae+B

N∑
i=1

θiϕi(x1,x2, t) +Bu, (61)

где A — постоянная n × n-матрица; B — постоянный n-мерный век-
тор; θi — постоянные, но неизвестные коэффициенты, а функции ϕi
известны и измеряемы. Таким образом, предполагается наличие ли-
нейной и согласованной параметризации: как неизвестные параметры,
так и управление входят в уравнение ошибки линейно и, кроме того,
пропорционально постоянному вектору B (например, нелинейности и
управление входят только в одно из уравнений системы).

Модель ошибки (61) охватывает как традиционный для теории
управления случай, когда управление входит только в одну из подси-
стем (59), так и случай, когда управление может воздействовать на обе
подсистемы. В последнем случае предельное движение управляемой
системы (синхронный режим), вообще говоря, неизвестно, даже если
ошибка приблизилась к нулю.
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Пусть измерению доступны, кроме функций ϕi(x1,x2, t), выходные
переменные yi = Cxi, i = 1, 2. Зададим основной контур управления
в виде

u = −θ̂0(y1 − y2) +
N∑
i=1

θ̂iϕi(x1,x2, t), (62)

где θ̂0, θ̂i — некоторые настраиваемые параметры. Выбор такого закона
управления мотивируется надеждой на то, что он, в принципе, способен
решить задачу, поскольку существуют такие значения настраиваемых
параметров θ̂i, i = 1, ... ,N , что цель управления достигается. Действи-
тельно, если выбрать

θ̂i∗ = −θi, i = 1, ... ,N , (63)

то при подстановке выбранных значений настраиваемых параметров θ̂i∗
и управления u в уравнение ошибки (61) все нелинейности исчезнут,
уравнение примет вид

ė = (A− θ0BC) e, (64)

и, если существует θ0∗ такое, что уравнение (64) асимптотически
устойчиво, то закон (62), (63), в принципе, обеспечивает синхрониза-
цию. Однако в любом случае воспользоваться таким законом нельзя,
так как он зависит от неизвестных параметров.

Воспользуемся для системы (64) алгоритмом адаптации (57), кото-
рый в данном случае принимает вид

˙̂
θi = −γi(y1 − y2)ϕi(x1,x2, t), i = 1, ... ,N , (65)
˙̂
θ0 = −γ0(y1 − y2)2, (66)

где γi > 0.

5.2. Условия достижения цели синхронизации

Вывод условий работоспособности предложенной схемы основан на
применении теоремы 4. Также потребуется следующее определение.

Определение 4. Вектор-функция f : [0,∞)→ Rm называется постоян-
но возбуждающей (persistently exciting) на [0,∞) , если она измерима
и ограничена на [0,∞) и существуют α > 0,T > 0 такие, что

t+T∫

t

f(s)f(s)Tds � αIm

для всех t � 0.

Постоянно возбуждающая вектор-функция отличается тем, что при
t → ∞ она «не прижимается» ни к какой гиперплоскости в m-мер-
ном пространстве. О полезности свойства постоянного возбуждения
для изучения сходимости оценок говорит следующее утверждение
[34, 93].
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Лемма 1 (лемма о постоянном возбуждении). Рассмотрим вектор-
функции f , θ̃ : [0,∞)→ Rm. Предположим, что θ̃(t) непрерывно-диф-
ференцируема, dθ̃(t)/dt→ 0 при t→∞ и f — постоянно возбужда-
ющая. Тогда, если θ̃(t)Tf(t) → 0 при t→∞, то θ̃(t)→ 0.

Условия адаптивной синхронизации сформулируем в виде следую-
щей теоремы.
Теорема 8 ([70]). Предположим, что траектории синхронизируе-
мых систем с управлением вида (62) при ограниченных e(t), θ̂i(t)
ограничены и линейная система с передаточной функцией W (λ) =
= C(λI − A)−1B гиперминимальнофазовая. Тогда все траектории
системы (61), (62), (65), (66) ограничены и выполнена цель синхро-
низации (60). Если, кроме того, условие постоянного возбуждения
выполнено для вектор-функции

(
ϕ1(x1,x2, t), ... ϕN (x1,x2, t)

)T
, то

настраиваемые параметры сходятся к своим идеальным значениям:

lim
t→∞

(
θ̂i(t)− θi

)
= 0, i = 1, ... ,N. (67)

Доказательство теоремы 8 приведено в приложении. Оно основано
на применении функции Ляпунова

V (x, θ̂0, θ̂) =
1
2
eTPe+

N∑
i=0

1
2γi
|θ̂i − θi|2 + |θ̂0 − θ0|2/(2γ0) (68)

для некоторой положительно-определенной матрицы P и числа θ0.
Замечание. Теорема 8, фактически, дает необходимое и достаточное
условие существования функции Ляпунова вида (68) со свойствами{

V (x, θ̂0, θ̂, t) > 0 при e = 0,
V̇ (x, θ̂0, θ̂, t) < 0 при e = 0.

(69)

Это означает, что нет другого алгоритма адаптации, основанного на
функции Ляпунова (98) со свойствами (69).

5.3. Синхронизация и адаптивные наблюдатели

Аналогично задаче об адаптивном управлении синхронизацией рас-
сматривается задача о синхронизации на основе адаптивного наблюда-
теля [4, 6, 25], в которой модель неуправляемой системы (передатчика)
имеет вид

ẋd = Axd + ϕ0(yd) +B

N∑
i=1

θiϕi(yd), yd = Cxd, (70)

где xd ∈ Rn — вектор состояния передатчика; yd ∈ Rl — вектор выходов
(передаваемых сигналов); θ = col (θ1, ... , θN ) — вектор параметров пере-
датчика. Предполагается, что нелинейности ϕi(·), i= 0, ... ,N , матрицы
A,C и вектор B известны.

16
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Задача состоит в построении адаптивного наблюдателя (приемни-
ка) — динамической системы с входом yd(t), вектор выходов которой
w(t) состоит из оценок состояния передатчика x̂(t) и оценок параметров
передатчика θ̂, обеспечивающего цель наблюдения — сходимость к
нулю ошибок наблюдения:

lim
t→∞ (x̂(t)− xd(t)) = 0, (71)

lim
t→∞

(
θ̂(t)− θ

)
= 0. (72)

Адаптивный наблюдатель строится в виде

˙̂x = Ax̂ + ϕ0(yd) +B
( N∑
i=1

θ̂iϕi(yd) + θ̂0G(yd − y)
)
, y = Cx, (73)

˙̂
θi = ψi(yd, y), i = 0, ... ,N , (74)

где x ∈ Rn, yd ∈ Rl, θ̂i ∈ R, а G ∈ Rl является вектором-строкой весо-
вых коэффициентов. Алгоритм адаптации (74) подлежит определению.
Хотя формально задача наблюдения не является задачей управления,
уравнение ошибки имеет, как и ранее, вид (61), если ввести обо-
значения e = xd − x̂, ϕi = ϕi(yd), u = −θ0(yd − Cx̂) +

∑N
i=1 θiϕi(yd).

Алгоритм адаптации, синтезированный методом пассификации, имеет
вид

˙̂
θi = −γi(y − yd)ϕi(yd), i = 1, ... ,N , (75)
˙̂
θ0 = −γ0(y − yd)2, (76)

где γi > 0.
Аналогично теореме 8 доказывается следующее утверждение, даю-

щее условия адаптивной синхронизации.
Теорема 9 ([4, 25]). Предположим, что все траектории системы
,(70) ограничены и линейная система с передаточной функцией
W (λ) = C(λI − A)−1B гиперминимальнофазовая. Тогда все траек-
тории системы (73), (75), (76) ограничены и выполнена цель на-
блюдения (71). Если, кроме того, условие постоянного возбуждения
выполнено для вектор-функции

(
ϕ1(yd(t)), ... ,ϕN (yd(t))

)
, то выпол-

нена цель наблюдения (72): настраиваемые параметры сходятся к
своим идеальным значениям.

Отметим, что для работы описанных схем адаптивной синхро-
низации существенна возможность пассификации уравнения ошибки,
а значит, условие равенства единице относительной степени линейной
части d = 1. В [72] предложены и обоснованы новые схемы адаптивной
синхронизации на основе концепций расширенной ошибки и тюнеров
высших порядков, позволяющие снять условие d = 1 за счет введения
в структуру наблюдателя вспомогательных динамических систем —
фильтров.
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5.4. Передача сообщений на основе синхронизации
хаотических систем

Среди задач управления колебательными процессами особое место
занимают задачи управления хаотическими колебаниями. Одним из
эффективных применений хаотических систем является современная
техника телекоммуникаций, в частности, мобильная телефония. Тра-
диционные методы передачи и приема сигналов основана преимуще-
ственно на линейной передаче (модуляции) и приеме (оценивании па-
раметров) сигналов, а также на стохастических моделях шума (помех).
Существующие работы по нелинейной модуляции [16] предполагают
относительно медленное (по сравнению с несущим сигналом) измене-
ние параметров линейных генераторов колебаний. Ниже описывается
вариант другого подхода, основанного на синхронизации хаотических
сигналов. Такой подход вызывает в последние годы растущий интерес
специалистов. Показано, как метод пассификации может быть эффек-
тивно применен для адаптивной синхронизации хаотических систем.

В [4, 71] было предложено применять адаптивный наблюдатель
для передачи информации на основе хаотического несущего сигнала.
При этом передаваемое сообщение кодируется изменением параметров
θi, i = 1, ... ,N . Исследование точности передачи сообщений в условиях
ограниченных помех проведено в [6, 49].

В качестве примера рассмотрим задачу синхронизации двух цепей
Чуа. Уравнение передатчика (в безразмерной форме) имеет вид⎧⎨⎩

ẋd1 = p
(
xd2 − xd1 + f(xd1) + sf1(xd1)

)
,

ẋd2 = xd1 − xd2 + xd3,
ẋd3 = −qxd2 ,

(77)

где f(z) = M0z + 0,5 (M1 − M0)f1(z), f1(z) = |z + 1| − |z − 1|;
M0,M1, p, q — параметры передатчика. Пусть s = s(t) — сообщение,
которое следует восстановить в приемнике. Предположим, что
передаваемый сигнал имеет вид yd(t) = xd1(t), а значения параметров
M0,M1, p, q известны.

В соответствии с вышеизложенным приемник описывается уравне-
ниями ⎧⎨⎩

ẋ1 = p(x2 − x1 + f(yd) + c1f1(yd) + c0(x1 − yd)),
ẋ2 = x1 − x2 + x3,
ẋ3 = −qx2,

(78)

где c0, c1 — настраиваемые параметры. Алгоритм адаптации (65), (66)
принимает вид

ċ0 = −γ0(yd − x1)2,
ċ1 = −γ1(x1 − yd)f1(yd), (79)

где γ0, γ1 — коэффициенты усиления алгоритма.

16*
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Исследуем возможность системы (78), (79) получать и декодировать
сообщения. Для этого проверим условие гиперминимальнофазовости
предполагая, что s(t) ≡ const. 1) Из уравнения ошибки следует, что⎧⎪⎨⎪⎩

ė1 = p
(
e2 − e1 + (c1 − s)f1(yd) + c0e1

)
,

ė2 = e1 − e2 + e3,

ė3 = −qe2,
(80)

где ei = xi − xdi , i = 1,2,3. Система (80), очевидно, имеет форму Лурье
(63), где θ̂1 = c1, θ1 = s, θ0 = c0,

A =

⎡⎣ −p p 0
1 −1 1
0 −q 0

⎤⎦ , B =

⎡⎣ 1
0
0

⎤⎦ , C = [1 0 0].

Передаточная функция линейной части системы имеет вид

W (λ) =
λ2 + λ+ q

λ3 + (p+ 1)λ2 + qλ+ pq
.

Видно, что порядок системы n = 3, а так как числитель — гурвицев
многочлен второй степени для всех q > 0 и всех вещественных p,
то условие гиперминимальнофазовости выполняется при q > 0 и лю-
бых p, M0, M1. Таким образом, обеспечивается ограниченность всех
траекторий приемника x(t) и сходимость ошибки наблюдения e(t) →
→ 0. В частности, yd(t)−x1(t) → 0. Далее, для того чтобы иметь
возможность восстановить сигнал s(t), приемник должен обеспечить
сходимость c1(t)−s→ 0 для каждой постоянной s. Это имеет место
при выполнении условия постоянного возбуждения, которое в данном
случае записывается как

t0+T∫

t0

f 2
1 (yd(t)) dt � α (81)

для некоторых T > 0, α > 0 и всех t0 � 0. Для проверки (81) заметим,
что условие (81), по существу, означает, что траектория передатчика
xd(t) не сходится на плоскость xd1 = 0 при t →∞. Интуитивно ясно,
что это верно, если система (77) обладает хаотическим поведением.

1) Если s(t) — изменяющийся во времени, например, двоичный сигнал,
то изложенные выше результаты, строго говоря, неприменимы. Однако если
оценки параметров сходятся достаточно быстро, во всяком случае быстрее, чем
происходят изменения параметров передатчика, то сообщение будет принято
приемником.
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Результаты вычислительных экспериментов. Приведем резуль-
таты моделирования описанной выше системы. Примем следующие
значения параметров: p = 9, q =14.3, M0 = 5/7, M1 = −6/7. Для этих
значений параметров система (77) обладает хаотическим аттрактором.
Начальное состояние передатчика xd(0) = [0.3, 0.3, 0.3]T. Начальное
состояние приемника x0 и начальные значения настраиваемых парамет-
ров c0(0), c1(0) приняты нулевыми. Для устранения влияния начальных
условий никакое сообщение не передавалось в течение первых 20
единиц времени («настройка», или «калибровка», приемника), т. е.
принято s(t) ≡ 1 для 0 � t � 20.

20 30 40 50 60 70 80
0.995

1

1.005

1.01

1.015
s(t), sest(t) 

t

s

sest

Рис. 5. Идентификация параметра источника сообщения; s(t) — пунктирная
линия, sest(t) — сплошная линия

После периода настройки передается сообщение, имеющее вид «пря-
моугольной волны»:

s(t) = s0 + s1 sign
(
sin

(
2πt/T0

))
, (82)

где s0 = 1,005, s1 = 0,005. Результаты моделирования для T0 = 20,
γ1 = γ2 = 5,0 — графики параметра s(t) и его оценки sest(t) показаны
на рис. 5. Вычислительный эксперимент не только качественно согла-
суется с теоретическим анализом, но и дает дополнительную количе-
ственную информацию о скорости достижения цели. Для повышения
скорости идентификации параметров можно увеличить коэффициенты
усиления γ1, γ2 в алгоритме адаптации. Для практического примене-
ния требуется добиться работоспособности алгоритма синхронизации
в условиях шумов. При учете помех в канале измерений достижимая
скорость передачи информации ограничена и зависит от наибольшей
частоты спектра несущего сигнала. Для уменьшения влияния помех
применяют различные способы огрубления алгоритмов, например опи-
санные в разделе 3.2, введение отрицательной обратной связи или зоны
нечувствительности, фильтрацию ошибки наблюдения и т. д. Некото-
рые результаты по применению описанных алгоритмов при наличии
шумов в канале связи приведены в [6, 49].
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6. Адаптивная синхронизация при ограниченной
пропускной способности каналов связи

Наконец, остановимся на новом бурно развивающемся направле-
нии — решении задач управления и наблюдения в системах, для ко-
торых существенны ограничения на информационные потоки между
отдельными элементами, т. е. ограничения, вызванные конечной про-
пускной способностью каналов связи.

Все более широкое распространение в настоящее время получают
системы, в которых устройства управления и датчики, расположенные
на расстоянии друг от друга, связаны между собой цифровыми инфор-
мационными каналами с ограниченной пропускной способностью. Сре-
ди них можно указать системы управления автономными подвижными
средствами (летательными и подводными аппаратами, мобильными на-
земными роботами, наноспутниками); мехатронными установками; си-
стемы демпфирования колебаний больших космических конструкций;
системы мониторинга земной поверхности и атмосферы с помощью кос-
мических и беспилотных летательных аппаратов; системы управления
агротехническими комплексами на базе сенсорных сетей, и другие.
В таких системах, несмотря на то, что общая пропускная способность
канала связи может быть значительной, отдельным узлам доступна
лишь малая часть информации, что приводит к ошибкам квантования,
которые существенно сказываются на процессе управления вследствие
низкой точности получаемых данных. Дополнительную трудность со-
здает нелинейность моделей объектов управления и наблюдения.

По существу, речь идет о необходимости создания новой широкой
теории — сплава теории управления, теории связи и теории вычислений
[41, 81]. Метод пассификации может применяться и для решения этого
нового класса задач.

Следуя [43, 67], опишем метод адаптивной управляемой синхрони-
зации хаотических систем через канал связи с ограниченной скоростью
передачи информации в предположении, что ряд параметров генера-
тора сигнала («ведущей системы») неизвестен, и только выход (а не
состояние) генератора измеряется.

6.1. Постановка задачи и описание метода синхронизации

Так же, как и в предыдущем разделе, рассматривается нелинейная
система с неопределенными параметрами («генератор», или «ведущая
система»), описанная уравнениями состояния

ẋ=Ax+ϕ0(y)+B
m∑
i=1

θiϕi(y), y=Cx, (83)
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где x ∈ Rn — вектор состояния генератора; y ∈ Rl — вектор выходов
(передаваемых через канал связи); θ = [θ1, ... , θm]T — вектор пара-
метров генератора. Вид нелинейных зависимостей ϕi(·) (i = 0, 1, ...
. . . ,m), значения матриц A, C и вектора B считаются известными.
Также считаем, что лишь значения выходного сигнал y(t) (а не всего
вектора состояния) могут быть измерены датчиками. Полагаем, что
начальное состояние генератора x0 = x(0) также априорно неизвестно
на стороне приемника (ведомой системы). Заметим, что для систем
связи с модулированием хаотического сигнала, вектор неизвестных
параметров θ меняется во времени, и сигнал θ = θ(t) является переда-
ваемым сообщением, которое должно быть восстановлено приемником.
Далее предполагается, что вектор θ(t) изменяется достаточно медленно
по сравнению с другими процессами в системе, поэтому θ считается
неизвестным постоянным вектором параметров ведущей системы.

Адаптивный наблюдатель состоит из настраиваемого наблюда-
теля и блока адаптации (адаптора). Настраиваемый наблюдатель
описывается уравнениями

˙̂x=Ax̂+ϕ0(y)+B
m∑
i=1

θ̂iϕi(y)+L(y−ŷ), ŷ = Cx̂, (84)

где x̂ ∈ Rn — вектор состояния наблюдателя; ŷ ∈ Rl — вектор выходных
переменных; θ̂i, i= 1, 2, ... ,m, — скалярные настраиваемые параметры
наблюдателя, а L — матрица коэффициентов наблюдателя. Алгоритм
адаптации имеет вид

˙̂
θi= −γi(y − ŷ)ϕi(y), i = 1, 2, ... ,m, (85)

где коэффициенты γi > 0 — параметры алгоритма адаптации.
Настраиваемый наблюдатель (84), (85) отличается от описанного

в п. 5.3 тем, что в нем отсутствует адаптивная настройка обратной
связи по ошибке (y − ŷ), вместо которой в (84) вводится линейная ста-
ционарная корректирующая связь L(y − ŷ), что позволяет уменьшить
число настраиваемых параметров адаптивного наблюдателя (73), (84)
по сравнению с рассмотренным п. 5.3.

В присутствии ошибок канала связи между ведущей и ведомой
подсистемами (в которые могут также входить ошибки измерений,
искажения в канале связи и ошибки кодирования, вызванные конеч-
ной пропускной способностью канала связи), измеряемый выход y(t)
искажается, что можно представить как изменение входа наблюдателя
в виде

y(t) = y(t) + δy(t), (86)

где через δy(t) обозначено общее искажение сигнала измерений
в аддитивной форме. В этом случае предлагается использовать
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регуляризованную версию адаптивного наблюдателя, которая описыва-
ется уравнениями

˙̂x=Ax̂+ϕ0(y)+B
m∑
i=1

θ̂iϕi(y)+L(y−ŷ), ŷ = Cx̂, (87)

˙̂
θi=−γi(y−ŷ)ϕi(y)−αiθ̂i, i=1, 2,... ,m, (88)

где αi — коэффициенты регуляризации.
Как и ранее, под синхронизацией понимается сходимость траекто-

рий x(t) и x̂(t), при которой достаточно мала ошибка синхронизации
e(t) = x(t)− x̂(t). Вследствие ошибок в канале связи, стремление век-
тора e(t) к нулю не может быть обеспечено, и цель синхронизации
имеет смысл представить в виде

Q � Δx, (89)

где Δx — заданная верхняя граница асимптотического значения ошиб-
ки, а

Q = lim
t→∞‖x(t)− x̂(t)‖ (90)

является предельной ошибкой синхронизации.
Рассматривается задача определения границ параметров системы и

скорости передачи информации, при которых обеспечивается оценка
(89) на качество процесса синхронизации.

6.2. Теоретические оценки точности синхронизации

Исследуем процесс синхронизации в адаптивной системе (83), (87),
(88), предполагая, что в кодирующем устройстве насыщения не насту-
пает и полная ошибка передачи в канале связи равномерно ограничена:

‖δy(t)‖ � Δ для всех t � 0. (91)

Для простоты изложения, рассмотрим далее случай скалярного
выхода, т. е. l = 1 и постоянных параметров алгоритма γi ≡ γ > 0, αi ≡
≡ α > 0. Распространение результатов на общий случай выполняется
непосредственно. Верхняя оценка границы синхронизации в рассмат-
риваемой системе определяется на основании следующей теоремы.

Теорема 10. Пусть выполнены следующие условия:
A1. Матрица коэффициентов передачи наблюдателя L выбрана

так, что передаточная функция

WL(λ) = C(λI −A+ LC)−1B

строго пассивна, т. е. выполнены неравенства

ReWL(iω) > 0 для всех ω � 0, lim
ω→∞ω2ReWL(iω) > 0.

(92)
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A2. Система (83) имеет ограниченное инвариантное множество
Ωθ ⊂ Rn для любого θ ∈ Θ ⊂ Rm, где Θ — множество воз-
можных значений неопределенных параметров, а x(0) ∈ Ω.

A3. Функции ϕi(y), i = 0, 1, ... ,m ограничены и непрерывно-
липшицевы в замкнутой Δ-области Ωθ, т. е.

|ϕi(y)|�Lϕ, |ϕi(y′)−ϕi(y)|�L′
ϕ (93)

для некоторых Lϕ, L′
ϕ и для всех y = Cx, x ∈ SΔ(Ωθ), где

SΔ(Ωθ) =
{
x : ∃z ∈ Ωθ : ‖x− z‖ � Δ

}
.

Тогда существуют постоянные C1 > 0, C2 > 0 такие, что для

любого Δ > 0 выбор параметров алгоритма α = Δ2, γ =
C2

Δ2 гаран-

тирует достижение ошибки синхронизации (89) для

Δx = C1Δ, (94)

т. е. предельная ошибка синхронизации Δx пропорциональна ошибке
передачи в канале связи Δ.

Доказательство теоремы 10 приведено в приложении.

Замечание 3. Важно отметить, что условия теоремы 10 не накладыва-
ют никаких требований на устойчивость ведущей системы (83), т. е. не
препятствуют ее хаотичности.

Замечание 4. В соответствии замечанием 1 к теореме 4, вектор
L удовлетворяющий условию A1 существует тогда и только то-
гда, когда передаточная функция W (λ) = C(λI − A)−1B — гипер-
минимальнофазовая (ГМФ), т. е. когда многочлен A(λ) detW (λ) —
гурвицев, а матрица G = lim

λ→∞
λW (λ) симметрична и положительно-

определена, где A(λ) = det(λI − A). При l = 1 (измеряется скалярный

выход), W (λ) =
B(λ)
A(λ)

, то A(λ), B(λ) являются многочленами и условие

ГМФ означает, что многочленB(λ) — гурвицев, его степень degB(λ) =
= degA(λ) − 1, а старший коэффициент положителен. Напомним, что
в соответствии с теоремой Якубовича–Калмана, строгая пассивность
WL(λ) эквивалентна существованию положительно-определенной сим-
метричной матрицы P = PT > 0 такой, что

PAL+AT
LP <0, PB=CT, AL=A−LC. (95)

Для того чтобы найти вектор L, удовлетворяющий условию A1 при
наличии пассифицируемости (ГМФ) достаточно выбрать L в виде L =
= −κC, где κ > 0 достаточно велико.
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7. Заключение

Рожденные из частотной теоремы алгоритмы метода пассификации
унаследовали ее процедурную простоту и ясность применения. Более
чем за тридцать лет истории метод получил серьезное развитие как в
плане теоретических обоснований, так и в плане практической направ-
ленности. Появились вполне реальные области применения в задачах
управления полетом и передачи сообщений модуляцией хаотических
сигналов. Наконец, появились экспериментальные подтверждения ра-
ботоспособности адаптивных систем, свидетельствующие о практично-
сти подхода, прочный теоретический фундамент которого был заложен
в работах В. А. Якубовича.

В то же время имеется целый ряд нерешенных задач и активно
развивающихся направлений. Здесь следует упомянуть недавние рабо-
ты по необходимым и достаточным условиям робастной пассифицируе-
мости при параметрической неопределенности, ограниченной по норме
[82], а также работы по необходимым и достаточным условиям адап-
тивной пассифицируемости [83]. Остается нерешенным важный прак-
тический вопрос о выборе матрицы G, обеспечивающей пассивность
или минимальнофазовость системы с передаточной функцией GW (λ)
(в известных публикациях этот вопрос решен лишь в случае нулевой
относительной степени W (λ) [89]). Много важных нерешенных задач
остается в новой области — адаптивном управлении при ограниченной
пропускной способности каналов связи.

В то же время результаты предыдущего раздела показывают, что
частотная теорема В.А. Якубовича и основанный на ней метод пасси-
фикации являются эффективными инструментами для развития единой
теории управления, вычислений и связи — актуального направления
современной науки [41, 81].

Приложение

Доказательство теоремы 6. Перепишем передаточную функцию
W (λ) в виде

W (λ) = W (λ) +Wc(λ)=
Bp(λ)(λ+α)k−1 + κε(ελ+ 1)k−2A(λ)

A(λ)(λ+α)k−1 =

=
B′(λ) + κε(ελ+ 1)k−2(λn + a1λ

n−1 + ...+ an)
A(λ)(λ + α)k−1 =

=
μb′0λ

n−1 + μ(b′1λ
n−2 + ...+ b′n−1) + Â(λ)

μA(λ)(λ + α)k−1 ,

где μ=1/κ, Â(λ) — гурвицев многочлен,
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Â(λ)= â0λn + â1λ
n−1 + ...+ ân,

B′(λ)=
(
b0λ

n−k + B̂(λ)
)(
λ+ α

)k−1
,

B̂(λ)=b1λn−k−1 + ...+ bn−k, b′0 =b0, b′1=b1 + λb0, ... , b′n−1=bn−kλ
k−1.

Тогда W (λ) =
B(λ)

μAp(λ)(λ + λ)k−1 , где B(λ) = a0s
n+k−2 + ... + ak−2s

n+

+ (ak−1 + μb′k−1)s
n−1 + ...+ an+k−2 + μb′n−k. Следовательно, числитель

B(λ) передаточной функции W (λ) гурвицев при достаточно малом μ>
>0, что и требовалось доказать. �
Доказательство теоремы 7. Рассмотрим функцию Ляпунова (58), где
матрицы P = PT > 0 и θ∗0i будут определены ниже. Вычисляя V̇ для
функции (58) и приводя подобные члены, получим

V̇ = eT(PA∗ + (A∗)TP )e+
m∑
i=1

(θ̂0i − θ∗0i)T
(
eTPBig

T
i (y − y∗) + Γ−1

0i
˙̂
θ0i

)
,

(96)

где A∗ = A +
∑m

i=1Biθ
∗
0iC. Из условия гиперминимальнофазовости и

теоремы 4 следует существование матрицы P = PT > 0 и вектора θ∗0i
таких, что

PA∗ + (A∗)TP � −Q < 0, PB = CTG.

Выбор θ∗0i в соответствии с условиями теоремы 4 дает

V̇ � −eTQe, (97)

где Q = QT > 0. Вследствие (97) и ограниченности x∗(t) получим,
что V (x(t), θ̂(t), t) ограничена. Значит, e(t), θ̂0i(t) и θ̂1i(t) также огра-
ничены, что доказывает первое утверждение теоремы. Так как zi(t),
vi(t) ограничены, ė(t) также ограничена. Теперь заметим, что последнее

утверждение теоремы следует из
∞∫
0
e2(t) dt <∞.

Рассматривая (96) и принимая во внимание утверждение о необ-
ходимости, содержащееся в теореме 4, получим, что выбор алгорит-
ма адаптации в виде (57) и выполнение условия гиперминимально-
фазовости являются необходимыми и достаточными условиями суще-
ствования у системы функции Ляпунова вида (58), для которой при
e = 0 выполнено V̇ < 0. �
Доказательство теоремы 8. Для доказательства рассмотрим функ-
цию Ляпунова вида

V (x, θ̂0, θ̂) =
1
2
eTPe+

N∑
i=0

1
2γi
|θ̂i − θi|2 + |θ̂0 − θ∗0|2/(2γ0), (98)
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где матрица P = PT > 0 и число θ∗0 подлежат определению. Вычисле-
ние V̇ показывает, что соотношение V̇ < 0 при e = 0 имеет место тогда
и только тогда, когда выполнены следующие условия:{ ˙̂

θ0 = −γ0eTPBCe,
˙̂
θi = −γieTPBϕi(x1,x2, t),

(99)

причем матрица P удовлетворяет неравенству Ляпунова PA∗+A∗P <0,
где A∗ = A + Bθ0C. Вспоминая, что измеряемость всех величин, вхо-
дящих в алгоритм адаптации, эквивалентна выполнению соотношения
PB = CT, и применяя лемму 1, получим, что V̇ < 0 при e = 0 тогда
и только тогда, когда алгоритм адаптации имеет вид (65), (66) и
система ẋ = Ax+ Bu, y = Cx является гиперминимальнофазовой, что
по условию имеет место. Поэтому функция V (t) = V (x(t), θ̂0(t), θ̂(t))
ограничена. Следовательно, ограничены также функции e(t), θ̂i(t) (так
как ϕi(x1,x2, t), i = 1, ... ,N , ограничены). Из уравнений (99) следует,
что V̇ = eT(PA∗ +AT

∗P )e � −μ|e(t)|2 для некоторого μ > 0. Теперь мы
находимся в условиях леммы о частичной аттрактивности [25, 73] для
функции V , имеющей вид (98). Поскольку из ограниченности функции
V (t) следует ограниченность всех переменных состояния системы, из
леммы следует, что e(t)→ 0 при t→∞.

Для доказательства (67) заметим сначала, что из (60) и (65) сле-
дует, что ˙̃

θ(t)→0 при t→∞. Дифференцируя (61), из ограниченности
функций e, θ̃, ϕd, ỹ, θ̂0 и их производных по времени заключаем,
что ë(t) ограничено. Из леммы Барбалата [25] следует, что ė(t)→0
при t→∞. Отсюда и из (65) получим, что θ̃(t)Tϕd(t)→ 0 при t →
→ ∞. Наконец, (67) следует из условия постоянного возбуждения и
леммы 1. �
Доказательство теоремы 10. Для доказательства рассмотрим функ-
цию Ляпунова

V (e, θ̂) = eTPe+
‖θ − θ̂‖2

2γ
, (100)

где P = PT > 0 выбирается в соответствии с условием A1 (см. также
замечание 1) так, чтобы выполнялись соотношения

PAL+ALP <0, PB=CT, AL=A−LC. (101)

Это означает, что при достаточно малом λ0 > 0 выполнено неравен-
ство

PAL +ALP � −λ0P (102)

(в действительности, матричное уравнение Ляпунова (102) имеет реше-
ние при любом λ0 < η, где η = min |Reλi(AL)| — степень устойчивости
матрицы AL.)
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Рассмотрим уравнение ошибки синхронизации e(t) = x(t)− x̂(t):

ė = ALe+ ϕ0(y)− ϕ0(y)+B
m∑
i=1

(
(θi−θ̂i)ϕi(y)+θi (ϕi(y)−ϕi(y))

)
+Lδy

(103)

и вычислим скорость изменения V̇ функции Vt = V
(
e(t), θ̂(t)

)
вдоль

траекторий системы (88), (103). С учетом условий A2, A3 получим

V̇ � eT(PAL +AT
LP )e+ ‖eTP‖L′

ϕΔ + eTPB(θ − θ̂)ϕ(y)+

+
( m∑
i=1

|θi|
)
|eTPB|L′

ϕΔ− (y − y)(θ − θ̂)T
ϕ(y) + α

(
θ − θ̂)T

θ̂.

С учетом неравенства
m∑
i=1
|θi| � √

m ‖θ‖ и условий (101), (102) (или

eTPB = Ce) получим, что

V̇ � −λ0e
TPe+ ‖eTP‖L′

ϕΔ
(
1 + ‖B‖√m ‖θ‖)− α‖θ − θ̂‖2 + α

(
θ − θ̂)T

θ.
(104)

Введем величину D1 = L′
ϕ

(
1 + ‖B‖‖θ‖√m )

. С учетом элементарно-
го квадратного неравенства

|aTb| � M‖a‖2 +
1
4μ
‖b‖2, (105)

выполненного для a, b∈ R
N , μ > 0, получим при a = θ − θ̂, b = θ:

V̇ � −λ0e
TPe+ ‖eTP‖D1Δ− α(1−M)‖θ − θ̂‖2 +

α

4μ
‖θ‖2. (106)

Введем λmax(P ) и λmin(P ) как минимальное и максимальное соб-
ственные числа положительно определенной матрицы P . Применим
неравенство (105) ко второму слагаемому уравнения (104) при μ =
= λ0μ1/λmax(P ). Используя обозначение β = min

{
λ0(1 − μ1), 2αγ(1 −

− μ)
}

и учитывая, что ‖Pe‖2 � eTPeλmax(P ) получим

V̇ � −βV +
D2

1λmax(P )
4λ0μ1

Δ2 +
α

4μ
‖θ‖2 (107)

и, следовательно,

lim
t→∞V (t) � D/β,

где D =
D2

1λmax(P )
4λ0μ1

Δ2 +
α

4μ
‖θ‖2.
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Для упрощения последнего выражения выберем μ1 = μ = 1/2 и γ =
= λ0/2α. Тогда β = λ0/2 и выполнено неравенство

lim
t→∞V (t) � D2

1λmax(P )
λ2
0

Δ2 +
α

2
‖θ‖2.

Окончательно, учитывая что ‖e‖2 � eTPe

λmin(P )
и
√
a+ b � √

a +
√
b

при a > 0, b > 0, приходим к выражению

lim
t→∞‖e(t)‖ � D1

λ0

√
λmax(P )
λmin(P )

Δ +
√

α

2λmin(P )
‖θ‖,

что и требовалось доказать. �
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Инвариантность и полиномиальный синтез
стратегий в линейно-квадратичной игре∗

Аннотация: изложен новый алгоритм решения задачи H∞-оптималь-
ного управления в случае полной информации, совмещающий спек-
тральный и матричный методы. Введено понятие полиномиального опе-
ратора Лурье–Риккати. Представлена параметризация всех решений
уравнения объекта управления при помощи скрытых переменных в
рамках поведенческого описания Я. Виллемса. Ядро полиномиального
оператора Лурье–Риккати разложено в прямую сумму подпространств,
аналогичных жордановым блокам. Показано, что найденная В.А. Яку-
бовичем в 1970 г. седловая точка линейно-квадратичной игры дает ре-
шение задачи H∞-оптимального управления для значительного класса
объектов управления.

1. Введение

Важной составной частью систем управления или сопровождения
динамических объектов является подсистема подавления постоянно
действующих возмущений при помощи подходящего регулятора или

†) Санкт-Петербургский государственный университет.
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в специальном выпуске журнала «Автоматика и телемеханика». — 2006. —
№ 10. — C. 20–47.
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компенсатора. Проблема полного подавления возмущения или инва-
риантности выхода к этому возмущению интенсивно изучалась одно-
временно с созданием теории автоматического управления в 30–40-
е годы. Корректно определенные регуляторы и способы компенсации
возмущений обсуждались в работах А.В. Михайлова, Г. В. Щипанова,
Н.Н. Лузина, А.И. Кухтенко и др. [4, 5, 7]. Из результатов работ
В.А. Якубовича [11] следует, что полное подавление возмущения, как
правило, невозможно.

В связи с тем, что возмущение в общем случае влияет на выход
при любом допустимом регуляторе, возникла задача численного из-
мерения этого влияния и затем минимизации полученной характери-
стики влияния в классе допустимых регуляторов. Методы аналитиче-
ского конструирования регуляторов А.М. Летова и решение линейно-
квадратичной стохастической задачи оптимального управления были
важными шагами в этом направлении. Для линейных стационарных
объектов управления общего вида В.А. Якубович ввел понятие ре-
активности [10] как степени неинвариантности выделенного выхода
системы относительно выделенного входа. Минимизация этого показа-
теля сводится к линейно-квадратичной задаче управления и к развитым
методам уравнений Лурье или к спектральной теории Н. Винера и
А.Н. Колмогорова. В 1990-е годы В.А. Якубович вернулся к исследова-
нию свойств инвариантных систем, опубликовав ряд работ по синтезу
универсальных регуляторов (см. обзор [6]).

Другим показателем меры влияния возмущения на выход объекта
является равномерно-частотный показатель [3], а его минимизация
сводится к задаче H∞-оптимального управления. Минимальное зна-
чение равномерно-частотного показателя является одновременно ценой
игры в соответствующей линейной задаче управления с двумя игрока-
ми, интересы которых противоположны.

Полное исследование игровой задачи в классе произвольных стаби-
лизирующих пар стратегий обоих игроков было выполнено В.А. Яку-
бовичем [9] на основе частотной теоремы. Лишь через 10 лет эта
же задача, но в несколько измененном классе стратегий появилась в
работах американских авторов [23] и вскоре получила название теории
H∞-оптимального управления. В дальнейшем связь между линейно-
квадратичной игрой и теорией H∞-оптимального управления исследо-
валась во многих статьях и монографиях [16].

В разделе 2 данной работы показано, что найденная В.А. Якубо-
вичем седловая точка линейно-квадратичной игры дает решение зада-
чи H∞-оптимального управления для значительного класса объектов
управления.

Известно, что решение линейно-квадратичных задач можно про-
водить либо матричным методом в пространстве состояний, что сво-
дится к уравнениям Лурье–Риккати [3], либо спектральным методом,
включающим операции с матричными многочленами [20] для систем,
описанных в форме вход–выход. В разделе 3 эти методы совмещены
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и вводятся понятия полиномиального уравнения и оператора Лурье–
Риккати. Основной вычислительной операцией становится фактори-
зация матричных многочленов, разработанная М.С. Дэвисом [18],
В.А. Якубовичем [8], Х. Квакернааком [20] и др. [2, 17].

В разделе 4 обобщен Φ-подход в теории H∞-оптимального управле-
ния [15], который дает полное решение задачи субоптимального управ-
ления для систем в форме вход–выход без вспомогательных полино-
миальных преобразований и без перехода к уравнению в пространстве
состояний. Метод включает спектральную факторизацию и решение
одного линейного полиномиального уравнения, в котором определяются
непосредственно коэффициенты регулятора. В работе [14] идея Φ-
подхода распространена на нестационарные системы и на уравнения с
запаздываниями. Существенную роль в решении нестационарных иг-
ровых задач на бесконечном промежутке времени играет абстрактный
принцип максимума, предложенный В.А. Якубовичем [6].

Численное решение задачи расчета H∞–оптимального регулятора,
реализующего наименьшее значение равномерно-частотного показате-
ля, сталкивается с серьезными трудностями. В частности, стандартное
уравнение Лурье–Риккати может не иметь решений [3, 19]. Из тео-
ремы 2 в разделе 4 следует, что такая сингулярность связана с тем,
что полиномиальный оператор Лурье–Риккати не взаимно однозначен.
В разделе 5 проведено полное исследование ядра этого оператора в
вырожденном случае. Доказано, что оно является прямой суммой кор-
невых подпространств, аналогичных жордановым блокам.

В разделе 6 дано общее решение задачи H∞-оптимального управ-
ления при помощи полиномиальных операторов Лурье–Риккати.

Доказательства утверждений включены в основной текст статьи
только в том случае, когда они относительно короткие и информатив-
ные. В остальных случаях они перенесены в приложение.

2. Инвариантность и игровая линейно-квадратичная
задача управления

Объект управления описывается дифференциальным уравнением

a(p)y(t) = b(p)u(t) + c(p)v(t), t � 0,

где p = d/dt, y ∈ R
ny — выход объекта, u ∈ R

nu — управление,
v ∈ Rnv — возмущение, a(z), b(z), c(z) — матричные многочлены,
матрица a — квадратная невырожденная. Будем предполагать, что
рациональные матрицы Wy/u(z) = a(z)−1b(z) и Wy/v(z) = a(z)−1c(z) —
правильные, а пара матриц (a, b) несократима слева [1].

Решением уравнения объекта называется тройка функций x(·) =
= col(y(·),u(·), v(·)) ∈ L2

n(0,∞), удовлетворяющая уравнению объекта
при t > 0, где n = ny + nu + nv — размерность процесса x. Решением
с нулевыми начальными данными называется такое решение, которое
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можно продолжить нулем на (−∞, 0), и при этом уравнение объекта
будет выполнено в точке t = 0 и, поэтому, на всей оси.

Задача синтеза инвариантных систем состоит в том, чтобы за счет
выбора управления u скомпенсировать влияние возмущения v на вы-
ход y. Методы компенсации возмущений изучались в работах многих
авторов. В.А. Якубович [11] установил необходимые и достаточные
условия, при которых полная компенсация возможна в классе линейных
обратных связей.

В случае, когда полная компенсация невозможна, требуется умень-
шить влияние возмущения v на выход y. За счет сильной обратной
связи в некоторых системах управления можно обеспечить сколь угод-
но малый уровень такого влияния [12]. В общем случае В.А. Якубович
[10] предложил выбрать в качестве меры влияния v на скалярный
выход y норму передаточной функции замкнутой системы, названную
реактивностью:

Ry/v =
1
2π

∞∫

−∞
|Wy/v(iω)|2 dω,

где Wy/v — передаточная функция замкнутой системы от v к y.
Задача минимизации реактивности сводится к классической линейно-
квадратичной задаче оптимального управления. В [10] описаны спосо-
бы минимизации этого функционала в классах физически реализуемых,
строго реализуемых и структурно реализуемых регуляторов.

Другой мерой остаточного влияния возмущений на выход объекта
может быть выбран равномерно-частотный показатель

‖Wy/v‖∞ = max
ω∈R

|Wy/v(iω)|,
который указывает гарантированный уровень компенсации возмущений
равномерно по всем частотам. Минимизация этого показателя известна
как задача H∞-оптимального управления.

Равномерно-частотный показатель ‖Wy/v‖∞ является мерой неин-
вариантности выхода y к возмущению v. В оптимальных по этому по-
казателю замкнутых системах могут возникать неоправданно большие
значения управляющего воздействия. Поэтому оптимизационная задача
обычно ставится как условная при ограничениях на u. При помощи
множителя Лагранжа она сводится к минимизации квадратичной фор-
мы, в которой за счет нормировки коэффициент при u может быть взят
единичным. Задачу минимизации равномерно-частотного функционала

J = max
ω∈R

|Wy/v(iω)∗Q0Wy/v(iω) +Wu/v(iω)∗Wu/v(iω)|

можно заменить на субоптимизацию: обеспечить выбором допустимого
регулятора неравенство J � γ2 при заданном уровне γ.

Минимизация показателя J является одновременно количественной
оптимизацией системы по свойству инвариантности к возмущению v.
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Эта же задача может быть поставлена как игровая. При фиксирован-
ном уровне γ неравенство J � γ2 равносильно неравенству Fγ(y,u, v) �
� 0 на всех решениях замкнутой системы с нулевыми начальными
данными, где

Fγ(y,u, v) =

∞∫

0

Fγ(y(t),u(t), v(t)) dt, Fγ(y,u, v) = y∗Q0y + |u|2 − γ2|v|2.

Выход y объекта управляется двумя игроками: игрок u стремится
минимизировать, а игрок v — максимизировать функционал Fγ . Классы
допустимых стратегий в этой игре можно выбирать по-разному, что
влияет на решение задачи.

Объект управления всегда можно эквивалентным преобразованием
записать в стандартной форме:

Ẋ(t) = AX(t) +Bu(t) + Cv(t),
y(t) = eTX(t).

В такой постановке задача впервые была рассмотрена В.А. Якубо-
вичем [9] в классе следующих допустимых стратегий: u(t) = U(X(t), t),
v(t) = V (X(t), t), где U и V — измеримые функции, такие, что решение
замкнутой системы существует. Значение функционала качества при
заданных стратегиях (U ,V ) обозначим J(U ,V ). Начальное данное
фиксировано, обозначим его X(0) = X0.

Допустимая стратегия (U0,V 0) называется седловой точкой дан-
ной линейно-квадратичной игры, если

J(U0,V ) � J(U0,V 0) � J(U ,V 0)

для любых функций U и V , для которых стратегии (U0,V ) и (U ,V 0)
допустимы.

При помощи частотной теоремы В.А. Якубович указал способ опре-
деления седловой точки в данной игре, если выполнено следующее
частотное условие: квадратичная форма

Gω(u, v) = Fγ(Wy/u(iω)u+Wy/v(iω)v, u, v)

имеет одинаковую сигнатуру при всех вещественных ω. Если же ко-
личество положительных или количество отрицательных собственных
чисел этой квадратичной формы меняется на множестве {ω} положи-
тельной меры, то седловой точки не существует.

Позднее аналогичная линейно-квадратичная игра с другим клас-
сом допустимых стратегий была названа задачей H∞-оптимального
управления. В этой задаче предполагается неравноправность и, в то
же время, независимость стратегий каждого игрока. Игрок v выбирает
программную стратегию, т. е. функцию v(·) ∈ L2

nv
(0,∞). Игрок u

несет ответственность за устойчивость замкнутой системы, но может
выбирать произвольные обратные связи. Будем предполагать, что класс
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допустимых стратегий игрока u есть множество линейных форм L раз-
мерности nu от функций y,u, v и их производных, таких, что уравнение
L = 0 вместе с уравнением объекта однозначно задает процесс x(·) =
= (y(·),u(·), v(·)) в L2

n(0,∞) при любой функции v ∈ L2
nv

(0,∞) и при
нулевых начальных данных.

Задача оптимизации состоит в поиске минимального положитель-
ного значения γ = γ0, для которого существует допустимая стратегия
L, обеспечивающая условие Fγ � 0 для любой функции v ∈ L2

nv
(0,∞).

Общая задача H∞-субоптимального управления ставится для произ-
вольного числа γ � γ0 и состоит в описании всех допустимых стратегий
L, для которых Fγ � 0 для любой функции v ∈ L2

nv
(0,∞).

В. А. Якубовичем доказано, что существование седловой точки
необходимо для разрешимости задачи H∞-субоптимального управле-
ния [9]. Минимальное значение γ > 0, для которого квадратичная
форма Gγ не меняет почти везде сигнатуру, обозначим γabs. Таким
образом, γ0 � γabs.

Пусть γ > γabs и (U0,V 0) — седловая точка в линейно-квадратичной
игре. В [9] доказано, что U0 — линейная стационарная функция.
Если уравнение u = U0(X) обеспечивает устойчивость замкнутой си-
стемы при v = 0, то это есть субоптимальная стратегия в задаче H∞-
субоптимального управления и γ0 � γ. Для многих объектов управле-
ния (положительной меры в пространстве коэффициентов) это усло-
вие выполнено для всех γ > γabs. Поэтому для таких объектов γ0 =
= γabs, а найденная В.А. Якубовичем стратегия U0 решает задачу H∞-
оптимального управления в полном объеме.

Если же при некотором γ > γabs обратная связь U0 не стабилизирует
объект управления, то γ0 > γabs и решения игровой задачи и задачи
H∞-оптимального управления различны.

3. Полиномиальный оператор Лурье–Риккати

Алгоритм минимизации реактивности как количественной меры
неинвариантности замкнутой системы был сформулирован В.А. Якубо-
вичем в терминах уравнений Лурье [10]. Аналогичные уравнения в по-
линомиальной форме, как доказано в данной статье, играют централь-
ную роль в минимизации равномерно-частотного показателя неинвари-
антности или задачи H∞-оптимального управления для многомерных
объектов, уравнения которых записаны в форме вход–выход. Реше-
ние основано на полиномиальных методах с ограничениями на степе-
ни матричных многочленов [2]. В данном разделе сначала вводятся
необходимые обозначения, затем определяется полиномиальный опера-
тор Лурье–Риккати, который решает соответствующее полиномиальное
матричное уравнение.
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3.1. Матричные многочлены с ограничениями на степени строк

В каждом из ny уравнений объекта выделим наивысшую производ-
ную переменной y. Обозначим набор порядков этих производных μ =
= (μ1,μ2, ... ,μny). С мультииндексом μ свяжем диагональную матрицу
zμ = diag{zμk , 1 � k � ny}. Матрица старших коэффициентов много-
члена a определяется как

a∞μ = lim
z→∞ z−μa(z).

При помощи эквивалентных преобразований строк и линейной замены
переменных всегда можно добиться того, чтобы матрица a∞μ была
единичной порядка ny [2]. Будем считать, что это сделано. Определим
множество Pμ матричных многочленов с ny строками условием

Pμ = {p(z) : lim
z→∞ z−μp(z) = 0}.

Тогда матричные функции a(z) − zμ, b(z) и c(z) входят в множество
Pμ. Подмножество векторных функций из Pμ обозначим P1

μ.
Если f — рациональная матричная функция, то f∗ обозначает

функцию, определяемую равенством f∗(z) = f(−z)T .
Следуя поведенческому описанию систем Я. Виллемса [22],

введем вектор явных переменных объекта управления x = col(y,u, v),
а также матричный многочлен R = (a,−b,−c) и матрицу Q =
= diag{Q0, Inu ,−γ2Inv}. Без ограничения общности будем считать,
что матрица Q0 невырождена.

Тогда уравнение объекта можно записать в виде R(p)x(t) = 0, а
квадратичную форму в показателе качества — в виде Fγ(y,u, v) =
= x∗Qx. Такая запись удобна для алгебраических преобразований си-
стемы. В ней отсутствуют различия между переменными управления,
возмущения и выхода объекта.

Строгое частотное условие В.А. Якубовича — постоянство сигнату-
ры квадратичной формы Gω(u, v) — можно записать в полиномиальной
форме [2]: квадратные матрицы размера ny

a(z)Q−1
0 a∗(z) + b(z)b∗(z)− γ−2c(z)c∗(z) = R(z)Q−1R∗(z)

имеют одинаковую сигнатуру при всех z = iω на мнимой оси. При этом
условии в соответствии с необходимыми и достаточными условиями
существования факторизации симметричного матричного многочлена,
полученными В.А. Якубовичем [8], существует такой матричный гур-
вицев многочлен Π(z) размера ny × ny, что

RQ−1R∗ = Π∗Q−1
0 Π.

Далее будем предполагать, что такая факторизация существует для
всех γ > γabs и что выполнено ограничение на степени: Π∗(z)− zμ ∈ Pμ.
В [2, 13] доказано, что факторизация с ограничением на степени воз-
можна тогда и только тогда, когда сходится алгоритм последовательно-
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го сокращения множителей Дэвиса–Каллиера–Квакернаака [17, 18, 20].
Для неотрицательно определенной матрицы Q0 такая факторизация
существует для всех γ > γabs.

В правильно поставленной задаче оптимального управления факто-
ризуемая матрица должна быть неотрицательно определена при γ =∞.
Будем предполагать, что выполнено усиленное условие

a(iω)Q−1
0 a∗(iω) + b(iω)b∗(iω) > 0 ∀ω ∈ R.

3.2. Операции над матричными многочленами и рациональными
функциями

Каждую рациональную функцию f любой размерности можно пред-
ставить в виде суммы многочлена и правильной рациональной функ-
ции. Этот многочлен будем обозначать [f ]+, а правильную рациональ-
ную функцию — [f ]−. Очевидно, что f = [f ]+ + [f ]−.

Для произвольной рациональной функции f ее вычет в бесконечно-
сти с противоположным знаком будем обозначать

{f}∞ = − res∞ f = lim
z→∞ z[f ]−(z).

В частности, если у скалярной рациональной функции f степень зна-
менателя больше степени числителя на число k � 2, то {f}∞ = 0.

В множестве векторных многочленов, имеющих одинаковое коли-
чество строк, введем скалярное произведение, порожденное векторами
коэффициентов:

〈f , g〉 =
N∑
k=0

f
T

k gk, f(z) =
N∑
k=0

fkz
k, g(z) =

N∑
k=0

gkz
k,

которое также можно выразить в виде

〈f , g〉 = {f̃(z)g(z)}∞ = {z−1f(z−1)
T

g(z)}∞.
Распространим эту операцию также на пары матричных многочленов,
имеющих одинаковое количество строк. Очевидно, что 〈f , g〉T = 〈g, f〉.

Если p — матричный многочлен, то p̃ обозначает функцию, опреде-
ляемую равенством p̃(z) = z−1p(z−1)

T

.

3.3. Полиномиальный оператор и полиномиальное уравнение
Лурье–Риккати

С каждым многочленом s ∈ Pμ свяжем правильную рациональную
матричную функцию

φs = [R∗Π−1[Πs̃∗]+]−.

Здесь и далее последовательность операций в s̃∗ понимается как (s̃)∗.

Лемма 1. Отображение φ взаимно однозначно на Pμ.
Лемма 2. Пусть s ∈ Pμ. Тогда рациональная функция fs = RQ−1(φs)
является многочленом из множества Pμ.
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Доказательство. Из определений операций [·]− и [·]+ и уравнения
факторизации следует, что рациональная функция

fs = RQ−1(φs) = RQ−1(R∗Π−1[Πs̃∗]+ − [R∗Π−1[Πs̃∗]+]+
)

= Π∗Q−1
0 [Πs̃∗]+ −RQ−1[R∗Π−1[Πs̃∗]+]+

является многочленом как сумма и произведение многочленов. С дру-
гой стороны, очевидно, что

lim
z→∞ z−μfs(z) =

(
lim
z→∞ z−μR(z)

)
Q−1

(
lim
z→∞(φs)(z)

)
= 0,

и поэтому fs ∈ Pμ. �
Определение 1. Каждому матричному многочлену s ∈ Pμ поставим в
соответствие матричный многочлен

LR(s) = −RQ−1(φs) = −RQ−1[R∗Π−1[Πs̃∗]+]−.

Назовем оператор LR полиномиальным оператором Лурье–Риккати.

Лемма 3. Полиномиальный оператор Лурье–Риккати самосопря-
женный,

〈LR(s1), s2〉 = 〈s1,LR(s2)〉 ∀ s1, s2 ∈ Pμ.

Оператор LR является решением полиномиального уравнения, яв-
ляющегося точным аналогом сопряженного уравнения Лурье–Риккати
для систем первого порядка. Определим оператор A из множества Pμ
в себя равенством

(As)(z) = zs(z)− a(z)〈zμ−1, s〉, s ∈ Pμ.

Найдем явное выражение для оператора A∗ из его определения
〈A∗x, y〉 = 〈x,Ay〉 при всех x, y ∈ Pμ. По определению оператора A

〈x,Ay〉 = {x̃(z)(zy(z)− a(z)〈zμ−1, y〉)}∞ =
= {(zx̃(z)− 〈x, a〉z−μ)y(z)}∞ =

= {z−1(A∗x)(z−1)
T

y(z)}∞.
Отсюда

(A∗x)(z) = [z−1x]+(z)− zμ−1〈a,x〉.
Произвольный многочлен p ∈ Pμ определяет операцию двойствен-

ности pfun на Pμ равенством

pfuns = 〈p, s〉, s ∈ Pμ.

Определение 2. Полиномиальным уравнением Лурье–Риккати назо-
вем операторное уравнение

AX + (AX)∗ − bbfun + γ−2ccfun + (Xzμ−1)Q0(Xzμ−1)fun = 0
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относительно самосопряженного оператора X , действующего на Pμ.
Решение X называется стабилизирующим, если все собственные числа
оператора

Λ = A + (Xzμ−1)Q0(zμ−1)fun

лежат справа от мнимой оси.

Можно показать, что для любой минимальной реализации объ-
екта в пространстве состояний введенное полиномиальное уравнение
Лурье–Риккати переходит в матричное уравнение Лурье–Риккати [3],
сопряженное к стандартному уравнению Лурье–Риккати в теории H∞-
оптимального управления.

В развернутой форме полиномиальное уравнение Риккати записы-
вается в виде

〈s1,AXs2〉+ 〈AXs1, s2〉 − 〈s1, b〉〈b, s2〉+
+ γ2〈s1, c〉〈c, s2〉+ 〈s1,Xzμ−1〉Q0〈Xzμ−1, s2〉 = 0

для любых s1, s2 ∈ Pμ.

Теорема 1. Полиномиальный оператор Лурье–Риккати LR являет-
ся стабилизирующим решением полиномиального уравнения Лурье–
Риккати.

4. Синтез регуляторов при невырожденном операторе
Лурье–Риккати

Если полиномиальный оператор Лурье–Риккати LR взаимно од-
нозначен, то синтез субоптимального регулятора сводится к решению
одного линейного уравнения, указанного в лемме 5. Основным резуль-
татом данного раздела являются теоремы 2 и 3 о параметризации всех
решений уравнения объекта и о способе выбора требуемого регулятора
в случае взаимной однозначности оператора LR.

4.1. Класс Φ-решений уравнения объекта
Центральным утверждением Φ-подхода в теории синтеза H∞-

оптимальных регуляторов [15] является свойство некоррелированности
специальных решений уравнения объекта управления. Оно сформули-
ровано в следующей лемме в терминах преобразований Лапласа от этих
решений.

Лемма 4. Пусть матричные многочлены s ∈ Pμ и h имеют одинако-
вое число столбцов. Пусть рациональная функция

Φ = h+Q−1φs

удовлетворяет уравнению объекта в спектральной области:
R(z)Φ(z) = 0. Тогда функция Φ∗(z)QΦ(z) является матричным
многочленом.
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Если к тому же h есть постоянная матрица, то

Φ∗(z)QΦ(z) = h∗Qh.

Доказательство. Определим матричный многочлен Ψ =
= h−Q−1[R∗Π−1[Πs̃∗]+]+. Полюсы функции

Φ = Ψ +Q−1R∗Π−1[Πs̃∗]+

являются нулями функции Π и поэтому лежат в левой полуплоскости.
Вычислим квадратичную форму двумя способами, подставив урав-

нение RΦ = 0:

Φ∗(z)QΦ(z) = (Ψ +Q−1R∗Π−1[Πs̃∗]+)∗QΦ = Ψ∗QΦ,

Φ∗(z)QΦ(z) = Φ∗Q(Ψ +Q−1R∗Π−1[Πs̃∗]+) = Φ∗QΨ.

Поскольку Ψ — многочлен, то полюсы функции Ψ∗QΦ являются по-
люсами функции Φ и лежат в левой полуплоскости. По этой же
причине полюсы функции Φ∗QΨ являются полюсами функции Φ∗ и,
следовательно, лежат в правой полуплоскости. Однако, эти выражения
равны, и поэтому полюсов не имеют и являются многочленами.

Если матрица h постоянна, то функции Φ и Φ∗ являются суммами
констант и правильных рациональных функций по определению. Сле-
довательно, многочлен Φ∗QΦ является произведением этих констант,
а именно, h∗Qh. �

В дальнейшем будет доказано, что матричные функции Φ указан-
ного вида и ранга nu + nv обладают двумя важными свойствами: они
параметризуют все множество решений уравнения объекта управления
и они содержат коэффициенты субоптимального регулятора.

4.2. Параметризация множества всех решений уравнения
объекта в невырожденном случае

Пространство P1
μ вектор-столбцов из Pμ конечномерно и имеет

размерность |μ|. Оператор LR действует из P1
μ в P1

μ. Если линей-
ное отображение LR : P1

μ → P1
μ взаимно однозначно, то это биекция.

В этом случае отображение матричных многочленов LR : Pμ → Pμ
также биективно.

Лемма 5. Пусть оператор LR взаимно однозначный. Определим
матрицу h0 = col(0, I) размера n × (nu + nv), где I — единичная
матрица.

Тогда существует такая матричная функция s0 ∈ Pμ, что функ-
ция

Φ0 = h0 +Q−1φs0 = h0 +Q−1[R∗Π−1[Πs̃∗0]+]−

удовлетворяет уравнению R(z)Φ0(z) = 0.

Доказательство. Матричный многочлен g = Rh0 = −(b, c) принад-
лежит множеству Pμ. Следовательно, существует такая функция
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s0 ∈ Pμ, что LR(s0) = g, что равносильно уравнению −RQ−1φs0 =
= Rh0. �

Зафиксируем до конца данного раздела обозначения h0, s0 и Φ0
для матрицы и функций из леммы 5. Матрица J = diag{Inu ,−γ2Inv}
является подматрицей матрицы Q и h

T

0Qh0 = J .

Лемма 6. Пусть оператор LR взаимно однозначный. Тогда сле-
дующие квадратные матрицы размера n = ny + nu + nv взаимно
обратны при всех z, где они определены:(

R
J−1Φ∗

0Q

)−1

=
(
Q−1R∗(Π∗Q−1

0 Π)−1, Φ0

)
.

Доказательство. Заключение непосредственно следует из равенств
RΦ0 = 0 по лемме 5, Φ∗

0QΦ0 = J по лемме 4 и уравнения факторизации
RQ−1R∗ = Π∗Q−1

0 Π. �
Теорема 2. Пусть оператор LR взаимно однозначный. Тогда множе-
ство M0 всех решений x = col(y,u, v) уравнения объекта из L2(0,∞)
с нулевыми начальными данными может быть параметризовано
произвольными функциями 
 ∈ L2(0,∞) размерности nuv = nu + nv
при помощи формул

x(t) = Φ0(p)
(t),

(t) = J−1Φ∗

0(p)Qx(t),

где p = d/dt, Φ0(p) обозначает линейный оператор с устойчивой
передаточной функцией Φ0(z) и нулевыми начальными данными,
Φ∗

0(p) обозначает линейный оператор с полностью неустойчивой пе-
редаточной функцией Φ∗

0(z), обеспечивающий условие 
 ∈ L2(0,∞).
Разобьем вектор 
 = col(U ,V ) на вектор U размерности nu и

вектор V размерности nv. Тогда показатель качества решения x
уравнения объекта равен

Fγ(x) =

∞∫

0

x(t)∗Qx(t) dt =

∞∫

0

|U(t)|2 dt− γ2

∞∫

0

|V (t)|2 dt.

В рамках поведенческого описания систем Я. Виллемса [22] функ-
ции 
 называются скрытыми (latent) переменными, процессы x — явны-
ми (manifest) переменными, а уравнение x = Φ0
 — параметрическим
представлением объекта (image representation). Первая компонента U
функции 
 отвечает за положительное слагаемое в функционале каче-
ства управления, а вторая V — за отрицательное слагаемое. Очевидно,
что уравнение U = 0 гарантирует цель управления — неположитель-
ность функционала качества при всех возмущениях v. В следующей
теореме указано, при каких условиях это уравнение задает допустимый
регулятор.
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4.3. Построение субоптимального регулятора по функции Φ0

Пусть число γ выбрано так, что оператор LR является биекцией
на Pμ. В этом случае в лемме 5 определена матричная функция Φ0(z)
размера (ny + nu + nv) × (nu + nv). Разобьем ее на блоки с двумя
индексами, первый из которых указывает на количество строк, а второй
— на количество столбцов блока:

Φ0 =

(Φyu Φyv
Φuu Φuv
Φvu Φvv

)
.

Теорема 3. Пусть оператор LR взаимно однозначный. Для того,
чтобы существовал такой допустимый регулятор u = U(y), что
для любой функции v ∈ L2(0,∞) существует единственное решение
замкнутой системы x = col(y,u, v) ∈ L2(0,∞) с F(x) � 0, необходимо
и достаточно, чтобы матрица Φvv(z) была невырождена при всех
z из правой полуплоскости.

При выполнении этого условия требуемый регулятор определя-
ется неявно уравнениями

u(t) = Φuv(p)V (t),
y(t) = Φyv(p)V (t).

Если размерности переменных y и v совпадают и матрица Φyv
невырождена, то неявное уравнение можно заменить явным

u(t) = Wreg(p)y(t), Wreg(z) = Φuv(z)Φyv(z)−1.

5. Синтез регулятора при минимальном значении γ

Для минимального значения γ = γ0 полиномиальный оператор
Лурье–Риккати вырожден. Тем не менее и для этого сингулярного
случая оказывается возможным полная параметризация решений урав-
нения объекта в рамках поведенческого подхода Я. Виллемса [21, 22],
аналогичная представлению через скрытые переменные в теореме 2.
Это представление описано в теореме 6. Оно имеет более сложную
структуру, чем в невырожденном случае, и основано на свойствах нуль-
пространства полиномиального оператора Лурье–Риккати.

5.1. Классификация нуль-пространства оператора
Лурье–Риккати по степеням

Введем ряд обозначений. Множество всех рациональных функций
Φ вида h + Q−1φs, где h — матричный многочлен, а s ∈ Pμ, которые
удовлетворяют уравнению RΦ = 0, будем обозначать W. Это множество
всех преобразований Лапласа от векторных функций x = col(y,u, v),
являющихся решением уравнения объекта управления с нулевыми на-
чальными данными.
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По аналогии с многочленами степенью deg(r) рациональной функ-
ции r(z) будем называть разность степеней числителя и знаменателя.
Степень правильной рациональной функции отрицательна. Степенью
рациональной матричной функции r(z) будем называть наибольшую
степень ее компонент.

Выделим в множестве W подмножества заданной степени. Для
любого целого k подмножество W, содержащее векторные функции
степени не выше k, обозначим Wk. Если k < 0 и Φ ∈Wk, то Φ = Q−1φs.
Множество всех правильных рациональных векторных функций из
W совпадает с W−1. Наибольшее число k, для которого множество
W−k непусто, обозначим kmax. По лемме 1 отображение φ взаимно
однозначно. Множество многочленов d ∈ Pμ, для которых Q−1φd ∈Wk,
обозначим Dk.

Нуль-пространством или ядром Ker(LR) отображения LR назы-
вается множество всех векторных многочленов d ∈ Pμ, для которых
LR(d) = 0. Последнее условие равносильно RΦ = 0 при Φ = Q−1φd.
Поэтому Ker(LR) = D−1 и W−1 = Q−1φD−1.

Пусть Φ = col(Φy,Φuv) — разбиение вектора Φ ∈ W−k на два
вектора размерностей ny и nu + nv. Введем проектор PuvΦ = Φuv.
В произведении RΦ = aΦy − (b, c)Φuv коэффициент при старшей степе-
ни zμ−k равен {zk−1Φy}∞. Поэтому если RΦ = 0, то {zk−1Φy}∞ = 0.
Введем обозначение для старших коэффициентов компоненты Φuv

G−k = {G = {zk−1PuvΦ}∞ : Φ ∈W−k},
так что {zk−1W−k}∞ = col(0,G−k). Аналогично определим при k = 0

W0 = {Φ = h+Q−1φs : h ∈ R
n, RΦ = 0, s ∈ Pμ},

G0 = {huv ∈ R
nu+nv : ∃s ∈ Pμ : R(h+Q−1φs) = 0, h = col(0,huv)}.

Размерность множества G−k обозначим mk при k � 0.

5.2. Ортогональное разложение ядра оператора Лурье–Риккати

Докажем, что подпространство W−1 правильных рациональных век-
торных функций из W разбивается в прямую сумму непересекающихся
подпространств, каждое из которых имеет структуру жордановых бло-
ков. Эти подпространства определяются при помощи матриц старших
коэффициентов функций из W−k.

По лемме 12 в разделе П.3 приложения если Φ ∈ W−k и k �
� 1, то zΦ ∈ W−k+1. Отсюда следует, что последовательность (G−k)
монотонная: G−k+1 ⊇ G−k при k � 1. Определим в ней ортогональные
дополнения следующим образом. Введем матрицы

J =
(
Inu 0
0 −γ2Inv

)
, J0 =

(
Inu 0
0 −Inv

)
,

J+ =
(
Inu 0
0 γ2Inv

)
= JJ0 = J0J.

17
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Матрица J+ определяет норму в пространстве Rnu+nv . При всех k �
� 0 подпространство G0

k определяется как ортогональное дополнение
подпространства G−k−1 в пространстве G−k относительно нормы, по-
рожденной матрицей J+. Таким образом,

G−k = G0
k ⊕ G0

k+1 ⊕ ...⊕ G0
kmax

, k � 0,

причем все подпространства — ортогональные в норме матрицы J+.
Размерность G0

k обозначим m0
k. Очевидно, что mk = m0

k +m0
k+1 + ...+

+m0
kmax

. Набор чисел (m0
k)
kmax
k=0 назовем геометрической размерностью

ядра оператора LR.
Для каждого k определим произвольным образом линейное про-

странство векторных функций W0
k ⊂Wk, удовлетворяющее следующим

условиям: размерность W0
k равна m0

k, а множество старших коэффици-
ентов {zk−1Φ}∞ при Φ ∈ W0

k совпадает с G0
k. Отображение W0

k → G0
k

взаимно однозначно.

Теорема 4. Пусть 0 � k � kmax. Тогда подпространство W−k рас-
кладывается в прямую сумму подпространств

W−k =
kmax∑
i=k

i−k∑
j=0

zjW0
i ,

т. е. для любой функции Φ ∈W−k существует единственный набор
функций Φi,j ∈ W0

i при i � k и 0 � j � i− k, для которого

Φ =
kmax∑
i=k

i−k∑
j=0

zjΦi,j .

5.3. Φ-решение в случае вырожденного оператора
Лурье–Риккати

Параметризация всех решений уравнения объекта в невырожденном
случае по теореме 2 осуществлялась при помощи матричной функции
Φ0(z) со старшим коэффициентом h0 = col(0, Inu+nv ). В случае вы-
рожденного оператора Лурье–Риккати такое представление также воз-
можно, но соответствующая функция Φ0 сложнее устроена. Она также
определяется при помощи своей матрицы старших коэффициентов.

Теорема 5. Существует матричная рациональная функция Φ0 ∈ W
размера n× (nu + nv), которую можно разбить на блоки

Φ0 =
(
Φ0
kmax

, ... , Φ0
1 , Φ0

0, Φ0
−1, ... ,Φ

0
−kmax

)
,

обладающие следующими свойствами:
1. При −kmax � k � kmax рациональная функция Φ0

k имеет сте-
пень k и размер n×m0

|k|.
2. RΦ0 = 0 и (Φ0

i )
∗QΦ0

j = 0 при i+ j = 0.
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3. (Φ0
k)

∗QΦ0
−k = Im0

|k|
при 1 � k � kmax и (Φ0

0)
∗QΦ0

0 =
= diag{Inu−m1 ,−Inv−m1}.

Доказательство теоремы 5 конструктивное. Указан рекуррентный
алгоритм расчета полиномиальных частей функций Φ0

k через старшие
коэффициенты G0

k функций из ядра оператора Лурье–Риккати.

5.4. Параметризация множества всех решений уравнения
объекта в общем случае

Пространство функций из L2(0,∞) размерности m обозначим L2
m.

Пространство Соболева W 2
k,m состоит из всех векторных функций

f размерности m, заданных на луче [0,∞), у которых производные
квадратично суммируемы, f (i) ∈ L2(0,∞) при 0 � i � k. Пространство
◦
W 2

k,m состоит из тех функций f ∈ W 2
k,m, у которых f (i)(0) = 0 при

0 � i < k. Пространство, сопряженное к W 2
k,m, обозначим W 2

−k,m.
Квадратная матрица D = (Di,j)kmax

i,j=−kmax
размера nu + nv определя-

ется поблочно, размерность блока Di,j равна m0
|i| ×m0

|j|. Если i+ j =
= 0, то Di,j = 0 при всех i, j. На диагонали при 1 � i � kmax матрица
Di,−i = D−i,i = Im0

i
— единичная размера m0

i и D0,0 = diag{Inu−m1 ,
−Inv−m1}. В этих обозначениях (Φ0)∗QΦ0 = D по теореме 5.

Теорема 6. Пусть оператор Лурье–Риккати вырожден и (m0
k)
kmax
k=0

— геометрическая размерность его ядра. Тогда множество M0 всех
решений x = col(y,u, v) уравнения объекта из L2(0,∞) с нулевыми
начальными данными может быть параметризовано произвольны-
ми функциями 
 из пространства

L =
◦
W

2
kmax,m0

kmax
× ...× ◦

W
2
1,m0

1
× L2

nu−m1
×

× L2
nv−m1

×W 2
−1,m0

1
× ...×W 2

−kmax,m0
kmax

размерности nu + nv при помощи формул

x(t) = Φ0(p)
(t),


(t) = D−1(Φ0)∗(p)Qx(t),

где p = d/dt. Разобьем вектор 
 ∈ L в соответствии с определением
L по блочным компонентам


 = col(
kmax+, ... , 
1+,U0,V0, 
1−, ... , 
kmax−).

Тогда показатель качества решения x уравнения объекта равен
∞∫

0

x(t)∗Qx(t) dt =

∞∫

0

|U0(t)|2 dt−
∞∫

0

|V0(t)|2 dt+
kmax∑
k=1

∞∫

0



T

k+(t) 
k−(t) dt.

17*
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Доказательство. Из теоремы 5 следует тождество(
R

D−1(Φ0)∗Q

)(
Q−1R∗(Π∗Q−1

0 Π)−1, Φ0
)

= In,

аналогичное утверждению леммы 6. Далее повторяется доказательство
теоремы 2 с заменой функций 
 ∈ L2(0,∞) на функции 
 ∈ L. �

6. Общее решение задачи H∞-оптимального
управления в случае полной информации

Пусть γabs — наименьшее число γ > 0, для которого выпол-
нено нестрогое частотное условие В.А. Якубовича [9], состоящее
в том, что количество отрицательных собственных чисел матрицы
R(iω)Q−1R∗(iω) одинаково при всех вещественных ω. В соответствии
со свойствами линейно-квадратичной игры [9] при γ < γabs игрок u не
имеет допустимых стратегий, гарантирующих целевое условие F(x) �
� 0 для любых возмущений v и при нулевых начальных данных.
Наименьшее число γ > 0, для которого существует решение задачи
H∞-субоптимального управления, обозначим γ0. Из [9] следует, что
γ0 � γabs.

6.1. Свойства оператора Лурье–Риккати и решений задачи
управления в зависимости от γ

Полиномиальные операторы Лурье–Риккати зависят от числа γ,
эту зависимость будем обозначать LRγ . По теореме 3, если оператор
LRγ — взаимно однозначный, то условие γ0 � γ равносильно невы-
рожденности матричной функции Φvv(z) в правой замкнутой полуплос-
кости.

Лемма 7. Существует предел LR∞ операторов LRγ при γ → ∞, и
оператор LR∞ биективен на Pμ.

Матричная функция Φvv = Inv − γ−2(φs0)v стремится к Inv при
γ →∞. Поэтому при больших γ решение задачи H∞-субоптимального
управления существует. С уменьшением γ нули Φvv не могут попасть
в правую полуплоскость через мнимую ось, как показывает следующая
лемма.

Лемма 8. При γ > γabs квадратная матричная функция Φvv(z) невы-
рождена на мнимой оси.

Нули функции Φvv попадают в правую полуплоскость через бес-
конечно удаленную точку. При этом понижается степень столбцов
матрицы Φ в соответствии со структурой матрицы Φ0 из теоремы 5.

С каждым числом γ � γabs свяжем функцию Φ0γ = Φ0 из леммы
5, если оператор LR — взаимно однозначный. Если оператор LR —
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вырожденный, то определим функцию Φ0γ = Φ0 из теоремы 5 и разо-
бьем ее на блоки (Φu,Φv), как в теореме 3:

Φu =
(
Φ0
kmax

, ... , Φ0
1 , Φ0

0u

)
=

(Φyu
Φuu
Φvu

)
,

Φv =
(
Φ0

0v, Φ0
−1, ... ,Φ

0
−kmax

)
=

(Φyv
Φuv
Φvv

)
,

где матрица Φ0
0 = (Φ0

0u,Φ
0
0v) разбита на блоки из nu −m1 и nv −m1

столбцов соответственно.

Теорема 7. Пусть γ0 = γabs. Тогда
1. γ0 — наибольшее число γ на луче [γabs,+∞), для которого

оператор Лурье–Риккати LRγ не взаимно однозначный.
2. При γ � γ0 матрица Φ0γ

vv(z) невырождена в правой замкнутой
полуплоскости, а при γabs < γ < γ0 вырождена к некоторых точках
этой полуплоскости.

3. При γ � γ0 целевое неравенство F(x) � 0 для любых решений
замкнутой системы x = col(y,u, v) ∈ L2(0,∞) обеспечивает допу-
стимый регулятор, задаваемый неявно уравнениями

u(t) = Φuv(p)V (t),
y(t) = Φyv(p)V (t).

Для любого числа γ > γabs утверждение 2 теоремы 7 указывает
критерий, по которому можно определить, больше это число, чем γ0,
или меньше. Минимальное значение показателя качества в задаче
H∞-оптимального управления — число γ0 — можно найти, например,
дихотомией.

6.2. Алгоритм расчета регулятора через передаточные функции

Пусть Hy/u и Hy/v — передаточные функции объекта от управления
к выходу и от возмущения к выходу. Для заданного γ алгоритм расчета
регулятора состоит из следующих этапов.

1. Матричная факторизация. Требуется определить квадратную ра-
циональную функцию H0 так, чтобы

H0(−z)T

Q−1
0 H0(z) = Q−1

0 +Hy/u(z)H
T

y/u(−z)− γ−2Hy/v(z)H
T

y/v(−z)
с дополнительным ограничением на нули и полюсы: функции

H0y(z) = H0(z)−1, H0u = H
T

y/u(−z)H0(z)−1,

H0v = H
T

y/v(−z)H0(z)−1
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устойчивы, их полюсы расположены в правой полуплоскости. Кроме
того, существует предел H0(z) при z → ∞ и предельная матрица
невырождена.

2. Найти такой матричный многочлен P , что матричная функция

Φ =

(
0, 0

Inu , 0
0, Inv

)
+

⎛⎝ Q−1
0 [H0yP ]−

[H0uP ]−
−γ−2[H0vP ]−

⎞⎠ =

(Φyu Φyv
Φuu Φuv
Φvu Φvv

)

удовлетворяет уравнению объекта: (I,−Wy/u,−Wy/v)Φ = 0. Здесь опе-
рация [·]− означает взятие правильной части рациональной функции.

Если оказалось, что функция Φvv имеет нули в правой полу-
плоскости, то для выбранного γ не существует решений задачи H∞-
оптимального управления. Если таких нулей нет, то решение существу-
ет, и один из субоптимальных регуляторов задается неявно уравнени-
ями u(t) = Φu/v(p)V (t), y(t) = Φy/v(p)V (t), где p = d/dt.

Соответствие данного алгоритма и предыдущих утверждений опре-
деляется связями Hy/u = a−1b, Hy/v = a−1c, H0 = Π(a∗)−1, P = [Πs̃∗]+.

7. Заключение

В данной работе представлен новый подход к синтезу H∞-
оптимальных регуляторов по передаточным функциям объекта управ-
ления в случае полной информации. Алгоритм расчета содержит только
факторизацию и решение линейного уравнения объекта в специальном
виде. Если исходные передаточные функции факторизованы в виде
Hy/u = a−1b, Hy/v = a−1c с матричными многочленами a, b, c, то все
остальные операции осуществляются над матричными многочленами.

Введено понятие полиномиального оператора Лурье–Риккати, обоб-
щающего стандартные матричные уравнения Лурье–Риккати на урав-
нения в форме вход–выход. Доказано, что задача H∞-субоптимального
управления со строгим неравенством разрешима только при взаимной
однозначности оператора Лурье–Риккати. Наибольшее число γ, при ко-
тором оператор Лурье–Риккати не взаимно однозначный, является ми-
нимальным значением показателя качества в задаче H∞-оптимального
управления. Исследованы свойства ядра оператора Лурье–Риккати,
найдено его разложение в прямую сумму пространств рациональных
функций заданных степеней.

Представлена параметризация всех решений уравнения объекта
управления при помощи скрытых переменных в рамках поведенческого
подхода Я. Виллемса. Уравнение оптимального регулятора получено в
том же виде, что и уравнения субоптимальных регуляторов. Установ-
лена связь между линейно-квадратичной игровой задачей управления,
рассмотренной В.А. Якубовичем в 1970 г., и более поздней задачей
H∞-оптимального управления.
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Приложение

П.1. Доказательства утверждений о свойствах полиномиально-
го оператора Лурье–Риккати.

Доказательство леммы 1. Отображение φ линейно, поэтому достаточ-
но доказать тривиальность его ядра. Пусть s ∈ Pμ и φs = 0. Тогда
функция R∗Q−1Π−1[Πs̃∗]+ есть многочлен. По свойству управляемости
пары матричных многочленов (a, (−b,−c)) это возможно лишь в случае,
когда функция g = Q−1Π−1[Πs̃∗]+ есть многочлен. Однако

lim
z→∞Π(z)−1[Πs̃∗]+(z) = lim

z→∞Π(z)−1(Π(z)s̃∗(z)− [Πs̃∗]−(z)) = 0,

так как s̃∗(z) = −z−1s(−z−1). Следовательно, g = 0 и Πs̃∗ является
правильной рациональной функцией. Функция zμs̃∗(z) является много-
членом по определению множества Pμ, а функция Π(z)z−μ стремится
при z →∞ к невырожденной матрице. Отсюда s = 0. �

Доказательство леммы 3. Пусть s1, s2 ∈ Pμ. Требуется доказать, что

〈LR(s1), s2〉 = 〈s1,LR(s2)〉.
Введем обозначения

r1 = R∗Π−1[Πs̃∗1 ]+, r2 = R∗Π−1[Πs̃∗2 ]+,

так что LR(s1) = −RQ−1[r1]−, LR(s2) = −RQ−1[r2]−. В выражении

〈s1,LR(s2)〉 = −{s̃1RQ−1[r2]−}∞ =
= −{[s̃1Π∗]+(Π∗)−1RQ−1[r2]−}∞ −

−{[s̃1Π∗]−(Π∗)−1RQ−1[r2]−}∞
второе слагаемое равно нулю, так как вычет вычисляется у произ-
ведения двух правильных рациональных функций и ограниченной в
бесконечности функции (Π∗)−1R = (z−μΠ∗)−1(z−μR). Отсюда

〈s1,LR(s2)〉 = −{r∗1Q−1[r2]−}∞.
Вычет в бесконечности у произведения двух правильных рациональных
функций и у произведения многочленов равен нулю. Поэтому в сим-
метричном равенстве

〈s2,LR(s1)〉 = −{r∗2Q−1[r1]−}∞ =
= −{[r2]+∗Q−1[r1]−}∞ = −{[r2]+∗Q−1r1}∞.

В последнем выражении подставим [r2]+ = r2 − [r2]−. Первое из полу-
чившихся слагаемых нулевое в силу уравнения факторизации:

{r∗2Q−1r1}∞ = {[s̃1Π∗]+(Π∗)−1RQ−1R∗Π−1[Πs̃∗1 ]+}∞ =
= {[s̃1Π∗]+Q−1

0 [Πs̃∗1 ]+}∞ = 0.
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Далее воспользуемся свойствами 〈f , g〉 = 〈g, f〉T и {f∗}∞ = −{f}T

∞:

〈LR(s1), s2〉 = 〈s2,LR(s1)〉T =

= {[r2]−∗Q−1r1}T

∞ = −{r∗1Q−1[r2]−}∞ = 〈s1,LR(s2)〉.
�

Лемма 9. Выполнены следующие тождества:

φ(zμ−1) = [R∗Π−1]− = R∗Π−1 − e0, LR(zμ−1) = (a−Π∗)Q−1
0 ,

где e0 = col(I, 0, 0) — матрица размера (ny + nu + nv)× ny.
Доказательство. Разность a∗(z)−Π(z) принадлежит Pμ. Поэтому ра-
циональная функция

(R∗ − e0Π)Π−1 = ((R∗ − e0Π)z−μ)(Πz−μ)−1

стремится к нулю при z→∞. Следовательно, она является правильной
и

R∗Π−1 − e0 = [R∗Π−1 − e0]− = [R∗Π−1]−.

Старшая степень Π(z) совпадает с (zμ)∗, поэтому [Π(z)(z−μ)∗]+ = I
есть тождественный оператор и

φ(zμ−1) = [R∗Π−1[Π(z−μ)∗]+]− = [R∗Π−1]−;

LR(zμ−1) = −RQ−1φ(zμ−1) = −RQ−1(R∗Π−1 − e0) =
= −Π∗Q−1

0 + aQ−1
0 = (a−Π∗)Q−1

0 .

�
Лемма 10. Определим операцию ∇ из множества Pμ в себя равен-
ством

∇s(z) = −[z−1s]+(z) + zμ−1〈Π∗, s〉, s ∈ Pμ.

Тогда для любой функции s ∈ Pμ

z(φs)(z) = φ([z−1s]+)(z)− 〈R, s〉+R∗Π−1〈Π∗, s〉 =
= φ(∇s)(z) + {φs}∞,

{φs}∞ = 〈Π∗eT0 −R, s〉,
где e0 = col(I, 0, 0) — матрица размера (ny + nu + nv)× ny.
Доказательство. По определению функции φ

φs = [R∗Π−1(Πs̃∗ − [Πs̃∗]−)]− = [R∗s̃∗]− −R∗Π−1[Πs̃∗]−,

так как последняя функция — правильная рациональная. Отсюда

z(φs) = [zR∗s̃∗]− −R∗Π−1[zΠs̃∗]− + {R∗s̃∗}∞ −R∗Π−1{Πs̃∗}∞.
Преобразуем отдельно сумму первой пары и второй пары слагаемых.
По определению операции s̃

zs̃∗ = z(−z−1)s(−z−1) = −s(z−1) = −s(0) + q̃s, qs = −[z−1s]+.
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Поэтому сумма первых двух слагаемых в выражении для z(φs) равна

[zR∗s̃∗]− −R∗Π−1[zΠs̃∗]− = [R∗q̃s]− −R∗Π−1[Πq̃s]− = φ(qs).

Для второй пары слагаемых применим свойства {f∗} = −{f}T

и
〈f , g〉 = 〈g, f〉T :

{R∗s̃∗}∞ −R∗Π−1{Πs̃∗}∞ = −〈R, s〉+R∗Π−1〈Π∗, s〉,
что доказывает первое равенство в утверждении леммы. Далее, подста-
вим тождество R∗Π−1 = φ(zμ−1) + e0 из леммы 9 в последнее слагае-
мое:

R∗Π−1〈Π∗, s〉 = φ(zμ−1)〈Π∗, s〉+ e0〈Π∗, s〉 = φ(zμ−1)〈Π∗, s〉+ 〈Π∗eT0 , s〉.
В результате второе равенство из утверждения леммы следует из тре-
тьего, которое доказывается непосредственно:

{φs}∞ = {R∗Π−1[Πs̃∗]+}∞ = {R∗s̃∗}∞ − {R∗Π−1[Πs̃∗]−}∞ =
= {R∗s̃∗}∞ − {(φ(zμ−1) + e0)[Πs̃∗]−}∞ =
= {(R∗ − e0Π)s̃∗}∞ = 〈Π∗eT0 −R, s}∞.

�
Лемма 11. Пусть f — собственный вектор сопряженного оператора
A∗ с собственным числом λ. Определим r = −λ−μ〈a, f〉 при λ = 0 и
r = f(0) при λ = 0. Тогда r

T

a(λ) = 0, r = 0 и для любого s ∈ Pμ

〈f , s〉 = r
T

s(λ).

Доказательство. По условию A∗f = λf . Пусть f0 = f(0) — свободный
член многочлена f . Тогда

λf(z) =
f(z)− f0

z
− zμ−1q,

где q = 〈a, f〉. Это — уравнение относительно многочлена f .
Рассмотрим случай λ = 0. Слагаемое со старшей степенью в правой

части уравнения равно zμ−1q, поэтому q = 0. Из уравнения тогда
следует, что f(z) = f0 — постоянная функция. Отсюда r = f0 = 0,
r

T

a(0) = 〈f , a〉 = q = 0, и последнее утверждение леммы очевидно.
Пусть λ = 0. Решая уравнение, получим

f(z) =
f0 + zμq

1− λz .

Это — многочлен, поэтому числитель должен иметь корень в точке
z = λ−1. Отсюда f0 = −λ−μq и для каждой компоненты fj(z) вектора
f(z)

fj(z) = −λ−μj

μj−1∑
k=0

λkzkqj , j = 1, 2, ... ,n.
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Определим r = −λ−μq. Заключение леммы 〈f , s〉 = r
T

s(λ) следует
из полученной формулы и определения скалярного произведения как
произведения коэффициентов при одинаковых степенях.

Докажем, что r
T

a(λ) = 0. Определим a1(z) = a(z)− zμ. Поскольку
a1 ∈ Pμ, то

r
T

= −qT

λ−μ = −〈f , a〉λ−μ = −〈f , a1〉λ−μ = −rT

a1(λ)λ−μ,

откуда

0 = r
T

+ r
T

a1(λ)λ−μ = r
T

(λμ + a1(λ))λ−μ = r
T

a(λ)λ−μ

и, следовательно, r
T

a(λ) = 0. �

Доказательство теоремы 1. Сначала подставим оператор LR в по-
линомиальное уравнение Лурье–Риккати, а затем докажем, что он
стабилизирующий. По лемме 10

zLR(s) = −RQ−1z(φs) = −LR([z−1s]+) +RQ−1〈R, s〉 −Π∗Q−1
0 〈Π∗, s〉.

Отсюда и по свойству самосопряженности оператора LR

〈s1, zLR(s2)〉+ 〈z LR(s1), s2〉 = 〈s1, z LR(s2)〉+ 〈LR(s1), [z−1s2]+〉 =
= 〈s1, z LR(s2)〉+ 〈s1,LR([z−1s2]+)〉 =
= 〈s1,R〉Q−1〈R, s2〉 − 〈s1,Π∗〉Q−1

0 〈Π∗, s2〉.
Подставим это выражение в сумму первых двух слагаемых в поли-

номиальном уравнении Лурье–Риккати. По определению оператора A

〈s1,A(LR)(s2)〉+ 〈A(LR)(s1), s2〉 =
= 〈s1, zLR(s2)〉+ 〈zLR(s1), s2〉−

− 〈s1, a〉〈zμ−1,LR(s2)〉 − 〈LR(s1), zμ−1〉〈a, s2〉 =

= 〈s1,R〉Q−1〈R, s2〉 − 〈s1,Π∗〉Q−1
0 〈Π∗, s2〉−

− 〈s1, a〉〈LR(zμ−1), s2〉 − 〈s1,LR(zμ−1)〉〈a, s2〉.
Подставим определение R = (a,−b,−c) и равенство LR(zμ−1) = (a −
−Π∗)Q−1

0 по лемме 9. Получим

〈s1,A(LR)(s2)〉+ 〈A(LR)(s1), s2〉 =
= −〈s1,Π∗〉Q−1

0 〈Π∗, s2〉+ 〈s1,R〉Q−1〈R, s2〉−
−〈s1.a〉Q−1

0 〈a−Π∗, s2〉 − 〈s1, a−Π∗〉Q−1
0 〈a, s2〉 =

= −〈s1, a−Π∗〉Q−1
0 〈a− Π∗, s2〉+ 〈s1, b〉〈b, s2〉 − γ−2〈s1, c〉〈c, s2〉 =

= −〈s1,LR(zμ−1)〉Q0〈LR(zμ−1), s2〉+ 〈s1, b〉〈b, s2〉 − γ−2〈s1, c〉〈c, s2〉.
Равенство первого и последнего выражений в данном преобразовании
означает выполнение полиномиального уравнения Лурье–Риккати для
оператора LR.
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Докажем, что решение LR — стабилизирующее. Пусть f ∈ Pμ и
число λ удовлетворяют уравнению Λf = λf . Требуется доказать, что
Reλ > 0.

По определению оператора A и по лемме 9

(Λf)(z) = zf(z)− a(z)Q−1
0 〈zμ−1, f〉+ (a(z)−Π∗(z))Q−1

0 〈zμ−1, f〉 =

= zf(z)−Π∗(z)Q−1
0 〈zμ−1, f〉.

По лемме 11 существует такой ненулевой вектор r, что r
T

Π∗(λ)Q−1
0 =

= 0. Отсюда det(Π(−λ)) = 0. Многочлен Π гурвицев по определению,
следовательно, Reλ > 0. �
П.2. Доказательства утверждений о параметризации решений

уравнения объекта в невырожденном случае.

Доказательство теоремы 2. Пусть x = col(y,u, v) ∈ L2(0,∞) — реше-
ние уравнения объекта с нулевыми начальными данными. Преобразо-
вание Лапласа от x обозначим X . Тогда R(z)X(z) = 0.

Функция L(z) = J−1Φ∗
0(z)QX(z) принадлежит пространству L2 на

мнимой оси. Обратное преобразование Фурье от L обозначим 
, это
функция из L2(−∞,∞). Докажем, что 
(t) = 0 при t < 0. Для этого
достаточно доказать, что рациональная функция L аналитична в от-
крытой правой полуплоскости.

В соответствии с определением L(z) полюсами функции L в правой
полуплоскости могут быть только полюсы функции Φ∗

0. Преобразуем
функцию Φ0 следующим образом:

Φ0 = h0 +Q−1[R∗Π−1(Πs̃∗0 − [Πs̃∗0]−)]− =
= h0 +Q−1[R∗s̃∗0]− −Q−1R∗Π−1[Πs̃∗0]−,

так как последняя функция — правильная рациональная. Поскольку
R(z)X(z) = 0, то

Φ∗
0QX = h∗0QX + [R∗s̃∗0]−

∗X ,

и эта функция аналитична в открытой правой полуплоскости. Таким
образом, 
 ∈ L2(0,∞) и L есть преобразование Лапласа от 
.

По лемме 6

X =
(
Q−1R∗(Π∗Q−1

0 Π)−1, Φ0

)( R
J−1Φ∗

0Q

)
X =

=
(
Q−1R∗(Π∗Q−1

0 Π)−1, Φ0

)(0
L

)
= Φ0L,

что во временной области соответствует уравнению x(t) = Φ0(p)
(t).
Наоборот, пусть функция 
 ∈ L2(0,∞) и L — преобразование Ла-

пласа от 
. Определим X(z) = Φ0(z)L(z). Функция X аналитична
в правой полуплоскости и поэтому является преобразованием Лапласа
от некоторой функции x ∈ L2(0,∞). По лемме 5 R(z)Φ0(z)L(z) = 0,
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и поэтому функция x удовлетворяет уравнению объекта R(p)x(t) = 0
при t � 0 с нулевыми начальными данными.

Последнее утверждение теоремы следует из равенства

X∗(z)QX(z) = L∗(z)(Φ∗
0(z)QΦ0(z))L(z) = L∗(z)JL(z)

и теоремы Парсеваля. �

Доказательство теоремы 3. Необходимость. Пусть существует допу-
стимый регулятор, обеспечивающий условие F(x) � 0.

Определим L0 как множество всех пар функций 
 = col(U ,V ) ∈
∈ L2(0,∞), которые по теореме 2 порождают процессы x = col(y,u, 0)
с v = 0. Докажем, что множество M всех первых компонент U про-
странства L0 совпадает с L2

nu
(0,∞). Из параметризации в теореме 2

следует, что линейные пространства L0, а вместе с ним, и M — за-
мкнутые. ПустьM = L2

nu
(0,∞) иM⊥ — его ортогональное дополнение.

Выберем U0 ∈M⊥. Пара 
0 = col(U0, 0) порождает некоторый процесс
x0 = col(y0,u0, v0). По условию существует регулятор, который при
входном возмущении v0 порождает решение замкнутой системы x1 =
= col(y1,u1, v0), для которого F(x1) � 0. Этому решению по теореме 2
соответствует некоторый параметр 
1 = col(U1,V1). В силу линейности
уравнений параметризации разности 
2 = 
1 − 
0 = col(U1 − U0,V1) =
= col(U2,V2) соответствует процесс x2 = x1 − x0 = col(y2,u2, 0). Из
условия v2 = 0 следует, что F(x2) � 0 по предположению о положи-
тельной определенности функционала и что U2 ∈ M по определению
множества M . Отсюда функции U2 и U0 ортогональны, и поэтому
‖U1‖2 = ‖U0‖2 + ‖U2‖2. По теореме 2 F(x) = ‖U‖2 − γ2‖V ‖2 и, в част-
ности,

F(x1) = ‖U0‖2 + ‖U2‖2 − γ2‖V1‖2 � 0,

F(x2) = ‖U2‖2 − γ2‖V1‖2 � 0.

Следовательно, U0 = 0 и M = L2
nu

(0,∞).
Докажем, что оператор Φvv(p) переводит L2

nv
(0,∞) на себя. Пусть

v ∈ L2
nv

(0,∞). Стабилизирующий регулятор порождает решение урав-
нения объекта x = col(y,u, v) с нулевыми начальными данными, ко-
торому по теореме 2 соответствует некоторая пара параметров 
 =
= col(U ,V ). По определению множества M существует такая функ-
ция V0 ∈ L2

nv
(0,∞), что пара 
0 = col(U ,V0) определяет процесс

x0 = col(y0,u0, 0). Ввиду линейности параметризации разности x1 =
= x − x0 = col(y − y1,u − u1, v) соответствует пара параметров 
1 =
= col(0,V − V0) и, следовательно, v = Φvv(p)V1 при V1 = V − V0.

Завершим доказательство необходимости методом от противного.
Пусть матрица Φvv(z0) вырождена и Re(z0) > 0. Тогда существует
такой ненулевой вектор d, что d

T

Φvv(z0) = 0. Выберем функцию v ∈
∈ L2

nv
(0,∞) так, чтобы d

T

v̂(z0) = 0, где v̂(z) — преобразование Ла-
пласа от v. Выше доказано, что тогда существует такая функция
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V ∈ L2
nv

(0,∞), что v̂(z) = Φvv(z)V̂ (z), где V̂ (z) — преобразование
Лапласа от V . Однако в этом случае

d
T

v̂(z0) = d
T

Φvv(z0)V̂ (z0) = 0,

что противоречит выбору v.
Достаточность. Пусть матрица Φvv(z) невырождена в правой по-

луплоскости. Тогда для любой функции v ∈ L2(0,∞) существует такая
функция V ∈ L2(0,∞), что v = Φvv(p)V . Действительно, их преобра-
зования Лапласа связаны условием V̂ (z) = Φvv(z)−1v̂(z).

Требуемый регулятор определяется условием U = 0. При этом для
любой функции v ∈ L2(0,∞) существует единственное решение урав-
нения объекта в форме x = col(y,u, v) = col(Φyv(p),Φuv(p),Φvv(p))V и
F(x) = −γ2‖V ‖2 � 0. �
П.3. Доказательства утверждений о свойствах ядра полиноми-

ального оператора Лурье–Риккати.

В следующих утверждениях матрица e0 и операторы A, A∗ и ∇
определены в разделе 3.3 и в лемме 10.

Лемма 12. Пусть d ∈ Ker(LR) и deg(φd) = −k < 0. Тогда

zj(φd) = φ((−A∗)jd), (A∗)jd ∈ Ker(LR), 〈R−Π∗eT0 , (−A∗)j−1d〉 = 0

при всех j = 1, ... , k − 1 и

zk(φd) = φ((−A∗)kd) + {zk−1(φd)}∞;

{zk−1(φd)}∞ = 〈Π∗eT0 −R, (−A∗)k−1d〉.

Доказательство. Для любого d ∈ Ker(LR) по лемме 9

0 = 〈LR(d), zμ−1〉 = 〈d,LR(zμ−1)〉 = 〈d, a−Π∗〉Q−1
0 ,

поэтому 〈d, a〉 = 〈d,Π∗〉. По определению оператора A∗ и ∇ в этом
случае ∇d = −A∗d.

Проведем индукцию по k. При k = 1 утверждение следует из леммы
10. Пусть k > 1. Тогда {φd}∞ = 0 и из леммы 10 следует, что zφd =
= φ(−A∗d). Определим d1 = −A∗d. По определению оператора Лурье–
Риккати

LR(d1) = −RQ−1φd1 = −RQ−1zφd = zLR(d) = 0,

поэтому d1 ∈ Ker(LR). При этом deg(φd1) = deg(zφd) = −k + 1. Все
утверждения леммы для d следуют из индукционного предположения
для d1. �

Доказательство теоремы 4. Проведем обратную индукцию по k. При
k = kmax утверждение теоремы очевидно, так как W−kmax = W0

kmax
.
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Пусть утверждение теоремы доказано для k + 1 и Φ ∈W−k. Вектор
Gk = {zk−1Φ}∞ единственным образом раскладывается в сумму

Gk = G0
k +G0

k+1 + ...+G0
kmax

, G0
i ∈ G0

i , k � i � kmax.

Каждому вектору G0
i однозначно соответствует функция Φ0

i ∈W0
−i, для

которой {zi−1Φ0
i } = G0

i по определению W0
−i. Обозначим Φi,i−k = Φ0

i .
Функция

Φk+1 = Φk − Φ0
k − zΦ0

k+1 − ...− zkmax−kΦ0
kmax

= Φk −
kmax∑
i=k

zi−kΦi,i−k

принадлежит W−k и одновременно {zk−1Φk+1}∞ = 0. Поэтому Φk+1 ∈
∈W−k−1, и остается применить индукционное предположение. �
Лемма 13. Пусть h(z) — матричный многочлен с n строками. Для
того чтобы существовала такая функция s ∈ Pμ, что функция Φ =
= h+Q−1φs принадлежитW, необходимо и достаточно выполнения
двух условий: Rh ∈ Pμ и {W ∗Qh}∞ = 0 для любой функцииW ∈W−1.

Доказательство. По определению условие Φ = h + Q−1φs ∈ W озна-
чает RΦ = 0, что можно также записать в виде Rh = −RQ−1φs или
Rh = LR(s). Множество всех значений оператора LR есть подмноже-
ство {f ∈ Pμ}, определяемое ограничениями 〈d, f〉 = 0 для всех d ∈
∈ Ker(LR).

Необходимость условия Rh ∈ Pμ очевидна. Пусть это условие
выполнено. Докажем равносильность уравнений 〈d,Rh〉 = 0 и
{W ∗Qh}∞ = 0 при условии d ∈ Ker(LR) и W = Q−1φd ∈ W−1.
В выражении

〈d,Rh〉 = {d̃Rh}∞ = {[d̃Π∗]−(Π∗)−1Rh}∞ + {[d̃Π∗]+(Π∗)−1Rh}∞
первое слагаемое равно нулю, так как

(Π∗(z))−1(Rh)(z) = (z−μΠ∗(z))−1(z−μ(Rh)(z))→ 0 (z →∞),

и поэтому рациональная функция (Π∗)−1Rh — правильная, а вычет в
бесконечности от произведения двух правильных рациональных функ-
ций равен нулю. Второе слагаемое есть

{[d̃Π∗]+(Π∗)−1Rh}∞ = {[R∗Π−1[Πd̃∗]+]−∗h}∞ = {(φd)∗h} = {W ∗Qh}∞.
�

П.4. Свойства ортогонального базиса в ядре оператора Лурье–
Риккати.

Для каждого k = 0, 1, ... , kmax выберем в множестве G0
k ортонор-

мальный базис в норме, порожденной матрицей J+. Матрицу, состав-
ленную из столбцов этого базиса, обозначим G0

k. Если G0
k = {0}, то
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соответствующая матрица G0
k — пустая. По определению столбцы

матрицы
G−k =

(
G0
kmax

, ... G0
k+1, G0

k

)
образуют ортонормальный базис в множестве G−k.

Столбцам из G0
k однозначно соответствуют векторные функции в

W0
k по определению этого множества. Составим из них как из столбцов

матричные функции W 0
−k. Из теоремы 4 следует, что столбцы матрицы

W−k =
(
zkmax−kW 0

−kmax
, ... , zW 0

−k−1, W 0
−k

)
составляют базис пространства zkmax−kW0

kmax
⊕ ...⊕ zW0

k+1 ⊕W0
k, ко-

торое является также алгебраическим дополнением к пространству
W−k−1 в пространстве W−k. Матрица старших коэффициентов W−k
совпадает с G−k.

Лемма 14. Для каждого k = 0, 1, ... kmax в базисе G0
k пространства

G0
k выделим блоки G0

k = col(B0
k,C

0
k) с количеством строк nu и nv,

соответственно. Тогда
1. При i = j: BiB

T

j = 0 и CiC
T

j = 0. В частности, G
T

i JGj = 0 и
GiJ+Gj = 0.

2. При i � 1: BiB
T

i = γ2CiC
T

i или G
T

i JGi = 0.
3. Пусть B0 — матрица, столбцы которой составляют орто-
нормальный базис в множестве векторов в Rnu , ортогональ-
ных всем столбцам матриц B0

k при k � 1, а C0 — матри-
ца, столбцы которой составляют ортонормальный базис в
множестве векторов в Rnv , ортогональных всем столбцам
матриц C0

k при k � 1. Тогда столбцы матрицы

Ĝ =
(
B0, 0
0, γ−1C0

)
составляют ортонормальный базис в пространстве G0

0 в нор-
ме, порожденной матрицей J+. Кроме того, матрица Ĝ0 =
= (Ĝ,G−1,J0G−1) — квадратная размера nu + nv и ортого-
нальная в норме, порожденной матрицей J+.

Доказательство. Условие ортогональности G
T

i J+Gj = 0 при i = j вы-
полнено по определению подпространств G0

i и G0
j . Требуется доказать,

что G
T

i JGj = 0 при i = 0 или j = 0. Пусть i > 0. Матричная функция
Φ = (W 0

−i,W
0
−j) удовлетворяет условию леммы 4 при h = (0,hj). По-

этому Φ∗QΦ = h
T

Qh и (W 0
−i)

∗QW 0
−j = 0. Выделим в матрицах ziW 0

−i
и zjW 0

−j старшие коэффициенты: ziW 0
−i = col(0,G0

i ) + Ψi, zjW 0
−j =

= col(0,G0
j ) + Ψj , причем рациональные функции Ψi и Ψj — правиль-

ные. Произведение (ziW 0
−i)

∗Q(zjW 0
−j) равно нулю тождественно, а его

предел при z →∞ равен G
T

i JGj , что доказывает утверждения 1 и 2.
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Докажем утверждение 3. Пусть G — некоторый столбец матрицы
Ĝ. Тогда вектор h = col(0,G) удовлетворяет условиям леммы 13, так
как h ортогонален всем столбцам матрицы {QW−1}∞ = col(0,JG−1).
Поэтому G ∈ G0. Условие G

T

J+G−1 = 0 также выполнено ввиду диа-
гональности матрицы J+. Поэтому G ∈ G0

0 и столбцы Ĝ образуют
ортонормальную систему в G0

0. Докажем, что это базис.
Матрица M = (JG−1,J+G−1) ортогональна G0

0 по определению и
по утверждению 1. Ее ранг равен 2m1, где m1 — количество столбцов
в G−1, так как M

T

J+
−1M = I — единичная матрица. Следовательно,

размерность G0
0 не больше, чем число nu + nv − 2m1, которое совпадает

с количеством столбцов в Ĝ. Отсюда Ĝ есть базис в G0
0, матрица Ĝ0 —

квадратная и Ĝ
T

0 J+Ĝ0 = I. �

П.5. Конструктивный способ построения базовой функции Φ0.

Доказательство теоремы 5. Введем обозначение для блочно-
координатной матрицы ek = col(0, I, 0) размера (nu+nv) × m0

k, где
первый блок содержит mk+1 нулевых строк, за которыми следует
единичная матрица и снова нулевая матрица. Для произвольной
матрицы g с n = ny+nu+nv строками матрица gy составляется из
первых ny ее строк, а матрица guv — из последних nu + nv строк.

Матричный многочлен h(z) = hkmaxz
kmax + ...+ h1z + h0 будем стро-

ить рекуррентно, начиная со старшей степени. На шаге k определяется
коэффициент hk и вместе с ним многочлен Hk(z) = [z−kh]+(z) =
= hkmaxz

kmax−k + ...+ hk+1z + hk.
При k = kmax определим (huvkmax

) = J0G
0
kmax

e
T

kmax
и hykmax

= 0. Мно-
гочлен RHkmax = −(b, c)huvkmax

принадлежит Pμ.
Пусть k � 1, матричный многочлен Hk построен и fk = RHk ∈ Pμ.

Определим очередной коэффициент hk−1 равенствами

hyk−1 = −〈zμ−1, fk〉, huvk−1 = −J0G−k{(zkW−k)∗QHk}∞ + J0G
0
k−1e

T

k−1.

Отображение Af = zf − a〈zμ−1, f〉 переводит Pμ в себя, поэтому функ-
ция

RHk−1 = R(zHk + hk−1) = zfk + ahyk−1 − (b, c)huvk−1 =

= Afk − (b, c)huvk−1

принадлежит Pμ.
В результате рекуррентного построения получим матричный много-

член h = H0. Докажем, что многочлен h удовлетворяет условиям леммы
13. Условие Rh = RH0 ∈ Pμ выполнено по построению. По теореме 4
условие {W ∗Qh}∞ = 0 достаточно проверить только для матричных
функций W = W−k при 1 � k � kmax.
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Пусть 1 � k � kmax. Обозначим для краткости wk(z) = zkW−k(z).
Поскольку deg(W−k) = −k, то
{W ∗

−kQh}∞ = {W ∗
−kQz

k−1[z−k+1h]+}∞ = {W ∗
−kQz

k−1Hk−1}∞ =
= (−1)k{(zkW−k)∗Qz−1Hk−1}∞ =
= (−1)k{w∗

kQz
−1(hk−1 + zHk)}∞ =

= (−1)k({w∗
kz

−1}∞Qhk−1 + {w∗
kQHk}∞) =

= (−1)k
(
G∗

−kJh
uv
k−1 + {w∗

kQHk}∞
)

=

= (−1)k
(
G∗

−kJ(−J0G−k{w∗
kQHk}∞ +

+J0G
0
k−1e

T

k−1) + {w∗
kQHk}∞

)
.

Матрица G0 ортогональная в норме, порожденной матрицей J+ = JJ0,
поэтому G∗

−kJ+G−k = I — единичная матрица и G∗
−kJ+G

0
k−1 = 0. От-

сюда {W ∗
−kQh}∞ = 0 при всех k = 1, ... , kmax. По лемме 13 существует

такой матричный многочлен s ∈ Pμ, что функция W+
0 = h + Q−1φs

принадлежит W.
Матрица W+

0 содержит nu + nv столбцов. Выделим блоки, отвеча-
ющие размерностям dimW 0

−k = m0
k:

W+
0 =

(
W 0
kmax

, ... , W 0
1 , W 0

0

)
.

Каждая матричная функция W 0
k из этого набора имеет степень k и мат-

рицу старших коэффициентов J0G
0
k. Определим матричную функцию

Φ̂ размера n × (nu + nv) и квадратную матричную функцию D = D∗
размера nu + nv равенствами

Φ̂ =
(
W 0
kmax

, ... , W 0
1 , W 0

0 , W 0
−1, ... , W 0

−kmax

)
,

D = Φ̂∗QΦ̂ = (Di,j)kmax
i,j=−kmax

,

где Di,j = (W 0
i )∗QW 0

j . Функции W 0
k при всех k удовлетворяют урав-

нению объекта RW = 0. По лемме 4 для любой пары столбцов w1,w2

из матрицы Φ̂ произведение w∗
1Qw2 есть многочлен. Поскольку индекс

у блочной матрицы указывает на ее степень, то степени элементов D
легко оцениваются:

deg(Di,j) = deg((W 0
i )∗QW 0

j ) � i+ j, −kmax � i, j � kmax.

Отсюда следует, что матрица D — треугольная относительно косой
диагонали: Di,j = 0 при i+ j < 0, а на этой диагонали стоят единичные
матрицы, так как

Di,−i = D−i,i = (G0
i )

∗JJ0G
0
i = (G0

i )
∗J+G

0
i = Im0

i
, 1 � i � kmax.

Можно считать, что базис G0
0 пространства G0

0 выбран в соответствии
с утверждением 3 леммы 14. Тогда D0,0 = diag{Inu−m1 ,−Inv−m1}. Если
i + j > 0, то deg(Di,j) < i + j, так как старший коэффициент есть
(G0

i )
∗JJ0G

0
j = 0.
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Приведем матрицу D к диагональному виду при помощи преобразо-
вания столбцов матрицы Φ̂. Определим Φkmax = Φ̂, Dkmax = D и далее
по индукции:

Φk−1 = ΦkAk, Dk−1 = Φ∗
kQΦk = A∗

kDkAk, k = kmax, ... , 2, 1,

где матрица Ak отличается от единичной только одной блочной стро-
кой,

Ak =

⎛⎜⎝
Imk+1 , 0, 0, 0

0, Inu+nv−mk−mk+1 , 0, 0
0, −ak, Im0

k
, 0

0, 0, 0, Imk+1

⎞⎟⎠ ,

ak =
(

1
2 (Dk)k,k, (Dk)k,k−1, ... , (Dk)k,−k+1

)
.

Умножение справа на матрицу Ak не меняет ограничений на сте-
пени блочных столбцов матрицы Φk. Степень блока из m0

i столбцов,
обозначенного индексом i, не превосходит i при i = kmax, ... , 1, 0,
−1, ... ,−kmax. Старший коэффициент этого блока есть col(0,J0G

0
i ) при

i � 0 и col(0,G0
i ) при i < 0. По лемме 10 умножение на многочлен не

выводит функцию из класса W.
Преобразование на шаге k меняет только k-е блочные строку и

столбец матрицы Dk, которые в матрице Dk−1 становятся нулевыми,
кроме неизменяющихся элементов (Dk−1)k,−k = (Dk−1)−k,k = Im0

k
. В

результате работы итеративного алгоритма лишь эти диагональные эле-
менты остаются ненулевыми в матрице D0 = Φ∗

0QΦ0. Для матричной
функции Φ0 = Φ0 выполнены все утверждения теоремы. �
Доказательство леммы 7. В определения полиномиального оператора
Лурье–Риккати и полиномиального уравнения Лурье–Риккати число
γ входит только в виде γ−2. Обозначим это число γ2. Нигде не ис-
пользовалось то, что γ2 = 0. Поэтому при γ2 = 0 все утверждения
о свойствах уравнения и оператора Лурье–Риккати остаются справед-
ливыми. Непрерывная зависимость оператора LRγ от числа γ2 следует
из непрерывной зависимости от γ2 результата факторизации Π.

Докажем, что оператор LR∞ биективен на Pμ. Предположим от про-
тивного, что это не так. Выберем базис векторного нуль-пространства
оператора LR∞ и составим из него матрицу d ∈ Pμ. Таким образом,
LR∞(d) = 0 и любой вектор f ∈ Pμ, для которого LR∞(f) = 0, яв-
ляется линейной комбинацией столбцов матрицы d с вещественными
коэффициентами.

Подставим s1 = s2 = d в полиномиальное уравнение Лурье–Риккати,
в котором число γ−2 заменено на ноль. Получим

〈d, b〉〈b, d〉 = 0.

Но в соответствии с определением из параграфа 3.2 〈d, b〉 = 〈b, d〉T и,
следовательно, 〈d, b〉 = 0.

Подставим только s1 = d в полиномиальное уравнение Лурье–
Риккати. Тогда 〈d,A LR∞(s)〉 = 0 для любого s ∈ Pμ. Последнее
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условие равносильно 〈LR∞(A∗d), s〉 = 0 или LR∞(A∗d) = 0. Отсюда
все столбцы матрицы A∗d являются линейными комбинациями столб-
цов матрицы d с вещественными коэффициентами. Следовательно,
нуль-пространство оператора LR∞ инвариантно относительно операто-
ра A∗ и в нем оператор A∗ имеет собственный вектор f и собственное
число λ.

По лемме 11 существует такой ненулевой вектор r, что r
T

a(λ) =
= 0 и r

T

b(λ) = 〈f , b〉 = 0, так как b ∈ Pμ. Последние два равенства
означают сократимость слева пары матричных многочленов (a(z), b(z))
[1, теорема П.1.1], что противоречит предположению. �
Доказательство леммы 8. Определим Φ = Φ0 из леммы 5, если
оператор LR — взаимно однозначный, и Φ = Φ0 из теоремы 5, если
оператор LR — вырожденный. В обоих случаях разобьем скрытую
переменную 
 = col(U ,V ) из теорем 2 и 6 на векторы размерностей nu
и nv.

Предположим от противного, что матрица Φvv(iω0) вырождена при
некотором вещественном ω0. Тогда для любого ε > 0 существует та-
кая векторная функция V ∈ L2(0,∞), что ‖V ‖ = 1 и преобразование
Фурье LV (iω) этой функции обладает свойствами ‖ΦvvLV ‖ < ε и
‖Φ col(0,LV )‖ � C0, где нормы вычисляются в L2 на мнимой оси и
число C0 > 0 не зависит от ε.

По теоремам 2 и 6 паре функций 
 = col(0,V ) ∈ L2(0,∞) со-
ответствует единственный процесс x = col(y,u, v) ∈ L2(0,∞), кото-
рый решает уравнение объекта при нулевых начальных данных и
у которого преобразование Лапласа можно записать в виде X(z) =
= Φ0(z) col(0,LV (z)). Тогда преобразование Лапласа от функции v есть
Φvv(z)LV (z) и по равенству Парсеваля ‖v‖ < C1ε. По теоремам 2 и 6
функционал качества на процессе x равен F(x) = −γ2‖V ‖2 = −γ2.

Из условия несократимости слева пары (a, b) следует, что существу-
ет другой процесс x1 = (y1,u1, v), решающий уравнение объекта с тем
же возмущением v и с условием ‖y1‖ + ‖u1‖ � C2‖v‖ < C1C2ε = C3ε,
где константа C2 не зависит от v и определяется только свойствами
стабилизирующего регулятора. Определим процесс x2 = x − x1. Он
также решает уравнение объекта при нулевых начальных данных, но
в нем возмущения нет, v2 = 0. По предположению о положительной
определенности F(x2) � 0.

Полученная совокупность неравенств

F(x) = −γ2, F(x2) � 0, ‖x− x2‖ < C3ε, ‖x‖ � C0

не может быть выполнена при всех ε > 0 в силу непрерывности фор-
мы F. �
Доказательство теоремы 7. Пусть γ∗ — наибольшее из чисел γ >
> γabs, для которых оператор LRγ — не взаимно однозначный. Числу
γ∗ соответствует функция Φ0 из теоремы 5. Выберем такое k � 1, что
матрица Φ0

−k — непустая. Пусть e1 — первый орт в Rm
0
k и δ(t) — дельта-
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функция. Функция 
0 = e1δ(t) принадлежит W 2
−k,m0

k

. По теореме 5

функция x0 = col(y0,u0, v0) = Φ0
−k(p)e1δ(t) является решением уравне-

ния объекта при нулевых начальных данных, x ∈ M0. Докажем, что
v0 — наихудшее возмущение в задаче H∞-оптимального управления.

Пусть x = col(y,u, v) ∈ M0 — произвольная векторная функция с
таким же возмущением, v = v0. Тогда x− x0 = Δx ∈M0 и по теореме
6 существует такая обобщенная функция 
 ∈ L, что Δx = Φ0(p)
. По
теореме 6 Fγ∗(x0) = 0 и

∞∫

0

(x0)
T

(t)Qγ∗Δx(t) dt =

∞∫

0

δ(t)e
T

1 
k−(t) dt = e
T

1 
k−(0) = 0,

так как функция 
k− ∈ ◦
W 2

k,m0
k

равна нулю при t = 0. Кроме того,
F(Δx)γ∗ � 0 по предположению о положительной определенности
функционала при нулевом возмущении, так как Δv = v − v0 = 0. От-
сюда

Fγ∗(x) =

∞∫

0

(x0(t) + Δx(t))
T

Qγ∗(x0(t) + Δx(t)) dt � 0 = Fγ∗(x0).

Если γ < γ∗, то Fγ(x) = Fγ∗(x) + ((γ∗)2 − γ2)‖v0‖2 > 0 для любо-
го решения x уравнения объекта с выбранным возмущением v = v0.
Следовательно, для числа γ задача H∞-субоптимального управления
не имеет решений. Поэтому γ∗ � γ0. Обратное неравенство γ0 � γ∗

следует из теоремы 3.
Если γ < γ0 и оператор LRγ взаимно однозначный, то по теореме 3

матричная функция Φ0γ
vv(z) должна иметь нули в правой замкнутой

полуплоскости. Множество чисел γ, для которых оператор LRγ не
взаимно однозначный, состоит из изолированных точек, для которых
это свойство выполнено по непрерывности.

Пусть γ � γ0. Разобьем скрытую переменную на функции 
 =
= col(U ,V ) с nu и nv столбцами, как в теореме 2. Требуемый регулятор
определяется уравнением U = 0. В этом случае y(t) = Φ0γ

yv(p)V (t),
u(t) = Φ0γ

uv(p)V (t), v(t) = Φ0γ
vv(p)V (t). Отображение v → V взаимно

однозначно, что следует из невырожденности матрицы Φ0γ
vv(z) в замкну-

той правой полуплоскости. �
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Теория оптимального управления в работах
В.А. Якубовича∗

Аннотация: дается обзор основных результатов Владимира Андре-
евича Якубовича по теории оптимального управления, а также соот-
ветствующих исследований, выполненных представителями основанной
им школы.

1. Введение

Название и тематическая направленность данного обзора нуждают-
ся в пояснениях. Во-первых, он не затрагивает либо касается очень
бегло тех аспектов поднятой темы, подробному освещению которых
посвящены другие работы данного выпуска [21, 32]. Во-вторых, в нем
прослеживается развитие результатов и идей В.А. Якубовича в иссле-
дованиях его ближайших учеников и сотрудников. Иными словами, по
замыслу статья ориентирована на обзор соответствующих результатов
школы В.А. Якубовича. Автор заранее приносит извинения коллегам,
чьи исследования, возможно, не нашли отражения в данном тесте в
связи с возникшими проблемами (потерей связи с некоторыми пред-
ставителями школы, отсутствием ранних работ в электронных базах
данных и т. п.).

Наиболее существенно коррелирована с [21, 32] тема, затрагиваемая
в параграфе 2: линейно-квадратичная теория оптимального управления
и частотная теорема. В параграфе 2 акцент сделан на связях указанных
теории и теоремы соответственно и направлениях, лежащих в стороне
от основной тематики [21, 32]. Существенно более подробный пара-
граф 3 посвящен недавним исследованиям специального класса задач
невыпуклой глобальной оптимизации: линейно-квадратичным задачам
оптимального управления с квадратичными ограничениями. Изложение
во многом основано на обзорной работе [91] автора данной статьи и

†) Санкт-Петербургский университет.
∗
) Оригинал статьи опубликован в специальном выпуске журнала «Автома-

тика и телемеханика». — 2006. — № 10. — C. 120–174.
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В.А. Якубовича, адресованной математической аудитории. В парагра-
фе 4 рассматриваются работы по нелинейному оптимальному управле-
нию. При подготовке этого параграфа были использованы материалы
книги [92]. Наконец, параграф 5 содержит обзор исследований, свя-
занных с предложенной В.А. Якубовичем концепцией универсального
оптимального регулятора.

Mне приятно выразить признательность А.Е. Барабанову,
С. В. Гусеву, А.Л. Лихтарникову, П. В. Пакшину, А.В. Проскурникову,
А.В. Савкину, А.Л. Фрадкову и А.И. Шепелявому за ценные
замечания и помощь при подготовке данной статьи.

2. Линейно-квадратичная теория оптимального
управления и частотная теорема

Предметом изучения данной теории являются разнообразные за-
дачи оптимального управления, сводимые к минимизации выпуклого
квадратичного функционала на аффинном пространстве. Ее основы
были заложены исследованиями Р. Калмана [189], Н.Н. Красовского
[51, 52] и А.М. Летова [63] (а в части, касающейся стохастических
объектов, — исследованиями А.Н. Колмогорова [50], Н. Винера [230],
Р.С. Бьюси [168]). Значительный вклад в ее развитие внесли B.D.O.
Anderson, В.И. Зубов, В.М. Кунцевич, А.Б. Куржанский, V. Kučera,
J.L. Lions, А.И. Лурье, В.И. Уткин, В.А. Якубович, J. C. Willems,
W.M. Wonham и многие другие ученые. 1) Методически эта область
имеет важные связи с комплексным анализом, теорией устойчиво-
сти, стабилизации и оптимизации нелинейных динамических систем
([126, 166, 203, 204, 219–221, 224] и др.). Общеизвестно и практиче-
ское значение линейно-квадратичной теории оптимального управления
[207, 240]. Оно во многом объясняется эффективностью развитых в ней
методов.

В настоящее время любой человек, занявшийся серьезным изучени-
ем современной теории управления, вряд ли избежит близкого знаком-
ства с частотной теоремой (леммой Якубовича–Калмана) — настолько
фундаментальны связи этого результата с различными разделами дан-
ной теории. Это касается и линейно-квадратичной теории оптималь-
ного управления, причем в особой степени. Вместе с тем исторически
частотная теорема появилась в результате решения [29, 122, 190, 212]
задачи нелинейной матричной алгебры, возникающей при исследовании
нелинейных систем автоматического регулирования (подробнее об этом
см. [32]). Это — задача о существовании квадратичной функции

V (x) = x�Px, (2.1)

1)Об истории линейно-квадратичной теории оптимального управления см.
обзоры в [94, 160, 188].
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являющей функцией Ляпунова

dV

dt
� 0

для любой системы, описываемой уравнениями

x′ = Ax+Bu, u = ϕ(x, t), (2.2)

где дифференциальное уравнение (определяемое матрицами A и B)
задано, а «нелинейность» ϕ(·) удовлетворяет неравенству

G(x,u) � 0 при u = ϕ(x, t)

и в рамках этого требования произвольна. Здесь G(x,u) — заданная
(незнакоопределенная) квадратичная форма переменных x и u. Кратко
эти требования выражаются условием

dV

dt
= 2x�P (Ax +Bu) � 0⇐ G(x,u) � 0. 1) (2.3)

Оно означает, что одна квадратичная форма неотрицательна всякий
раз, когда неотрицательна другая форма. Анализ этого условия выгодно
свести к стандартной алгебраической задаче: к проверке неотрицатель-
ности квадратичной формы на всей области определения. Это можно
сделать с помощью специального приема, получившего название S-
процедуры. 2) Именно: можно показать, что (2.3) равносильно суще-
ствованию такого числа τ � 0, что

2x�P (Ax+Bu)− τG(x, y) � 0 ∀x,u.
Несложный анализ показывает, что при неограничительных предполо-
жениях случай τ = 0 неинтересен [127]. При τ > 0, сделав замену
неизвестной P := −τ−1P , приходим к следующему вопросу алгебраи-
ческого характера.

При каких условиях на заданные матрицы A,B и квадратичную
форму G(x,u) существует такая матрица P = P�, что

2x�P (Ax+Bu) + G(x, y) � 0 ∀x,u ? (2.4)

Ответ на этот вопрос и дает частотная теорема. При этом анализ
нелинейных систем регулирования, как правило, не требует вычисле-
ния матрицы P . Здесь важен сам факт существования и качественные
свойства этой матрицы, например сведения о ее знакоопределенности.

1) Так как речь идет о функции Ляпунова, естественен вопрос о положи-
тельности матрицы P . Вместе с тем в ряде случаев, например при исследовании
дихотомии решений системы (2.2), полезно применение незнакоопределенной
формы (2.1). Поэтому указанный вопрос естественно выделить в отдельное
рассмотрение. Подробнее с затронутой темой можно ознакомиться в обзорах
[22, 32].

2) С подробностями можно ознакомиться в [32] и параграфе 3.5 данной
статьи.
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Оказывается, к очень близкому вопросу приводит и стандартная
линейно-квадратичная задача оптимального управления. Для поясне-
ния деталей рассмотрим линейную систему

x′ = Ax+Bu, 0 � t <∞, x(0) = a, (2.5)

где x = x(t) ∈ Rn — состояние, u = u(t) ∈ Rm — управление 1) , A и B —
постоянные вещественные матрицы и вектор a ∈ Rn задан. Допусти-
мым считаем любое управление u(·) : [0,∞) → Rm, удовлетворяющее
следующему требованию «устойчивости»:

|x(·)| + |u(·)| ∈ L2(0,∞), (2.6)

в котором x(·) определено по u(·) из (2.5). Задача состоит в том, чтобы
найти допустимое управление u(·) из условия минимизации

G[x(·),u(·)] :=

∞∫

0

G [x(t),u(t)] dt→ inf, (2.7)

где, как и ранее, G(x,u) — заданная квадратичная форма

G(x,u) = x�Gx+ 2x�Qu+ u�Γu (2.8)

с постоянными коэффициентами G = G�,Q и Γ = Γ�. В дальнейшем
для простоты предполагаем, что пара (A,B) вполне управляема. Тогда
множество M(a) допустимых процессов (т. е. пар [x(·),u(·)], удовлетво-
ряющих (2.5) и (2.6)) непусто и, значит, задача осмыслена.

Этой задаче посвящены многочисленные исследования (например,
[51, 52, 63, 93–95, 127, 142, 160, 188, 189] и многие другие), начатые, по-
видимому, Р. Калманом [189], Н.Н. Красовским[52] и А.М. Летовым
[63]. В первых работах этого цикла рассматривался случай, когда в
(2.7) квадратичная форма G неотрицательна или, более того, положи-
тельно определена: G(x,u) > 0 при |x| + |u| > 0. Последнее условие
гарантирует как существование, так и единственность оптимального
процесса, а также справедливость (2.4) с P := 0. Впоследствии в
связи с потребностями приложений значительное внимание уделялось
случаю незнакоопределенной формы G. Для нее оптимум может и не
достигаться. Точнее, в рассматриваемом случае вполне управляемой
пары (A,B) возможна одна и только одна из следующих трех ситуаций.
Первая, когда

inf
M(a)

G = −∞ для любого x(0) = a, (2.9)

неинтересна: задача не имеет решения. Вторая характеризуется тем,
что для любого a задача (2.5)–(2.7) имеет, причем единственное,
решение; в этом случае ее называют регулярной. Наконец, возможна

1)Символы R и C обозначают множества вещественных и комплексных
чисел соответственно.
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третья ситуация, когда infM(a) G > −∞ для любого a, но задача нере-
гулярна. В этом случае она называется сингулярной и может при
некоторых a не иметь обычного решения. Тогда решение можно найти
в виде либо обобщенного процесса, либо последовательности обычных
процессов, минимизирующей функционал (2.7) в пределе [93, 94, 142].

Возникает вопрос: как узнать, какая из перечисленных трех си-
туаций имеет место для данной задачи. В случае, когда решение
существует, возникает вопрос о его нахождении. Оказывается, все эти
вопросы имеют прямое отношение к разрешимости неравенства (2.4).
Именно 1) : (при выполнении малоограничительных «рамочных» пред-
положений) задача регулярна тогда и только тогда, когда разрешимо
относительно P = P� строгое неравенство, аналогичное (2.4):

2x�P (Ax+Bu) + G(x,u) > 0 ∀x,u :| x | + | u |= 0. (2.10)

Если это неравенство неразрешимо, но разрешимо исходное нестрогое
неравенство (2.4), то задача сингулярна. Неразрешимость (2.4) равно-
сильна (2.9).

Вопрос о построении оптимального управления связан со специфи-
кацией неравенства (2.4) в виде

2x�P (Ax+Bu) + G(x,u) = |Γ1/2u− h�
∗ x|2 (∀x,u). (2.11)

Здесь h∗ — неизвестная n ×m-матрица, которая, как и P , подлежит
построению, и Γ — матрица из (2.8). 2) Соотношение (2.11) влечет
(2.4). Оказывается, связь между ними глубже: они разрешимы только
одновременно. Далее для простоты ограничимся регулярным случаем.
Тогда Γ > 0 и среди решений (2.11) найдется пара (P ,h∗), для которой
A + Bh� (где h := h∗Γ−1/2) — гурвицева матрица. Это решение (на-
зываемое стабилизирующим) единственно и непосредственно связано
с задачей оптимального управления. Именно оптимальный процесс
порождается регулятором

u(t) = h�x(t), (2.12)

где h := h∗Γ−1/2, а матрица P дает минимальное значение функционала
качества:

inf
при ограничениях (2.5),(2.6)

∞∫

0

G [x(t),u(t)] dt = a�Pa. (2.13)

Напомним, что a — начальное состояние из (2.5).

1)Обоснование излагаемых в данном и следующем абзацах фактов можно
найти в [52, 63, 94, 127, 142, 160, 188, 189, 234].

2) Обсуждаемый вопрос о построении оптимального процесса не имеет
смысла в случае (2.9). В остальных случаях Γ � 0, и поэтому матрица Γ1/2 � 0
корректно определена.
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Замечание 2.1. В терминах коэффициентов квадратичных форм и
матрицы h := h∗Γ−1/2 равенство (2.11) приобретает форму матричных
уравнений Лурье (the algebraic Riccati equation)

PA+A�P +G = hΓh�, PB +Q+ hΓ = 0. (2.14)

Итак, вопрос о разрешимости неравенства (2.4) имеет непосред-
ственное отношение к линейно-квадратичной задаче (2.5)–(2.7), а по-
сле трансформации к виду (2.11) фактически сводится к вопросу о
нахождении ее решения.

Частотная теорема предоставляет эффективные средства нахожде-
ния ответов на эти вопросы. Она также раскрывает связи между под-
нятыми и некоторыми другими вопросами, естественно возникающими
в обсуждаемой области. В современной теории управления сложилась
точка зрения 1) , согласно которой та или иная задача управления
считается в принципе решенной, если ее удалось свести к одному или
нескольким разрешимым уравнениям Лурье. Частотная теорема предо-
ставляет удобные условия разрешимости. В настоящее время известны
весьма эффективные методы вычисления стабилизирующего решения
(P ,h) уравнений Лурье (с образцами и обзорами которых можно озна-
комиться в [6, 7, 20, 49, 57, 58, 115, 127, 159, 162, 194, 206]). Интерес к
частотной теореме стимулировал поиски новых доказательств, которые
в ряде случаев послужили идейным фундаментом для некоторых из
упомянутых вычислительных методов. Один из наиболее эффективных
алгоритмов 2) такого рода предложен В.А. Якубовичем [122]. Иногда
(см., например, [127]) его формулировку интерпретируют как часть
частотной теоремы.

Переходя к подробностям формулировки этой теоремы, отметим,
что при сохранении основных характеристик она претерпела ряд моди-
фикаций с течением времени. 3) Приведем одну из поздних формулиро-
вок, акцентируя моменты, ориентированные на линейно-квадратичную
оптимизацию, и внося уместные упрощения. Изложение следует, в
основном, параграфу 2 гл. 2 книги [92] и статьям [94, 234].

Теорема 2.1. Пусть пара (A,B) стабилизируема и Γ > 0. Следующие
утверждения равносильны:
(I) Задача (2.5)–(2.7) регулярна.

1) С ее образцами можно ознакомиться, например, в [160, 163–165, 170, 173,
179, 181, 204, 214, 220, 221, 224, 226, 243].

2) С его изложением можно ознакомиться в [127] и параграфе 2.2 книги
[92].

3)Подробнее об истории частотной теоремы см. [32].
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(II) Для любого x(0) = a ∈ Rn существует экспоненциально убы-
вающее при t→ +∞ решение x(·), ψ(·), u(·) системы

dx

dt
=
(
∂H

∂ψ

)�

,
dψ

dt
= −

(
∂H

∂x

)�

,
∂H

∂u
= 0, (2.15)

где H(·) — гамильтониан H(x,u,ψ) = ψ�(Ax+ bu)− 1
2G(x,u).

(III) Выполнено строгое частотное условие: при некотором δ > 0

G (x̂, û) � δ
(
|x̂|2 + |û|2

)
(2.16)

для любых ω ∈ R, x̂ ∈ Cn, û ∈ Cm, удовлетворяющих равенству
ıωx̂ = Ax̂+ Bû. При этом в (2.16) рассматривается расшире-
ние квадратичной формы G до эрмитовой.

(IV) Линейная гамильтонова система (2.15) не имеет мнимых соб-
ственных чисел, т. е. det(K − ıωI) = 0 ∀ω ∈ R, где

K :=
[
A−BΓ−1Q� BΓ−1B�

G−QΓ−1Q� −A� +QΓ−1B�

]
и G,Q,Γ — матричные коэффициенты квадратичной формы
(2.8).

(V) Уравнения Лурье (2.14) имеют стабилизирующее решение
(P ,h).

(VI) Существует стабилизирующее решение (P ,h) уравнения
(2.11), где h∗ := hΓ1/2.

(VII) Существует постоянная вещественная n × n матрица P =
= P�, удовлетворяющая неравенству (2.4) в усиленной форме
(2.10).

(VIII) Функционал (2.7) положительно определен на подпростран-
стве процессов M(0) с нулевым начальным состоянием x(0) =
= 0:

∃δ > 0 :

∞∫

0

G(x,u) dt � δ

∞∫

0

(|x|2 + |u|2) dt

∀ [x(·),u(·)] ∈ L2 × L2 : x′ = Ax+ bu, x(0) = 0.

Пусть выполнено любое из этих условий (а, значит, и все
остальные). Тогда существует только одна пара матриц P и h со
свойствами, оговоренными в (V). То же верно в отношении (VI),
причем соответствующие пары матриц тождественны. 1) Для

1)Матрица P из (VII) может отличаться от аналогичной матрицы в (V) и
(VI).
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этих матриц справедливо равенство (2.13) и оптимальный процесс
при любом x(·) = a вырабатывается регулятором (2.12). В утвер-
ждении (II) решение x(·),ψ(·),u(·) определяется однозначно и
x(·),u(·) — оптимальный процесс.

Предположим теперь, что пара (A,B) вполне управляема. Тогда
справедливы следующие утверждения:

(i) Условия (I) и (III) по-прежнему равносильны, т. е. строгое
частотное неравенство (2.16) необходимо и достаточно для
регулярности задачи (2.5)–(2.7);

(ii) Эта задача сингулярна в том и только в том случае, если ука-
занное строгое неравенство (2.16) нарушается, но справедливо
аналогичное нестрогое неравенство, т. е.

G (x̂, û) � 0 ∀ω ∈ R, x̂ ∈ C
n, û ∈ C

m : ıωx̂ = Ax̂+Bû; (2.17)

(iii) Соотношение (2.9) имеет место тогда и только тогда, когда
условие (2.17) нарушается.

Частотные условия (2.16) и (2.17) представляют собой удобные для
проверки тесты, допускающие простую алгебраическую интерпрета-
цию. Например, несложно показать [127], что (2.16) приводится к виду

Γ > 0 и det
[
|χ(ıω)|2π(ıω)

]
= 0 ∀ω ∈ R. (2.18)

Здесь χ(ıω) := det (ıωI −A) и π(ıω) — матрица эрмитовой формы
G
[
(ıωI −A)−1Bu,u

]
, т. е.

π(ıω) =
[
(ıωI −A)−1B

]∗
G(ıωI −A)−1B+

+
[
(ıωI −A)−1B

]∗
Q+Q∗(ıωI −A)−1B + Γ,

где ∗ — эрмитово сопряжение. В (2.18) |χ(ıω)|2π(ıω) — матричный мно-
гочлен от ω (так как им является χ(ıω)(ıωI −A)−1). Значит, проверка
(2.18) сводится к двум стандартным алгебраическим задачам: проверке
положительности симметричной матрицы и проверке отсутствия веще-
ственных корней у многочлена.
Замечание 2.2. 1. Условие (IV) является переформулировкой строгого

частотного неравенства (2.16), так как характеристический мно-
гочлен матрицы K лишь скалярным множителем отличается от
детерминанта из (2.18) [92, 127].

2. Леммой Якубовича–Калмана обычно называют утверждение,
констатирующее эквивалентность (III)–(VII), а также близкое
утверждение, касающееся нестрогих неравенств (2.4) и (2.17).

Сформулированная теорема касается в основном регулярного
случая. Вместе с тем сингулярные линейно-квадратичные задачи
оптимального управления также представляют значительный интерес.
(Подробнее об этом см. [93, 94, 141, 142, 188].) Их исследованию
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разными методами посвящены многочисленные работы (с обзорами
которых можно ознакомиться в [71, 94, 185, 188, 228, 231]). Для задачи
(2.5)–(2.7) в определенном смысле наиболее общие и законченные
результаты получены, по-видимому, в [93–95, 142]. 1) Соответствую-
щие матрицы P и h∗ из представления (2.11) по-прежнему играют
важную роль в построении решения задачи оптимального управления
[93–95, 142]. Однако по сравнению с регулярным случаем, процедура
построения и само понятие решения усложняются. В сингулярном
случаем решение может пониматься как обобщенный процесс (x(·) и
u(·) — обобщенные в смысле Шварца функции) либо как минимизи-
рующая последовательность обычных процессов [93–95, 142]. Важные
для исследования сингулярного случая условия полуограниченности
абстрактного квадратичного функционала получены в [18, 136].

Теорема 2.1 касается стационарной детерминированной задачи на
бесконечном временно́м интервале. Эта теорема также естественно
связана с решением более общих задач с аддитивно возмущенным
объектом и линейными слагаемыми в функционале [8–10] (подобные
задачи в разных постановках в случае дискретной модели времени
изучались в [11–13] с помощью «дискретного» аналога частотной тео-
ремы), а также задач на конечном временном интервале [16, 119, 145],
разнообразных стохастических линейно-квадратичных задач управле-
ния [35, 94, 141], а также нахождением оптимальных стратегий управ-
ления в динамических играх с непрерывной [123, 124] и дискретной
[17] моделями времени.

В настоящее время интересы теории управления распространяют-
ся на широкий спектр разнообразных систем. Они описываются не
только стационарными обыкновенными дифференциальными уравне-
ниями, но и уравнениями других типов: нестационарными, с запаз-
дывающим аргументом, разностными, дифференциально-разностными,
интегро-дифференциальными, в частных производных и т. д. Это сти-
мулировало многочисленные исследования, посвященные обоснованию
аналогов частотной теоремы для таких систем. Ее связь с линейно-
квадратичной теорией оптимального управления оказалась весьма эф-
фективным инструментом подобных обобщений. Соответствующие до-
стижения подробно освещены в [32]. Поэтому остановимся лишь очень
кратко на некоторых направлениях таких исследований, акцентируя
внимание на работах, представляющих школу В.А. Якубовича. Уста-
новлены аналоги частотной теоремы для стационарных систем с дис-
кретной моделью времени в случае, когда пространства состояний
и управлений как конечномерны [54, 103, 127, 191, 222, 223] 2) , так и

1)Лемма Якубовича–Калмана уже в своих исходных формах охватывала
сингулярный случай, имея дело с нестрогими неравенствами (2.4) и (2.17).

2) Дискретный вариант леммы Якубовича–Калмана начал развиваться прак-
тически одновременно с непрерывным и может быть выведен из последнего
простым преобразованием; подробнее об этом см. в [32].
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бесконечномерны [15, 67, 128]. Подобные обобщения получены и для
систем с непрерывной моделью времени и бесконечномерными про-
странствами состояний и управлений [68, 69, 128]. Обобщениям ча-
стотной теоремы на линейные системы, описываемые обыкновенными
дифференциальными уравнениями с периодическими коэффициентами,
и ее связям с линейно-квадратичной оптимизацией посвящены работы
[143–145]. Аналогичные результаты, относящиеся к случаю произволь-
но изменяющихся во времени ограниченных коэффициентов, получены
в [217, 218]. Более полные и подробные сведения, а также библиогра-
фия приведены в [32].

3. Невыпуклые задачи глобальной оптимизации в
теории управления

3.1. Введение

В 90-х г. цикл работ по линейно-квадратичной теории оптималь-
ного управления получил органичное продолжение в исследованиях,
посвященных распространению методов этой теории на задачи с квад-
ратичными ограничениями. Точнее, речь идет об определенном общем
подходе, позволяющем стандартным образом строить эффективные ал-
горитмы решения специальных невыпуклых задач глобальной опти-
мизации на базе методов линейно-квадратичной теории оптимально-
го управления. В отличие от большинства известных методов невы-
пуклой глобальной оптимизации, которые в основной массе являют-
ся вычислительными, часто основаны на эвристических идеях и не
всегда сопровождаются гарантией сходимости, упомянутые алгоритмы
основаны на математической теории, являются в наиболее существен-
ной части аналитическими и гарантированно приводят к нахождению
глобального оптимума. В основе этого подхода лежит полученное
В.А. Якубовичем и его учениками частичное решение проблемы Хал-
моша [183]. Она касается обобщения на случай большего числа форм
знаменитой теоремы Теплица–Хаусдорфа [184], утверждающей, что
две эрмитовы формы трансформируют единичную сферу в выпуклое
множество. Обсуждаемый подход был предложен В.А. Якубовичем в
1992 г. [146, 234, 235] 1) ; его дальнейшему развитию посвящены работы
[40, 45, 82–85, 199, 201, 202].

Упомянутый подход ориентирован на специальный класс невы-
пуклых задач глобальной оптимизации. Этот класс включает многие
задачи, получаемые внесением в постановку традиционных линейно-
квадратичных задач оптимального управления дополнительных квад-
ратичных ограничений (вообще говоря, невыпуклых). Для иллюстра-
ции приведём простой пример [234] задачи этого класса, связанный

1)Начальные элементы подхода встречаются в более ранней работе [117].
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с проблемой оптимальной стабилизации крена летательного аппарата
[31, с.227]:

x′1 = x2, x′2 = αx2 + βu (α = 0,β = 0), (3.1)

x1(0) = 0, x2(0) = θ, |x1|+ |x2|+ |u| ∈ L2(0,+∞), (3.2)
∞∫

0

x2
1 dt � γ

∞∫

0

u2 dt (γ > 0),

∞∫

0

u2 dt→ min . (3.3)

Здесь α,β, θ — заданные константы, x1 — угол крена и u — угол
отклонения элеронов. Минимум ищем на множестве процессов, т. е.
троек [x1(·),x2(·),u(·)] функций xi(·),u(·) : [0,+∞) → R, i = 1, 2, удо-
влетворяющих всем ограничениям из постановки задачи.

Нетрадиционный момент этой постановки — ограничение, обведен-
ное рамкой: опуская его, получаем стандартную линейно-квадратичную
задачу оптимального управления. В ней речь идет о стабилизации
крена при естественном требовании минимизации затрат на управле-
ние. Отметим, впрочем, что эта задача сингулярна в смысле [94]; в
частности, при θ = 0 минимум функционала не достигается ни на одном
процессе. Формальное решение этой задачи дается регулятором [234]
u = hx2, где h = 0 при α < 0 и h = −2αβ−1 при α > 0. Так как при
этом x1(·)∈L2(0,+∞) для θ = 0, данное решение неверно. Можно,
однако, показать [94], что указанный регулятор, во-первых, порожда-
ет обобщенный оптимальный процесс и, во-вторых, аппроксимируется
последовательностью регуляторов, которая порождает последователь-
ность процессов, минимизирующих функционал в пределе [94].

Таким образом, даже при отсутствии ограничения, обведенного рам-
кой, рассматриваемая задача хотя и стандартна, но решается не слиш-
ком просто. Это само по себе создает пессимистическое настроение
при оценке перспектив решения более сложной задачи с ограничением.
Это настроение усиливается ввиду невыпуклости ограничения: оно
задается невыпуклым функционалом и задает невыпуклое множество
процессов [85, 91]. Значит, (3.1)–(3.3) — невыпуклая задача глобальной
оптимизации. Как хорошо известно [215], такие задачи обычно с трудом
поддаются решению, даже если решение понимать как численное.

На этом фоне нетривиальной и до известной степени неожиданной
представляется установленная В.А. Якубовичем [234] возможность
аналитического 1) решения задачи (3.1)–(3.3) с ограничением. Точнее,
в [234] доказано, что справедливы следующие утверждения:
i) в задаче (3.1)–(3.3) оптимальный процесс существует и единствен;
ii) этот процесс порождается регулятором

u = −sgnβ
√
γ−1(η − 1)x1 − β−1(α + |α|ζ)x2, (3.4)

1) С точностью до вычисления корня полинома четвертой степени.
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где
η :=

1
4
β−2

[
4β2 + α4γ(ζ2 − 1)2

]
и ζ — единственный на полуоси ζ � 0 корень уравнения

(ζ2 − 1)(ζ + |α|)(3ζ + |α|) = 4α−4β2γ−1. (3.5)

Подчеркнем, что эти утверждения не являются изолированными
фактами, касающимися одного частного примера. Они являются про-
явлением общего феномена и реализацией общего подхода, открытого
и предложенного в работах В.А. Якубовича [146, 234, 235].

3.2. Правило решения задач невыпуклой глобальной
оптимизации

Предложенный в [146, 234, 235] подход состоит в обосновании ос-
новных соотношений теории выпуклой двойственности для рассматри-
ваемых невыпуклых задач оптимизации и в применении основанного
на них правила решения задачи. Изложим его, следуя работе [201] и
применительно к общей задаче оптимизации:

G0(z)→ inf в области z ∈ Z , G(z)�k 0Rs . (3.6)

Здесь Z — произвольное множество 1) , функции G0(·) : Z → R,
G(·) : Z → Rs и число k = 0, ... , s заданы, и

y =
(
yi
)
�k y =

(
yi
) def⇔ yi � yi при i � k и yi = yi при i > k . (3.7)

Пояснение 3.1. 1. В приложениях Z — множество всех возможных
процессов в некоторой (обычно линейной) управляемой динами-
ческой системе.

2. В терминах скалярных компонент вектор-функции G(·) =
= [G1(·), ... ,Gs(·)] последнее соотношение из (3.6) равносильно
следующей системе неравенств и уравнений:

G1(z) � 0, ... ,Gk(z) � 0, Gk+1(z) = ... = Gs(z) = 0. (3.8)

(При k = s отсутствуют равенства, а при k = 0 — неравенства.)
Введем функцию Лагранжа

S(τ , z) := G0(z) + τ�G(z), (3.9)

где τ ∈ Rs — множитель Лагранжа. Далее

y 
k z def⇔ yi � zi при i � k .

1)Обычно Z — аффинное подпространство вещественного линейного про-
странства X, т. е. сдвиг Z = M + a некоторого линейного подпространства M.

18
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Упомянутое правило состоит в выполнении следующих действий.
(I) Для τ 
k 0 решаем задачу

S(τ , z)→ inf в области z ∈ Z, (3.10)

ограничиваясь нахождением величины

S0(τ) := inf
z∈Z

S(τ , z). (3.11)

(II) Находим какое-либо решение τ0 двойственной задачи

S0(τ) → max в области τ 
k 0, (3.12)

где максимум обязательно достигается.
(III) Находим все решения z0 задачи (3.10) с τ := τ0 и затем

отбрасываем решения z0, не удовлетворяющие хотя бы
одному из следующих соотношений

G(z0)�k 0, τ�
0 G(z0) = 0.

Множество оставшихся точек {z0} совпадает с множе-
ством всех решений исходной задачи (3.6).

(IV) Пусть infz∈D G0(z) > −∞, где D := {z ∈ Z : G(z)�k 0}. По-
следовательность {zn} ⊂ Z является минимизирующей в
задаче (3.6), т. е.

G0(zn)→ inf
z∈D

G0(z) при n→∞ и zn ∈ D ∀n,
в том и только том случае, если она минимизирующая в
задаче (3.10) c τ := τ0, т. е.

S(τ0, zn)→ inf
z∈Z

S(τ0, z) при n→∞

и при этом G(zn)�k 0 ∀n, limn→∞ τ�
0 G(zn) = 0.

Пояснение 3.2. Пункт (IV) интересен, если исходная задача (3.6)
не имеет решений. Тогда выполнение действий (I)–(III) приводит
к пустому множеству.

Для удобства ссылок в рамках данной статьи правило (I)–(IV) далее
называем правилом Якубовича.

Это правило сводит решение исходной, вообще говоря, невыпуклой
задачи к решению задач (3.10) и (3.12). Вторая из них, как несложно
убедиться, является задачей конечномерной выпуклой оптимизации и
обычно сравнительно легко решается методами выпуклого программи-
рования. Поэтому общая дееспособность метода во многом определяет-
ся возможностью эффективного решения задачи (3.10). Она в отличие
от (3.6) не содержит ограничения G(z)�k 0 и в этом смысле проще. Бо-
лее того, для многих линейно-квадратичных задач оптимального управ-
ления с квадратичными ограничениями (3.10) — это некоторая задача,
изученная в классической линейно-квадратичной теории оптимального
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управления и допускающая эффективное решение. Этим и объясняется
привлекательность обсуждаемого правила в рассматриваемой области.

Вместе с тем вопрос о самой применимости этого правила нетриви-
ален: известны случаи, когда оно некорректно, т. е. дает неправильный
ответ, а сформулированные в (I)–(IV) утверждения неверны. Интерес
к правилу (I)–(IV) объясняется прежде всего тем, что удалось об-
наружить много практически интересных классов невыпуклых задач,
допускающих его применение.

3.3. Критерии корректности правила Якубовича

Отметим прежде всего, что эта корректность равносильна справед-
ливости соотношения лагранжевой двойственности

max
τ�k 0

inf
z∈Z

S(τ , z) = inf
z∈D

G0(z), (3.13)

где множество допустимых процессов D определено в (IV).
Проблеме двойственности в задачах оптимизации посвящены мно-

гочисленные исследования (K. J. Arrow, L. Hurwicz, D. G. Luenberger,
I. Ekeland, R. Temam, Е. Г. Гольштейн, В.Н. Соловьев, В.М. Тихоми-
ров и многие другие.) В них, в частности, были предложены общие
критерии справедливости лагранжевой двойственности, проверка кото-
рых обычно составляет отдельную и часто нетривиальную задачу, а
также явно выделены некоторые типы задач, для которых эта двой-
ственность имеет место и, значит, правило Якубовича корректно. Среди
них — задача (3.6) с выпуклыми функциями G0(·) и G(·) 1) (Z —
линейное пространство), задачи, сводимые к выпуклым посредством
определенного приема, именуемого «релаксацией» [121], а также неко-
торые другие случаи (см. [209]). В контексте данной работы особый
интерес представляют следующие два случая справедливости правила
Якубовича (см. [117, 126]), так как они касаются невыпуклых линейно-
квадратичных задач оптимизации с квадратичными ограничениями.

В общей форме такие задачи можно записать в виде (3.6), где Z =
= X — линейное пространство, а функции G0(·) и G(·) квадратичны,
т. е.

G0(z) = B0(z) + l∗0z + γ0, G(z) = B(z) +Az + γ. (3.14)

Здесь l∗0 : X → R и A : X → Rs — линейные операторы, γ0 ∈ R, γ ∈ Rs,
а B0(·) ∈ R и B(·) ∈ Rs — скалярная и векторная квадратичные формы
соответственно. Другими словами,

B(z) = [B1(z), ... ,Bs(·)], Bi(z) = Bi(z, z), i = 0, ... , s, (3.15)

где Bi(·, ·) : X ×X → R — билинейное симметричное отображение.

1) Здесь и далее считаем, что ограничения из (3.6) совместны в некотором
усиленном смысле.

18*
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Утверждение 3.1 ([117, 126]). В случае (3.14) правило Якубовича кор-
ректно, если

1. в (3.6) Z — вещественное линейное пространство и имеется
только одно ограничение s = 1 либо

2. Z — комплексное линейное пространство, число ограничений
s = 2, формы Bi(·) эрмитовы, а операторы l∗0 и A линейны,
если Z рассматривать как вещественное пространство.

Подчеркнем, что эти утверждения верны для произвольных (не
обязательно знакоопределенных) форм. Как уже отмечалось, предпо-
лагается, что ограничения совместны в некотором усиленном смысле
(см. определение 3.1 далее).

В оставшейся части параграфа приведен обзор основных резуль-
татов В.А. Якубовича и его учеников, полученных в 1990-x годах
и касающихся расширения сферы применимости правила (I)–(IV)
в теории невыпуклой глобальной оптимизации. Обсуждаются также
приложения к теории управления.

Полученные критерии применимости правила Якубовича можно
разделить на априорные и апостериорные. Критерии первого типа поз-
воляют убедиться в применимости правила до начала его примене-
ния на основе (обычно несложной) проверки определенных свойств
исходных данных задачи. Такие критерии представляют наибольший
интерес. Проверка критериев второго типа опирается на предваритель-
ное выполнение вычислений в соответствии с обсуждаемым правилом
и состоит в анализе результата. Эти критерии существенно сложнее
для проверки, однако выделяют более широкий класс задач.

Начнем с простого апостериорного критерия [201]. Заметим, что
соображения, на которых он основан, встречаются во многих работах
по теории двойственности (см., [113, 195, 198, 216] и др.).

Теорема 3.1. Предположим, что двойственная задача (3.12) имеет
решение τ0. Если множество Z =

{
z0
}
, получаемое в результате

выполнения перечисленных в (I)–(III) операций, непусто: Z = ∅, то
оно совпадает с множеством всех решений исходной задачи (3.6).
Кроме того, верны соотношение двойственности (3.13) и утвержде-
ния, сформулированные в (IV).

Данная теорема предполагает, что двойственная задача (3.12) имеет
решение. Это заведомо верно, если исходная задача обладает следую-
щим свойством.

Определение 3.1. Задачу (3.6) назовем правильной, если справедливы
следующие два утверждения:

(i) разрешима относительно z∗ ∈ Z система соотношений

G1(z∗) < 0, ... ,Gk(z∗) < 0, Gk+1(z∗) = ... = Gs(z∗) = 0,
(3.16)
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(ii) нулевой набор τk+1 = ... = τs = 0 — единственное решение
(τk+1, ... , τs) системы неравенств

s∑
i=k+1

τiGi(z) � 0 ∀z ∈ Z.

Здесь Gi(·) — функции из (3.8).

Пояснение 3.3. Если в задаче отсутствуют ограничения в виде ра-
венств k = s, утверждение (ii) и равенства в (3.16) следует опустить.
Если в (3.8) отсутствуют ограничения в виде неравенств k = 0, то в
(3.16) следует опустить неравенства.

Замечание 3.1. Некоторые эффективные критерии правильности, от-
носящиеся к рассматриваемому классу задач, приведены в [85, 91].

Следующая теорема показывает, что правильность задачи влечет,
как уже отмечалось, справедливость одного из условий теоремы 3.1.

Теорема 3.2 ([202]). Пусть исходная задача (3.6) правильна. Тогда
двойственная задача (3.12) имеет решение τ0.

Приведем в заключение этого параграфа один полезный техни-
ческий результат. Он иллюстрирует, что в определенной ситуации
правило Якубовича может быть полезно при исследовании вопроса
о существовании и единственности решения основной задачи (3.6) с
невыпуклыми ограничениями. 1)

Лемма 3.1 ([85, 91]). Пусть в задаче (3.6) Z ⊂ X — замкнутое
аффинное подпространство (т. е. сдвиг Z = M + c линейного под-
пространства M) вещественного гильбертова пространства X ,
функционалы G0(·) и G(·) квадратичны (3.14), причем в (3.15) били-
нейные симметричные отображения Bi(·, ·) : X ×X → R и линейные
операторы l∗ ∈ X∗, A : X → Rs непрерывны. Предположим также,
что

(i) для указанной задачи правило Якубовича корректно и
(ii) для некоторого решения τ0 двойственной задачи (3.12) квад-

ратичная форма Bτ0(z) := B0(z) + τ�
0 B(z) положительно

определена на подпространстве M, т. е.

Bτ0(h) � δ|h|2 ∀h ∈M.

Здесь | · | — норма гильбертова пространства X и число δ >
> 0 не зависит от h ∈ M.

Тогда исходная задача (3.6) имеет, причем единственное, решение.

1) С подробностями и дополнениями можно ознакомиться в [85, 91, 201].
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3.4. Априорные условия корректности правила Якубовича

Имеются разные априорные условия применимости этого прави-
ла [82, 85, 146, 199, 201, 234]. Приведём один просто формулируемый
критерий, принадлежащий В.А. Якубовичу, и один более громоздкий
критерий, область применения которого шире.
Теорема 3.3 ([146]). Пусть в задаче (3.6) ограничения в виде ра-
венств в (3.8) отсутствуют k = s и Z ⊂ X — аффинное под-
пространство вещественного гильбертова пространства X , т. е.
Z = M + c, где M ⊂ X — некоторое линейное подпространство.
Предположим также, что G0(·) и G(·) — скалярный и векторный
квадратичные функционалы (3.14) и существует бесконечная после-
довательность линейных ограниченных операторов Tj : X → X , j =
= 1, 2, ..., со свойствами:

(i) (Tjx1,x2)→ 0 при j →∞ для любых x1,x2 ∈ X ;
(ii) подпространство M инвариантно относительно любого

рассматриваемого оператора TjM ⊂M;
(iii) квадратичные формы B0(·) и B(·) из (3.14) непрерывны и

асимптотически инвариантны:

B0(Tjz)→ B0(z), B(Tjz)→ B(z) при j →∞ ∀z ∈M.

Если, к тому же, задача (3.6) правильна, то для неё правило
Якубовича корректно. Кроме того, для любого множителя Лагран-
жа τ 
k 0 с конечной величиной (3.11) лагранжиан (3.9) — выпуклая
на Z функция.

Из этой теоремы В.А. Якубовича немедленно следует примени-
мость обсуждаемого правила в важном случае стационарной линейно-
квадратичной задачи оптимального управления с квадратичными огра-
ничениями в виде неравенств, рассматриваемой на бесконечном интер-
вале времени:

x′ = Ax+Bu, 0 � t <∞, x(0) = a, (3.17)

|x(·)| + |u(·)| ∈ L2(0,+∞), G1 � 0, ... ,Gk � 0, G0 → min . (3.18)

Здесь x = x(t) ∈ Rn — состояние, u = u(t) ∈ Rm — управление, A и
B — вещественные матрицы,

Gi :=

∞∫

0

Gi
[
x(t),u(t)

]
dt− γi, i = 0, ... , k, (3.19)

Gi(x,u) — квадратичная форма от x,u, числа γ1, ... , γk и вектор a ∈ Rn

заданы, γ0 = 0. Допустимым считаем любое измеримое управление
u(·) : [0,∞) → R

m, удовлетворяющее включению и неравенствам из
(3.18). (В (3.18) x(·) определено по u(·) из (3.17).) Задача состоит в
том, чтобы найти допустимое управление u(·) из условия G0 → min.
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Особенность этой задачи — присутствие (вообще говоря, невыпук-
лых) ограничений G1 � 0, ... ,Gk � 0: отбрасывая их, получаем одну из
задач, всесторонне изученных в классической линейно-квадратичной
теории оптимального управления. Задача оптимальной стабилизации
крена летательного аппарата (3.1)–(3.3) является частным случаем
(3.17), (3.18).

Поясним, каким образом из теоремы 3.3 вытекает факт корректно-
сти обсуждаемого правила применительно к задаче (3.17)–(3.18). Эта
задача — частный случай задачи (3.6) с ограничениями (3.8):

X := L2 ([0,+∞)→ R
n)× L2 ([0,+∞)→ R

m), z = [x(·),u(·)],
Z :=

{
z ∈ X : выполнено (3.17)

}
,

(3.20)
в (3.8) k = s и функционалы Gi(·) определены согласно (3.19). Они
квадратичны, причем в (3.14) l∗0 = 0,A = 0,B(·) = [B1(·), ... ,Bk(·)] и
Bi(z) равно правой части (3.19) с γi := 0. Подпространство M состоит
из процессов z = [x(·),u(·)] ∈ X , удовлетворяющих (3.17) с нулевым
начальным состоянием a = 0. В качестве операторов Tj следует взять
сдвиги: Tjz = [y(·), v(·)] эквивалентно y(t) = x(t − j) и v(t) = u(t −
− j) при t � j, y(t) = 0, v(t) = 0 при 0 � t � j. Справедливость
(ii) и (iii) теоремы 3.3 вытекает из стационарности системы (3.17)
и независимости интеграндов в (3.19) от времени, причем формы ин-
вариантны не только асимптотически, но и в более сильном обычном
смысле. Справедливость (i) проверяется несложной выкладкой (подроб-
ности см. в [146]). В итоге теорема 3.2 легко влечет следующий вывод
[146].
• Если задача (3.17), (3.18) правильна, то правило Якубовича для
нее корректно.

Подчеркнем, что это справедливо независимо от того, выпуклы или
нет функционалы Gi в (3.18).

На разбираемом примере легко пояснить привлекательность обсуж-
даемого правила в области линейно-квадратичной оптимизации с квад-
ратичными ограничениями. Действительно, оно сводит решение задачи
(3.17), (3.18) к решению задач (3.10) и (3.12). Сейчас согласно (3.9) и
(3.19)

S(τ , z) =

∞∫

0

Gτ
[
x(t),u(t)

]
dt− γτ ,

где γτ :=
k∑
i=1

τiγ1, Gτ (x,u) := G0(x,u) +
k∑
i=1

Gi(x,u)

(3.21)

— квадратичная форма от x,u, и τi — компоненты вектора τ . Сле-
довательно, (3.10) — это стандартная линейно-квадратичная задача
оптимального управления вида (2.5)–(2.7): минимизировать квад-
ратичный функционал из (3.21) на траекториях системы (3.17),
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удовлетворяющих включению из (3.18). Для решения таких задач
развиты весьма эффективные методы. В то же время двойственная за-
дача (3.12), которую также необходимо решить в процессе выполнения
метода, является, как уже отмечалось, задачей конечномерной выпук-
лой оптимизации. Такие задачи обычно сравнительно легко решаются
методами выпуклого программирования.

Например, приведенное в п. 3.1 решение задачи оптимальной ста-
билизации крена летательного аппарата (3.1)–(3.3) получено в [234]
за счет аналитического решения первой вспомогательной задачи (3.10)
методами линейно-квадратичной теории оптимального управления. Это
приводит к формуле (3.4) для оптимального регулятора и к аналитиче-
скому выражению для минимума функционала в этой задаче, т. е. для
функции (3.11), определяющей двойственную задачу (3.12). Уравнение
(3.5) для нахождения параметра ζ оптимального регулятора, по сути,
представляет собой условие Ферма в этой задаче.

Теорема 3.3 инициировала серию исследований [40, 45, 82–85, 199,
201], нацеленных на дальнейшее расширение сферы действия априор-
ных критериев применимости правила Якубовича. Для примера приве-
дем один из установленных более общих критериев. Отметим, что в
отличие от теоремы 3.3, он применим к задачам с квадратичными не
только неравенствами, но и равенствами.
Теорема 3.4 ([82, 85]). Пусть в задаче (3.6) Z — аффинное под-
пространство вещественного локально выпуклого пространства X,
т. е. сдвиг Z = M + c некоторого линейного подпространства M ⊂
⊂ X . Предположим, что

G0(z) = B0(z) + Φ0(z), G(z) = B(z) + Φ(z).

Здесь Φ(·) = [Φ1(·), ... ,Φs(·)], B(·) = [B1(·), ... ,Bs(·)] и Bi(·) — квад-
ратичные формы (3.15). Обозначим

Υ+ := {(θ, τ) : θ � 0, τ 
k 0,Bθ,τ (h) := θB0(z) + τ�B(z) � 0 ∀h ∈ M}
(3.22)

и предположим, что справедливы следующие утверждения:
A) функции Φ0 : X → R, Φ : X → R

s непрерывны на Z;
B) для любой пары (θ, τ) ∈ Υ+ функция Φθ,τ (z) := θΦ0(z) + τ�Φ(z)

выпукла на Z;
C) для любого z ∈ Z и i = 0, ... , s линейные операторы Bi(z, ·)

непрерывны на подпространстве M, где Bi(·, ·) — билинейные
симметричные отображения из (3.15);

D) для любых θ �, τ 
k 0 квадратичная форма из (3.22) обладает
следующим свойством:

существует h ∈ M, для которого Bθ,τ (h) < 0
⇓

∃{hj}∞j=1 ⊂M : hj → 0 при j →∞ и lim infj→∞ Bθ,τ (hj) < 0.
(3.23)
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Если к тому же задача (3.6) правильна, то правило Якубовича для
нее корректно. Кроме того для любого множителя Лагранжа τ 
k 0
с конечной величиной (3.11) лагранжиан (3.9) — выпуклая на Z
функция.

Замечание 3.2. i) Условия теоремы не предполагают, что формы
B0(·), B(·) и функции G0(·), G(·) выпуклы.

ii) Сформулированные в A) и B) требования к функциям Φi(·)
заведомо выполнены, если эти функции непрерывны, выпуклы
при i � k и линейны при i > k.

В некоторых случаях условие D) можно переформулировать в
терминах отрицательного индекса инерции квадратичной формы B∗(·)
на подпространстве M:

N−M[B∗(·)] := sup
L⊂M:B∗(x)<0∀x∈L,x �=0

dimL,

где L — линейные подпространства. Именно: пусть X — вещественное
гильбертово пространство, подпространство Z ⊂ X замкнуто и формы
B0(·) и B(·) непрерывны относительно нормы пространства X . Снаб-
дим X слабой топологией. Тогда условие D) сводится к тому, что для
любых θ � 0, τ 
k 0 справедлива импликация

NM
− [Bθ,τ (·)] = 0 =⇒ NM

− [Bθ,τ (·)] = ∞.
Однако даже в такой ситуации предположение D) часто удобнее
проверять в форме (3.23).

Последние утверждения теорем 3.3 и 3.4 (функция (3.9) выпукла)
означают, что глобальный оптимум в рассматриваемой невыпуклой
задаче можно найти методами выпуклой оптимизации. Действительно,
это правило сводит указанную задачу к двум вспомогательным: (3.10) и
(3.12). Ранее уже отмечалось, что вторая из них (3.12) — конечномерная
задача выпуклого программирования. Ее можно переписать в виде

S0(τ) → max при τ ∈ EFF := {τ 
k 0 : S0(τ) > −∞} .
(При EFF = ∅ из сформулированных в (I)–(IV) утверждений легко
следует, что инфимум функционала G0(·) в задаче (3.6) равен −∞, т. е.
эта задача решений не имеет.) Для нахождения величины S0(τ) при
τ ∈ EFF необходимо решить задачу (3.10), которая выпукла согласно
последним утверждениям из теорем 3.3 и 3.4. В этой задаче, к тому
же ограничения линейны (они выражаются включением z ∈ Z, где,
напомним, Z — аффинное подпространство). Отметим, что в настоящее
время известна целая серия весьма эффективных методов выпуклой
оптимизации.

При выполнении предположений теоремы 3.3 условие D) теоре-
мы 3.4 выполнено применительно к слабой топологии пространства X .
При этом в (3.23) следует взять hj := Tjh, где Tj — операторы из
теоремы 3.3.
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С другими априорными критериями можно ознакомиться в [40, 82,
84, 85, 146, 199, 201]. В [82, 85, 199], в частности, показано, что условие
D) теоремы 3.4 может быть ослаблено. В [234] рассматривался случай,
когда в постановке задачи (3.6) неравенство G(z)�k 0 заменено вклю-
чением G(z) ∈ K+, где K+ — телесный выпуклый конус, лежащий в
линейном нормированном пространстве Y " G(z). 1) В [201] получены
обобщения на случай, когда минимальное аффинное подпространство,
содержащее K+, замкнуто и имеет конечную коразмерность и внут-
ренность конуса K+ в этом подпространстве непуста. 2) Определенные
особенности стохастических систем предоставляют дополнительные
возможности расширения сферы применимости метода [40].

3.5. S-процедура

Обсуждаемый вопрос о корректности правила Якубовича связан
с проблемой неущербности так называемой S-процедуры. Термин S-
процедура был введен М.А. Айзерманом и Ф.Р. Гантмахером [5] для
обозначения специального приема, использованного А.И. Лурье при
построении функций Ляпунова в задачах об абсолютной устойчивости
[72]. 3) Последнее понятие, родившееся, по-видимому, в 1950-е годы,
играет заметную роль в современных теоретических и прикладных
исследованиях. Оно представляет собой понятие устойчивости, отража-
ющее неопределенность в знании исследуемой динамической системы.
Абсолютная устойчивость — это устойчивость «в целом» общего реше-
ния каждой системы из некоторого класса, равномерная по этому клас-
су. Класс определяется имеющимися (неполными) сведениями о систе-
ме и обычно включает все системы, для которых эти сведения верны.
(Во многих исследованиях, относящихся к обсуждаемой области,
систему разделяют на известную линейную часть и неизвестную нели-
нейную, которую называют «нелинейностью». Тогда класс систем опре-
деляется классом нелинейностей. Последний определяется имеющей-
ся информацией о нелинейности.) В [29, 125] содержание термина
S-процедура было сильно расширено и ему был придан следующий
смысл, который в настоящее время является практически общеприня-
тым.

Пусть заданы функции F(·) : Z → R и G(·) : Z → Rs, где Z = {z} —
некоторое множество. S-процедура — это замена условия

F(z) � 0 в области {z ∈ Z : G(z)�k 0} (3.24)

1) В приложениях это соответствует наличию в постановке задачи бесконеч-
ного числа ограничений в виде неравенств.

2) В приложениях этому соответствует случай, когда в постановке задачи
наряду с, возможно, бесконечным числом ограничений в виде неравенств
присутствует конечное число равенств.

3) Термин S-процедура родился случайно. Он отразил тот факт, что в [5, с.
18] символом S была обозначена функция, играющая ключевую роль в этом
приеме. По смыслу она аналогична функции Лагранжа.
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следующим условием:

существует такой множитель Лагранжа τ ∈ R
s, что τ 
k 0 и

F(z) + τ�G(z) � 0 ∀z ∈ Z. (3.25)

В приложениях к задачам об абсолютной устойчивости соотношение
G(z)�k 0 из (3.24) обычно описывает множество траекторий некото-
рой динамической системы или целого класса таких систем, а само
условие (3.24) означает наличие функции Ляпунова, которая обес-
печивает определенный характер поведения траекторий. (Например,
в (3.24) неравенство F(z) � 0 может представлять собой соотноше-
ние, гарантирующее невозрастание некоторой функции. Тогда условие
(3.24) означает, что эта функция не возрастает на траекториях любой
системы рассматриваемого класса, т. е. является функцией Ляпунова.)
В приложениях функции F(·),G(·) обычно зависят от некоторых «кон-
структивных» параметров, которые нужно выбрать так, чтобы обес-
печить (3.24). Часто сделать это трудно. Поэтому задачу искусствен-
но упрощают и ищут параметры, для которых справедливо (3.25)
(в чем, как отмечалось, и состоит S-процедура). Так как, очевидно,
(3.25)⇒ (3.24), для найденных параметров будет справедливо и (3.24).

К настоящему времени S-процедура зарекомендовала себя как эф-
фективный прием и применяется достаточно широко прежде всего
в теории неопределенных систем. (Об этом см. в [131, 138, 139, 204,
219–221, 224, 236]. Эти ссылки отражают лишь часть соответствующей
литературы.) S-процедура используется не только при анализе устой-
чивости или других динамических свойств системы, но и при разработ-
ке методов синтеза систем с требуемыми динамическими свойствами
[219, 220], в исследованиях, посвященных оптимизации неопределен-
ных систем [205, 220, 221] или оценке определенных спектральных
характеристик линейных систем [176] (связанных с изучением «запаса
устойчивости» системы).

S-процедура порождает естественный вопрос: эквивалентны ли
условия (3.24) и (3.25)? Как уже отмечалось, (3.25)⇒ (3.24). Однако в
общем случае обратная импликация (3.24)⇒ (3.25), а значит, и эквива-
лентность (3.24) ⇔ (3.25), несправедливы [26, 117, 125]. В тех случаях,
когда указанная эквивалентность имеет место, S-процедуру называют
неущербной. Тогда она оказывается особенно эффективной, так как
приводит к исчерпывающему решению задачи, например к нахожде-
нию не просто достаточных, а необходимых и достаточных критериев
абсолютной устойчивости [126, 203, 236] или к нахождению не просто
некоторого регулятора, стабилизирующего заданную неопределенную
систему, а оптимального стабилизирующего регулятора [220] и т. п.
Именно к вопросу о неущербности S-процедуры имеют отношение
результаты, обсуждаемые в данном параграфе.
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Именно, имеет место следующий факт.
Теорема 3.5 ([117, 126, 201]). Следующие два утверждения равно-
сильны.

А) Правило Якубовича решения задачи (3.6) корректно, т. е.
оно дает правильный ответ, а сформулированные в (I)–(IV)
утверждения верны.

Б) Неущербна S-процедура для функций G(·) и F(·) := G0(·) − ϕ
при любом ϕ ∈ R.

Таким образом, критерии корректности рассматриваемого правила мо-
гут быть легко преобразованы в критерии неущербности S-процедуры.

3.6. Некоторые конкретные классы задач, допускающих
применение правила Якубовича

В данном подпараграфе будут охарактеризованы некоторые клас-
сы задач, для которых удалось обосновать априорную применимость
(корректность) этого правила на основе развитой общей теории.
С другими подобными классами можно ознакомиться, например, в
[40, 45, 85, 146, 199, 234, 235, 238]. Отметим, в частности, что в слу-
чае бесконечного интервала времени указанное правило примени-
мо к определенным стохастическим аналогам стационарной линейно-
квадратичной задачи (3.17), (3.18) [40, 45, 146, 235], к аналогичным
детерминированным и стохастическим задачам с дискретным временем
[238], а также к некоторым детерминированным задачам с неперио-
дическими коэффициентами [85, 199]. В [45, 85, 199, 234, 235] можно
ознакомиться с дополнительными примерами решения задач обсужда-
емым методом.

В данном подпараграфе представлены невыпуклые задачи оптималь-
ного управления с ограничениями, для которых

p1) правило Якубовича корректно;
p2) функция Лагранжа (3.9) выпукла на подпространстве Z из (3.6)

всякий раз, когда τ 
k 0 и эта функция ограничена снизу на Z.

Пояснение 3.4. Как уже отмечалось, утверждения p1) и p2) означают,
что глобальный оптимум в рассматриваемой невыпуклой задаче можно
найти методами выпуклой оптимизации.

Для большинства рассматриваемых далее задач этот вывод можно
усилить. Именно для них

p3) первая из двух вспомогательных задач, используемых правилом
Якубовича, (именно (3.10)) относится к числу задач, всесто-
ронне изученных в линейно-квадратичной теории оптимального
управления (или сводится к такой задаче).

Следовательно, к ней применимы разработанные в этой теории
эффективные методы решения.

Напомним, что вторая из упомянутых вспомогательных задач явля-
ется конечномерной задачей выпуклого программирования.
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Для определенности далее рассматриваем системы, описываемые
дифференциальными уравнениями. Вместе с тем аналогичные примеры
легко построить и для других типов систем, например, описываемых
разностными, дифференциально-разностными, интегральными, стоха-
стическими и другими уравнениями.

3.6.1. Детерминированные системы на бесконечном интервале
времени. Рассмотрим следующую задачу:

G0 → min при ограничениях
G1 � 0, ... ,Gk � 0, Gk+1 = 0, ... ,Gs = 0,

(3.26)

x′ = A(t)x +B(t)u,
x = x(t) ∈ Rn, u = u(t) ∈ Rm, 0 � t <∞, (3.27)

x(0) = a, |x(·)| + |u(·)| ∈ L2, (3.28)

Gi :=

∞∫

0

Gi(t,x,u) dt+

∞∫

0

φi(t,x,u) dt− γi (i = 0, ... , s). (3.29)

Здесь x = x(t) ∈ Rn — состояние, u = u(t) ∈ Rm — управление, A(t) и
B(t) — матрицы соответствующих размеров,

Gi(t,x,u) = x�Gi(t)x+ 2x�Qi(t)u+ u�Γi(t)u (3.30)

— квадратичная форма переменных x и u, функция φi(t,x,u), по
меньшей мере, выпукла по x, u, и γ0, ... , γs — заданные числа, γ0 = 0.
Матричные функции A(·), B(·), Gi(·) = Gi(·)�, Qi(·), Γi(·) = Γi(·)� и
скалярная функция φi(·,x,u) (при любых x,u) кусочно непрерывны по
t. Далее на Gi(·) и φi(·) накладываются дополнительные требования,
которые, в частности, обеспечивают сходимость интегралов в (3.29)
для любых x(·) ∈ L2 и u(·) ∈ L2. Подчеркнем, что эти условия не
влекут выпуклости форм Gi(·) и функционалов Gi. Таким образом, рас-
сматриваемые задачи являются, вообще говоря, невыпуклыми задачами
глобальной оптимизации.

В общем случае правило Якубовича к задаче (3.26)–(3.29) непри-
менимо [199]. Поэтому его корректность может иметь место лишь для
специальных случаев этой задачи. Первый из них уже упоминался
ранее в ситуации, когда квадратичные ограничения в виде равенств
отсутствуют.

Теорема 3.6. Пусть в (3.27) A(t) = A, B(t) = B и в (3.30) Gi(t) =
= Gi, Qi(t) = Qi, и Γi(t) = Γi — постоянные матрицы. Предпо-
ложим, что пара (A,B) стабилизируема и φi(t,x,u) = ri(t)�x +
+ ρi(t)�u, где ri(·) ∈ L2 ([0,+∞)→ Rn) , ρi(·) ∈ L2 ([0,+∞)→ Rm).
Предположим также, что задача (3.26)–(3.29) правильна в смысле
определения 3.1. Тогда для нее справедливы утверждения p1), p2).
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Замечание 3.3. Как отмечалось ранее, для нее справедливо и утвер-
ждение p3).

В частном случае отсутствия ограничений в виде равенств k = s
теорема 3.6 установлена в [234]. На общий случай она распространена
в [85], хотя необходимая для этого общая теория была построена уже
в [201].
Пример 1 [91, 234]. Рассмотрим следующую модификацию задачи оп-
тимальной стабилизации крена летательного аппарата, отличающуюся
от (3.1)–(3.3) квадратичным ограничением. Объект описывается урав-
нениями

x′1 = x2, x′2 = αx2 + βu, x1(0) = 0, x2(0) = θ. (3.31)

Требуется найти управление u(·) из условий

|x1(·)|, |x2(·)|, |u(·)| ∈ L2(0,+∞), (3.32)
∞∫

0

x2
1 dt � γ,

∞∫

0

u2 dt→ inf (γ > 0). (3.33)

Установим вначале, что задача правильна. Для этого выберем малый
параметр ε > 0 и положим

x1(t) :=

⎧⎨⎩
θt− θ

2ε t
2 при 0 � t � ε,

θε
4 [cos(t− ε) + 1] при ε < t � π + ε

0 при π + ε < t;
,

x2(·) := x′1(·), u(·) := β−1
[
x′2 − αx2

]
.

Легко проверить, что процесс [x1(·),x2(·),u(·)] удовлетворяет (3.31) и
(3.32). Подставляя x1(·) в левую часть неравенства из (3.33), убеж-
даемся, что при малых ε оно выполнено строго. Это доказывает, что
задача правильна в смысле определения 3.1.

В свою очередь по теореме 3.6 это гарантирует применимость пра-
вила Якубовича. В рассматриваемом случае задача (3.10) имеет вид

∞∫

0

(
τx2

1 + u2) dt− γτ → min при ограничениях (3.31) и (3.32), τ � 0.

(3.34)
Это — частный случай стандартной линейно-квадратичной задачи оп-
тимального управления. Используя соответствующую теорию (см., на-
пример, [94, 145, 234]), легко убедиться, что при τ � 0

S0(τ) =
αθ2

β2 +
|α|θ2ζ
β2 − α4γ(ζ2 − 1)2

4β2 , (3.35)
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где ζ2 = 1 + 2α−2|β|√τ � 1 и τ � 0. При этом для τ > 0 оптимальный
процесс в задаче (3.34) существует, единствен и порождается регуля-
тором

u = −√τ sgnβx1 − β−1
(
α+

√
α2 + 2

√
τ |β|

)
x2, (3.36)

а функционал из (3.34) положительно определен на множестве про-
цессов, удовлетворяющих (3.31) при θ = 0 и (3.32). 1) На интервале
ζ ∈ [1,+∞) функция (3.35) достигает максимума в точке ζ = ζ0, явля-
ющейся корнем уравнения

ζ(ζ2 − 1) = |α|−3γ−1θ2, (3.37)

единственным на полуоси ζ � 1. Соответствующее значение τ рав-
но τ0 = θ4(2αβγζ0)−2. Так как τ0 > 0, отвечающий ему функционал
(3.34), как уже отмечалось, положительно определен на M. Отсюда
и леммы 3.1 следует, что в исходной задаче (3.31)–(3.33) существует,
причем единственный, оптимальный процесс. В соответствии с (III) он
совпадает с решением задачи (3.34) и, значит, порождается регулято-
ром (3.36) с τ = τ0. Несложные преобразования показывают, что этот
регулятор имеет вид

u = − θ2 sgn β
2|αβ|γζ0 x1 − α+ |α|ζ0

β
x2,

где, напомним, ζ0 — корень уравнения (3.37) на полуоси ζ � 1.
В работах [91, 234] приведены другие примеры решения обсуждае-

мым методом стационарных линейно-квадратичных задач оптимального
управления с квадратичными ограничениями.

Укажем более общий класс задач вида (3.27)–(3.29), для которых
правило Якубовича корректно. Он образован задачами с почти пери-
одическими коэффициентами 2) и исчезающими на бесконечности вы-
пуклыми слагаемыми в неравенствах и минимизируемом функционале.
Теорема 3.7 ([85, 199]). Предположим, что
(i) в (3.27), (3.30) A(·), B(·), Gi(·), Qi(·) и Γi(·) — почти периоди-

ческие функции 3) ;
(ii) в (3.29) при i > k

φi(t,x,u) = ri(t)�x+ ρi(t)�u,

ri(·) ∈ L2 ([0,+∞)→ Rn) , ρi(·) ∈ L2 ([0,+∞)→ Rm) ;
(3.38)

1) В рассматриваемом примере — это множество M из теоремы 3.4 и лем-
мы 3.1.

2) Здесь и далее термин почти периодическая означает почти периодиче-
ская по Бору [61].

3) Точнее, каждая из них допускает продолжение до почти периодической
функции, заданной на вещественной оси.
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(iii) при i � k функция φi(t,x,u) выпукла по x и u для почти всех t
и при этом

|φi(t,x,u)| � αi(t)
(
|x|2 + |u|2

)
+ βi(t) (|x|+ |u|) + γi(t),

где α0(·) � 0, ... ,αk(·) � 0 — непрерывные функции переменной
t ∈ [0,∞), причем αi(t) → 0 при t → ∞ и βi(·) ∈ L2

(
[0,∞) →

→ R
)
, γi(·) ∈ L1

(
[0,∞)→ R

)
, βi(·) � 0, γi(·) � 0;

(iv) система (3.27) стабилизируема, т. е. существует такая огра-
ниченная непрерывная m× n-матричная функция C(t), 0 � t <
<∞, что решение x(·) задачи Коши

x′ = (A+BC) x+ f(t), 0 � t <∞, x(0) = 0,

принадлежит L2 [[0,∞)→ Rn] для любого f(·) ∈ L2 [[0,∞)→ Rn].
Предположим также, что задача (3.26)–(3.29) правильна в смысле
определения 3.1. Тогда для нее справедливы утверждения p1), p2).

Если (3.38) верно для всех i и все перечисленные в (i) функции пе-
риодичны с общим периодом, то для задачи (3.26)–(3.29) справедливо
и утверждение p3). Действительно, вспоминая (3.20), заключаем, что
тогда первая из двух вспомогательных задач, используемых правилом
Якубовича, (именно (3.10)) — это задача минимизации при ограниче-
ниях (3.27), (3.28) функционала

S(τ , z) =

∞∫

0

Gτ [t,x(t),u(t)] dt+

∞∫

0

rτ (t)x(t) dt+

∞∫

0

ρτ (t)u(t) dt− γτ

(z = [x(·),u(·)]),
где

Gτ [t,x,u] :=
s∑
i=0

τiGi[t,x,u], rτ (·) :=
s∑
i=0

τiri(·) ∈ L2,

ρτ (·) :=
s∑
i=0

τiρi(·) ∈ L2, γτ :=
s∑
i=1

τiγi ∈ R ( здесь τ0 := 1).
(3.39)

При этом коэффициенты квадратичной формы Gτ [t,x,u] и дифферен-
циального уравнения из (3.27) — периодические функции с общим пе-
риодом. Такая задача была всесторонне изучена, например, в [144, 145],
т. е. справедливо утверждение p3).

С другими случаями корректности правила Якубовича для задач
вида (3.26)–(3.29) можно ознакомиться в [85].

3.6.2. Линейно-квадратичная задача управления с квадратич-
ными ограничениями, связанная с оптимальным гашением вы-
нужденных колебаний в линейных системах. Один из вариантов
математической постановки проблемы оптимального гашения вынуж-
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денных колебаний в линейных системах формулируется в виде следу-
ющей задачи оптимального управления [147, 152]:

x′ = A(t)x +B(t)u + f(t), x = x(t), u = u(t), t ∈ R, (3.40)

G1 � 0, ... ,Gk � 0, Gk+1 = 0, ... ,Gs = 0, (3.41)

G0 → min, (3.42)

Gj := Gj [x(·),u(·)] := lim
T→∞

1
2T

T∫

−T
Gj [t,x(t),u(t)] dt− γj . (3.43)

Здесь x = x(t) ∈ Rn — состояние, u = u(t) ∈ Rm — управление,
f(·) — внешнее возмущение, Gi(t,x,u) — квадратичная форма (3.30)
относительно x и u, а γ0 = 0, γ1, ... , γs — заданные числа, A(·), B(·),
Gj(·), Qj(·), Γj(·) и f(·) — заданные почти периодические матричные
функции. Минимум ищем на множестве всех пар [x(·),u(·)] почти
периодических функций x : R → Rn, u : R → Rm, удовлетворяющих
(3.40) и (3.41). (Так как подынтегральная функция в (3.43) почти пери-
одична [61, с. 11], предел в (3.43) существует [61, с. 27].) Заметим, что
при сделанных предположениях функционалы (3.43), вообще говоря,
невыпуклы.

Напомним, что уравнение x′ = A(t)x с ограниченной по t функцией
A(·) называется экспоненциально дихотомическим (на R), если для
некоторого t0 ∈ R пространство Rn распадается в прямую сумму Rn =
= L+ ⊕ L− линейных подпространств L+,L− ⊂ Rn, причем для σ = ±
решения x(·) рассматриваемого уравнения с x (t0) ∈ Lσ подчиняются
оценке

|x(t)| � Cσe
−νσ|t−s||x(s)| при σ(t− s) � 0

с некоторым показателем νσ > 0. 1)
Экспоненциальная дихотомичность стационарного уравнения x′ =

= Ax равносильна отсутствию у матрицы A мнимых собственных
чисел. Для экспоненциальной дихотомичности уравнения x′ = A(t)x
с периодическим коэффициентом A(·) необходимо и достаточно, чтобы
спектр матрицы монодромии не пересекался с единичной окружностью
[34, с. 288].
Теорема 3.8 ([83]). Пусть в задаче (3.40)–(3.43) коэффициенты
A(·),B(·) дифференциального уравнения из (3.40), а также коэф-
фициенты Gj(·), Qj(·), Γj(·) квадратичных форм Gj(·) из (3.43) —
почти периодические функции. Предположим, что существует та-
кая почти периодическая m× n матричная функция C(·), что урав-
нение x′ = [A(t) +B(t)C(t)] x экспоненциально дихотомично (на R).

1) В общем случае стандартное определение экспоненциальной дихотомич-
ности содержит еще одно требование [34, с. 225]. Однако при сделанном
предположении об ограниченности A(·) его можно опустить [34, с. 237].
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Предположим также, что рассматриваемая задача правильна в
смысле определения 3.1. Тогда для нее справедливы утверждения
p1), p2).

Если функции A(·), B(·), Gj(·), Qj(·), Γj(·) постоянны, для задачи
(3.40)–(3.42) справедливо и утверждение p3). Действительно, тогда
Gi(t,x,u) = Gi(x,u), z = [x(·),u(·)], а в силу (3.9) и (3.43)

S(τ , z) = lim
T→∞

1
2T

T∫

−T
Gτ [x(t),u(t)] dt− γτ , (3.44)

где Gτ [x,u] и γτ определены согласно (3.39). Здесь Gτ [x,u] — квад-
ратичная форма переменных x и u. Поэтому сейчас первая из двух
вспомогательных задач, используемых правилом Якубовича (именно
(3.10)) — это задача минимизации функционала (3.44) при ограни-
чениях (3.40), причем коэффициенты квадратичной формы Gτ [x,u] из
(3.44) и коэффициентыA(·), B(·) дифференциального уравнения (3.40)
постоянны. Решение такой задачи получено в [10, 147, 152]. 1) Таким
образом, справедливо p3).

3.6.3. Задачи управления детерминированными системами на
конечном интервале времени. Рассмотрим следующую задачу опти-
мального управления:

G0 → min при ограничениях
G1 � 0, ... ,Gk � 0, Gk+1 = 0, ... ,Gs = 0,

(3.45)

x′ = A(t)x +B(t)u,
x = x(t) ∈ Rn, u = u(t) ∈ Rm, t0 � t � t1,

(3.46)

x(t0) = a, |u(·)| ∈ L2 ([t0, t1]→ R
m) , (3.47)

Gi :=

t1∫

t0

Gi(t,x,u) dt+ x(t1)�Mix(t1)− γi +

t1∫

t0

ri(t)�x dt+

t1∫

t0

ρi(t)�u dt.

(3.48)
Здесь Gi(t,x,u) — квадратичная форма (3.30) относительно x, u с ко-
эффициентами, зависящими от t ∈ [t0, t1], а n × n-матрица Mi сим-
метрична и t0 < t1, γ0, ... , γs — заданные числа, γ0 = 0. Кроме того,

1) В [10, 147, 152] минимум найден на более широком, чем сей-
час, множестве D допустимых процессов. (Например, в [152] D :=
= {[x(·),u(·)] : выполнено (3.40) и t−1/2|x(t)| → 0 при t → ∞} и в (3.43) вместо
lim рассмотрен lim.) Вместе с тем с учетом почти периодичности функции
f(·) из найденного в [152] семейства оптимальных процессов легко выделяется
почти периодический процесс. Он, очевидно, доставляет минимум на рассмат-
риваемом сейчас более узком классе почти периодических процессов.
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A(t), B(t) и коэффициенты форм Gi(t,x,u) — кусочно-непрерывные
матричные функции переменной t, ri(·) ∈ L1 ([t0, t1]→ R

n), ρi(·) ∈
∈ L2 ([t0, t1]→ Rm). Хотя далее на Gi(·) накладываются дополнитель-
ные требования, они не влекут выпуклости функционалов Gi.

В общем случае правило Якубовича к задаче (3.45)–(3.48) непри-
менимо. Поэтому корректность этого правила может иметь место лишь
для специальных случаев рассматриваемой задачи. Укажем два из них,
начав с простейшего.

Для θ ∈ R, τ = {τi} ∈ Rs обозначим

Γθ,τ (t) := θΓ0(t) +
s∑
i=1

τiΓi(t)

и определим Gθ, τ (t), Qθ,τ(t), Mθ,τ , Gθ,τ (t,x,u), rθ,τ (t), ρθ,τ (t), γθ,τ
аналогично. Очевидно,

Gθ,τ (t,x,u) = x�Gθ,τ (t)x + 2x�Qθ,τ (t)u+ u�Γθ,τ (t)u.

Теорема 3.9 ([85]). Пусть
Qi(·) ≡ 0, Gi(·) ≡ 0, Mi = 0 ∀i > k,

Qi(·) ≡ 0, Mi � 0, Gi(t) � 0 ∀t ∈ [t0, t1], i � k.
(3.49)

Если к тому же эта задача правильна в смысле определения 3.1, то
для нее справедливы утверждения p1), p2).

Заметим, что для рассматриваемой задачи справедливо и утвержде-
ние p3). Это верно для любых форм Gi(·), коэффициентов A(·), B(·)
и матриц Mi независимо от того, выполнено условие (3.49) или нет.
Действительно, в рассматриваемой задаче z = [x(·),u(·)] и в силу (3.48)

S(τ , z) := G0(z) + τ1G1(z) + · · ·+ τk+lGs(z) =

=

t1∫

t0

G1,τ [t,x(t),u(t)] dt+

t1∫

t0

r�1,τ (t)x(t) dt+

t1∫

t0

ρ�
1,τ (t)u(t) dt− γτ , (3.50)

где Gτ [x,u] — квадратичная форма переменных x и u. Поэтому сей-
час первая из двух вспомогательных задач, используемых правилом
Якубовича (именно (3.10)), — это задача минимизации функционала
(3.50) при ограничениях (3.46), (3.47). Эта задача хорошо изучена
и для ее решения построены эффективные методы (см., например,
[9, 10, 145, 241] и др.).

Эту теорему несложно обобщить и на несколько иную, в определен-
ном отношении более распространенную, ситуацию. Для ее описания
введем два множества:

Ξ+ := {(θ, τ) : θ ∈ R, τ = {τi} ∈ Rs, τi � 0
∀i � k, θ � 0 и Γθ,τ (t± 0) � 0 ∀t} .

Ξ+
0 := {(θ, τ) ∈ Ξ+ : Γθ,τ (t± 0) � δI ∀t при некотором δ > 0} .

(3.51)
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Упомянутая ситуация состоит прежде всего в том, что
(i) если Ξ = ∅, то и Ξ+

0 = ∅;
(ii) система (3.46) управляема на любом подынтервале [t′, t′′] ⊂

⊂ [t0, t1] , t′ < t′′.
Пусть Ξ+

0 = ∅, рассмотрим (θ, τ) ∈ Ξ+
0. Согласно (3.51) при любом t ∈

∈ [t0, t1] существует Γθ,τ (t± 0)−1 � δ−1I. Поэтому матричные функции

Aθ,τ (t) := A(t)−B(t)Γθ,τ (t)−1Qθ,τ(t)�,

Dθ,τ (t) := Gθ,τ (t)−Qθ,τ(t)Γθ,τ (t)−1Qθ,τ (t)�,

Cθ,τ (t) := B(t)Γθ,τ (t)−1B(t)�

определены и кусочно-непрерывны при t ∈ [t0, t1]. Определим n × n-
матричные функции Xθ,τ (t) и Ψθ,τ (t), t0 � t � t1 как решение следую-
щей задачи Коши для системы линейных дифференциальных уравне-
ний:

d
dt

(
Xθ,τ (t)
Ψθ,τ (t)

)
=
(

Aθ,τ (t) Cθ,τ (t)
Dθ,τ (t) −Aθ,τ (t)�

)(
Xθ,τ (t)
Ψθ,τ (t)

)
,

Xθ,τ (t1) = I, Ψθ,τ(t1) = −Mθ,τ .

Теорема 3.10 ([85]). Пусть выполнены условия (i), (ii) и для любой
пары (θ, τ) ∈ Ξ+

0

detXθ,τ (t) = 0 ∀t ∈ (t0, t1].

Предположим также, что задача (3.45)–(3.48) правильна в смысле
определения 3.1. Тогда для нее справедливы утверждения p1), p2).

Как было установлено ранее, в предположениях сформулированной
теоремы утверждение p3) также справедливо.
Пример 1 [202]. Рассмотрим следующую задачу:

x′ = αx+ u,

x = x(t) ∈ R, u = u(t) ∈ R, 0 � t � T , x(0) = a,

|x(·)| + |u(·)| ∈ L2,

T∫

0

x2 dt � η

T∫

0

u2 dt,

T∫

0

u2 dt→ min,

(3.52)

где числа α, a ∈ R и η > 0,T > 0 заданы. Она представляет собой част-
ный случай линейно-квадратичной задачи оптимального управления
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с квадратичными ограничениями на конечном временном интервале
(3.45)–(3.48) сейчас;

t0 = 0, t1 = T , n = m = k = s = 1,
A = α, B = 1, G0(x,u) = u2, G1(x,u) = x2 − ηu2,
Mi = 0, Qi(·) ≡ 0, G0(t) = 0, G1(t) = 1,
Γ0(t) = 1, Γ1(t) = −η, γ1 = 0, ri(·) ≡ 0, ρi(·) ≡ 0.

Несложно убедиться, что эта задача правильна в смысле определе-
ния 3.1. 1) Значит, по теореме 3.9 для нее правило Якубовича коррект-
но.

Применим его. Сейчас τ ∈ R и задача (3.10) имеет вид

x′(t) = αx(t) + u(t), 0 � t � T , x(0) = a,

S [τ ,x(·),u(·)] =

T∫

0

[
τx2 + (1− ητ)u2

]
dt→ min . (3.53)

Она представляет собой частный случай классической линейно-
квадратичной задачи оптимального управления на конечном интервале
времени, исследовавшейся во многих работах. Применяя соответству-
ющую теорию (см., например, [145]) и производя простые вычисления,
устанавливаем, что

S0(τ) =
{
a2ϕ(τ), если 0 � τ � η−1,
−∞, если η−1 < τ.

Здесь

ϕ(τ) :=

{
τ eνT−e−νT

(ν+α)e−νT +(ν−α)eνT , |α|+ τ > 0, 0 � τ < η−1,
0 , α = τ = 0,

(3.54)

ν :=
√
α2 +

τ

1− ητ . (3.55)

Кроме того, при 0 � τ < η−1 в задаче (3.53) существует и единствен
оптимальный процесс и этот процесс порождается регулятором

u = rτ (t)x, 0 � t � T , (3.56)

где

rτ (t) = − τ

1− ητ
eν(T−t) − e−ν(T−t)

(ν + α)e−ν(T−t) + (ν − α)eν(T−t) , 0 � t � T , (3.57)

если |α|+ τ > 0 и rτ (·) ≡ 0, если |α|+ τ = 0.

1)Подробное обоснование этого факта приведено в [91, 202].
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С учетом полученного выражения для S0(τ) двойственная задача
(3.12) принимает вид

ϕa(τ) := a2ϕ(τ) → max, τ ∈ [
0, η−1] . (3.58)

Здесь, очевидно, ϕ(η−1) = ϕ(0) = 0 и ϕ(τ) > 0 для τ ∈ (
0, η−1

)
. Поэто-

му maxτ∈[0,η−1] ϕ(τ) достигается в некоторой точке

τ0 ∈ (
0, η−1) , (3.59)

которая и является решением двойственной задачи (3.58). В силу (3.59)
подынтегральная квадратичная форма в (3.53) положительно определе-
на. Это позволяет применить лемму 3.1 и заключить, что в исходной
задаче (3.52) оптимальный процесс существует и единствен. В со-
ответствии с (III) он может быть найден следующим образом. Находим
решение τ = τ0 задачи

ϕ(τ) → max, τ ∈ (
0, η−1) ,

где функция ϕ(·) определена согласно (3.55) и (3.54). Решение τ0

обязательно существует. Оптимальный процесс порождается регу-
лятором (3.56) при τ = τ0 с коэффициентом (3.57), где ν определено
в (3.55).

Подчеркнем, что в двойственной задаче (3.58) максимизируемая
функция в соответствии с общей теорией вогнута. Таким образом, это
задача конечномерного выпуклого программирования. В то же время
исходная задача (3.52), вообще говоря, невыпукла.

С другими примерами решения невыпуклых задач оптимального
управления на конечном интервале времени обсуждаемым методом
можно ознакомиться в [85, 91, 202].

3.6.4. Распределенное оптимальное управление системой ги-
перболического типа. Рассмотрим следующую задачу оптимального
управления:

∂2x

∂t2
=
∂2x

∂θ2
+ u(t, θ), 0 � t <∞, 0 � θ � π, (3.60)

x(0, θ) = x0(θ),
∂x

∂θ
(0, θ) = x1(θ), 0 � θ � π, (3.61)

x(t, 0) = x(t,π) = 0, 0 � t <∞, (3.62)
∞∫

0

π∫

0

u2 dt dθ � ν

∞∫

0

π∫

0

x2 dt dθ, (3.63)

G0 :=

∞∫

0

π∫

0

(
u2 + σx2

)
dt dθ → min . (3.64)
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Числа ν > 0,σ > 0, а также функции x0(·) ∈
◦
W 1

2 (0,π), x1(·) ∈ L2(0,π)
заданы, x = x(t, θ) ∈ R и u = u(t, θ) ∈ R — искомые состояние и управ-
ление соответственно, x(·) ∈ L2, u(·) ∈ L2, где L2 := L2 ([0,∞)× [0,π]).
Известно [59, 60, 66], что для u(·) ∈ L2 существует, причем единствен-
ное, обобщенное решение начально-краевой задачи (3.60)–(3.62), т. е.
функция x(·, ·), для которой

x(·, ·) ∈ C[[0,∞)→
◦
W 1

2 (0,π)
]
,

∂x

∂t
(·, ·) ∈ C [[0,∞)→ L2(0,π)] ,

∂2x

∂t2
(·, ·) ∈ Lloc

2

[
[0,∞)→ H−1(0,π)

]
(3.65)

и выполнены равенства (3.60), (3.61), где производные понимаются
как обобщенные. 1) Минимум ищем на множестве D всех удовле-
творяющих ограничению (3.63) пар [x(·),u(·)] ∈ L2 × L2, в которых
x(·, ·) — обобщенное решение начально-краевой задачи (3.60)–(3.62).
Ввиду ограничения (3.63) множество D невыпукло [91], что, как уже
неоднократно отмечалось, осложняет решение задачи по сравнению с
выпуклым случаем.

В случае когда ограничение (3.63) отсутствует, решение задачи
(которая тогда описывается соотношениями (3.60)–(3.62), (3.64)) легко
получить методом моментов. Действительно, в терминах коэффициен-
тов Фурье:

xn(t) :=

√
2
π

π∫

0

x(t, θ) sin(nθ) dθ,

un(t) :=

√
2
π

π∫

0

u(t, θ) sin(nθ) dθ,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
xin :=

√
2
π

π∫

0

xi(θ) sin(nθ) dθ, (3.66)

1) Элементами пространства H−1(0,π) являются распределения (обобщен-
ные функции) на отрезке [0,π], т. е. линейные функционалы на пространстве
Шварца D(0,π) бесконечно дифференцируемых финитных функций z : [0,π] →
→ R, непрерывные относительно определенной локально выпуклой линейной
топологии в этом пространстве. Обсуждаемое пространство H−1(0,π) содер-
жит те и только те распределения, которые непрерывны в топологии, индуци-

рованной на D(0,π) из
◦

W 1
2 (0,π); его можно отождествить с пространством,

сопряженным к
◦

W 1
2 (0,π) [66].
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начально-краевая задача (3.60)–(3.62) распадается в бесконечную си-
стему обыкновенных дифференциальных уравнений

x′′n(t) = −n2xn(t) + un(t), 0 � t <∞, xn(0) = x0
n, x′n(0) = x1

n,
(3.67)

а минимизируемый функционал принимает вид

G0 =
∞∑
n=1

∞∫

0

(
u2
n + σx2

n

)
dt.

Поэтому задача (3.60)–(3.62), (3.64) без ограничения (3.63) распадает-
ся в бесконечную систему независимых подзадач для коэффициентов
Фурье

∞∫

0

(
u2
n + σx2

n

)
dt→ min при ограничениях (3.67).

Каждая из них представляет собой частный случай классической
линейно-квадратичной задачи оптимального управления на бесконеч-
ном интервале времени и несложно решается методами, развитыми в
классической линейно-квадратичной теории оптимального управления.
В случае, когда ограничение (3.63) присутствует (который далее и
рассматриваем), исследуемая задача уже не распадается в систему
независимых подзадач для коэффициентов Фурье, так как указанное
ограничение

∞∑
n=1

∞∫

0

u2
n dt � ν

∞∑
n=1

∞∫

0

x2
n dt

не распадается в систему независимых ограничений на отдельные
коэффициенты Фурье xn(·), un(·). Вместе с тем правило Якубовича
позволяет легко преодолеть отмеченное затруднение, разбить задачу на
систему независимых подзадач для коэффициентов Фурье, применить
метод моментов и получить решение.

Опуская подробности (с которыми можно ознакомиться в [201]),
отметим, что корректность правила Якубовича устанавливается на ос-
нове теоремы 3.3. Приведем ответ, полученный этим методом.

Решение задачи (3.60)–(3.62) существует и единственно. Оно
может быть получено следующим образом.
1. На интервале [0,σ/ν] находим точку максимума τ функции

S0(τ) = (1 + τ)
∞∑
n=1

⎧⎨⎩√2n3

√√
1 +

μ

n4 − 1

√
1 +

μ

n4

(
x0
n

)2
+
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+2n2

[√
1 +

μ

n4 − 1
]
x0
nx

1
n +

√
2n

√√
1 +

μ

n4 − 1
(
x1
n

)2⎫⎬⎭ , (3.68)

где μ := σ−ντ
1+τ , σ и ν — коэффициенты из (3.63), (3.64) и xin —

коэффициенты Фурье (3.66) для начальных данных x0(·), x1(·) из
(3.61).

2. По найденному τ определяем функции

h(θ, s) :=
2
π

∞∑
n=1

n2

[√
1 +

μ

n4 − 1
]

sin(nθ) · sin(ns),

p(θ, s) :=
2
π

∞∑
n=1

√
2n

√√
1 +

μ

n4 − 1 sin(nθ) · sin(ns),

где выписанные ряды суммируемы в L2 ([0,π]× [0,π]).
Оптимальный процесс задается обратной связью

u(t, θ) = −
π∫

0

h(θ, s)x(t, s) ds−
π∫

0

p(θ, s)
∂x

∂t
(t, s) ds.

Отметим, что в (3.68) функция S0(τ) вогнута. Поэтому для поиска
точки τ можно использовать весь богатый арсенал методов одномерной
выпуклой оптимизации.

С приложениями к разнообразным задачам управления стохастиче-
скими системами можно ознакомиться в [40, 42, 45]. В [157] обсужда-
емый метод был применен для решения линейно-квадратичной задачи
оптимального управления на бесконечном временном интервале при
наличии ограничений на величину выхода системы в заданные моменты
времени.

3.7. Связь с теоремой Теплица–Хаусдорфа и родственными
результатами

Охарактеризованные ранее априорные критерии корректности пра-
вила Якубовича связаны с результатами о выпуклости образов квад-
ратичных отображений. Охарактеризуем вкратце эту связь, а также
соответствующие результаты. 1)

Назовем подмножество C ⊂ Rr почти выпуклым, если существует
такое выпуклое множество C ⊂ Rr, что C ⊂ C ⊂ C. Другими словами,
C отличается от некоторого выпуклого множества C ⊂ C не более чем
кусками относительной границы C \ riC последнего.

Замечание 3.4. Часто различие между свойствами выпуклости и почти
выпуклости несущественно, так как они используются лишь для обос-
нования применимости теорем отделимости. В то же время основные

1)С более подробным обсуждением можно ознакомиться в [32, 85].
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теоремы об отделимости выпуклых подмножеств конечномерного про-
странства распространяются на почти выпуклые множества. Например,
два почти выпуклых множества (нестрого) отделимы гиперплоскостью,
если относительные внутренности этих множеств не пересекаются.

Возвратимся к общей задаче оптимизации (3.6). Из фигурирующих
в (3.6) функций образуем отображение

z �→ Ĝ(z) :=
[
G0(z),G(z)

] ∈ R
s+1 (3.69)

и рассмотрим его надобраз

Ĝ(Z)+ :=
{
y ∈ R

s+1 : ∃z ∈ Z,G(z)�k y
}
. (3.70)

Здесь �k определено согласно (3.7), где сейчас i = 0, ... , s.
Начнем со следующего факта (см., например, [1, 30, 85, 116, 197,

201]).

Лемма 3.2. Пусть задача (3.6) правильна (см. определение 3.1) и
надобраз Ĝ(Z)+ — почти выпуклое множество. Тогда для этой
задачи корректно правило Якубовича.

Замечание 3.5. Очевидно, Ĝ(Z)+ = Ĝ(Z) + K+, где K+ := {y ∈
∈ R

s+1 : 0�k y} и рассматривается алгебраическая сумма множеств. Так
как K+ — выпуклый конус, почти выпуклость образа Ĝ(Z) влечет, как
легко убедиться, почти выпуклость надобраза Ĝ(Z)+.

Итак, корректность обсуждаемого правила вытекает из выпуклости
образа или надобраза отображения (3.69). Для линейно-квадратичных
задач оптимизации с квадратичными ограничениями это отображение
квадратичное.

Ряд классических результатов констатирует, что в определенной
ситуации выпуклость является прямым следствием квадратичности.
Именно: теорема Теплица–Хаусдорфа [184, 227] утверждает, что две
непрерывные эрмитовы формы трансформируют сферу комплексного
гильбертова пространства в выпуклое множество. По теореме Дайнса
[172] две квадратичные формы отображают вещественное линейное
пространство в выпуклое множество. В соответствии с близким резуль-
татом [117, 167] три эрмитовы формы преобразуют комплексное линей-
ное пространство в выпуклое множество. 1) Помимо теории управления
результаты такого рода представляют интерес для определенных разде-
лов математики, например теории операторов (по этому вопросу можно
обратиться к обзорам в [177, 187, 213, 229]).

Для многих приложений представляет интерес распространение
упомянутых классических теорем на случай большего числа форм.

1) С последними двумя фактами идейно связано утверждение 3.1 Точнее,
оно основано на их обобщении на случай квадратичных функционалов (3.14).
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Оно составляет содержание соответствующей проблемы, поставленной
П. Халмошом [183]. Простые примеры показывают, что ни в одной из
этих теорем число форм в общем случае увеличить нельзя. Поэтому
упомянутое распространение неизбежно связано с дополнительными
требованиями к формам.

Имеется целый ряд результатов такого рода [1, 158, 161, 167, 169,
171, 205, 211]. 1) Обсуждаемые в данной работе априорные критерии
применимости правила Якубовича опираются на ряд аналогичных ре-
зультатов, полученных В.А. Якубовичем и его учениками в 1990-х го-
дах. Для примера приведем два соответствующих факта. Они связаны
с теоремами 3.3 и 3.4.
Теорема 3.11 ([82, 85, 146]). Пусть выполнены предположения теоре-
мы 3.3 либо 3.4, за исключением условия правильности задачи. Тогда
надобраз (3.70) отображения (3.69) — почти выпуклое множество.

Отметим, что сформулированная теорема и упомянутые результаты
относятся к разным ситуациям и не охватывают друг друга. Обоб-
щающие критерии, охватывающие 2) многие из этих фактов, включая
классические результаты Теплица–Хаусдорфа и Дайнса, установлены
в [84, 85].

4. Абстрактная теория оптимального управления

4.1. Введение

Одним из центральных результатов современной теории опти-
мального управления является принцип максимума Понтрягина [101].
Его авторы рассматривали объекты управления, которые описывают-
ся обыкновенными дифференциальными уравнениями. Вскоре выяс-
нилось, что для объектов, описываемых уравнениями других типов
(с запаздываниями, интегральными, в частных производных и т. д.),
необходимые условия оптимальности имеют форму, аналогичную прин-
ципу максимума. Разнообразие соответствующих математических мо-
делей столь велико, что, по-видимому, единственный способ их объ-
единения состоит в переходе на более высокий уровень абстракции с
использованием аппарата функционального анализа. Этот путь привел
к рождению абстрактных теорий оптимального управления. 3) Для
них характерен выбор в качестве основного объекта изучения некото-
рой абстрактной модели, описываемой языком функционального ана-
лиза. Полученные для такой модели результаты предлагается затем

1)С обзором и более подробной библиографией можно ознакомиться в [32,
84, 85].

2) С точностью до замены выпуклости на почти выпуклость.
3) Здесь и далее этим термином обозначаются теории, ориентированные на

необходимые условия оптимальности, аналогичные принципу максимума.
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интерпретировать применительно к тем конкретным моделям, с кото-
рыми сталкивается исследователь. Таким образом, при работе с при-
ложениями этот подход позволяет сократить объем рассуждений, так
как их значительная часть уже проделана раз и навсегда в рамках
абстрактной теории. Достоинство абстрактного подхода состоит и в
единообразии процедуры вывода условий оптимальности. Методически
он дает возможность изложить основные идеи более доступно и просто,
так как они не заслоняются антуражем конкретной модели. Разуме-
ется, достоинства той или иной абстрактной теории определяются ее
общностью и удобством применения.

Подобные абстрактные теории были предложены в работах
В. Г. Болтянского, Дж. Варги, Р.В. Гамкрелидзе и Г. Л. Харатишвили,
А.Я. Дубовицкого и А.А. Милютина, А.Д. Иоффе и В.М. Тихомирова,
Л. Нейштадта, Х. Халкина и других авторов. В.А. Якубович разрабол
оригинальный подход к построению абстрактной теории оптимального
управления [129, 130, 132–134]. Как отмечено в [130], ряд его ключевых
моментов лежит в русле идей основополагающей работы [101].
Характеристическая черта этого подхода состоит в разработке и
систематическом использовании аппарата исчисления дифференциалов
по пучкам кривых в условиях, когда кривые пучка, вообще говоря,
недифференцируемы. На этой основе для абстрактной модели задачи
оптимального управления устанавливается «абстрактный принцип
максимума». Он, в частности, поясняет, почему принципы максимума,
аналогичные понтрягинскому, естественно возникают как необходимые
условия оптимальности в очень, на первый взгляд, разных задачах,
выделяя общие свойства задачи, предопределяющие указанную
форму ответа. Как показано в [90], обсуждаемый подход позволяет
единообразно строить теорию необходимых условий как первого, так
и высших порядков: все они оказываются частями некоторого единого
условия.

В работах В.А. Якубовича и его учеников, выполненных в основном
в конце 1970-х и в течение 1980-х годов, этот подход был развит в
разных направлениях и с его помощью был получен ряд новых са-
модостаточных результатов. Определенные итоги этого развития были
систематизированы в монографии [90] и учебном пособии [92], принад-
лежащих перу В.А. Якубовича и автора данной статьи. Монография
[90] в основном посвящена изложению теории, в то время как книга
[92] ориентирована на приложения. По замыслу цель пособия [92]
состояла в том, чтобы научить читателя самостоятельно применять
абстрактную теорию к новым задачам. Книга содержит 75 задач на
применение этой теории. Некоторые из них соответствуют уровню на-
учных публикаций недавнего прошлого, вместе с тем, с ними успешно
справляются студенты 4 курса математико-механического факультета
Санкт Петербургского университета, которые в течение ряда лет в
случайном порядке получают эти задачи в качестве самостоятельной
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работы по курсу лекций «Теоретическая кибернетика» , связанному
с материалами книги [92].

4.2. Основополагающие работы [129, 130, 132–134]

4.2.1. Абстрактная задача оптимального управления. В каче-
стве базового объекта изучения абстрактной теории В.А. Якубович
предложил следующую модель задачи оптимального управления:

Φ(x,u) → min, F (x,u) = 0, u ∈ U∂ . (4.1)

Здесь x и u — элементы некоторых линейных нормированных про-
странств X и U соответственно, U∂ ⊂ U и F (x,u) ∈ Y,Φ(x,u) ∈ R —
заданное множество и функции, а Y = {y} — еще одно линейное нор-
мированное пространство (значений функции F (·)). Ввиду типичных
интерпретаций данной модели элементы x и u названы состояни-
ем и управлением соответственно, U∂ — множеством допустимых
управлений, пары [x,u] — процессами, а процессы, удовлетворяющие
уравнению и включению из (4.1), — допустимыми процессами. Таким
образом, задача состоит в нахождении допустимого процесса [x0,u0],
на котором функционал из (4.1) достигает наименьшего среди всех
таких процессов значения.

В указанную схему, очевидно, укладывается множество разнообраз-
ных «конкретных» задач оптимального управления. Поясним основные
моменты соответствующей интерпретации на примере следующей стан-
дартной задачи:

x′(t) = f [x(t),u(t), t], u(t) ∈ Ω, t0 � t � t1, x(t0) = a, (4.2)

ϕ0[x(t1)] +

t1∫

t0

ϕ[x(t),u(t), t] dt → min . (4.3)

Здесь x(t) ∈ R
n — состояние и u(t) ∈ R

m — управление. Начальное
состояние a, начальный t0 и конечный t1 моменты времени, а также
множество Ω ⊂ Rm и функции f(x,u, t),ϕ0(x),ϕ(x,u, t) заданы. Рас-
сматриваются кусочно-непрерывные управления u(·). Минимум ищем
на множестве пар [x(·),u(·)] заданных на [t0, t1] функций, удовлетворя-
ющих соотношениям (4.2).

В этом случае x = x(·) и пространство X состоит из всех диф-
ференцируемых (в подходящем смысле) функций x(·) : [t0, t1] → R

n.
Аналогично, u = u(·) и U — пространство всех кусочно-непрерывных
функций u(·) : [t0, t1] → Rm. Множество U∂ допустимых управлений
выделяется из него включением u(t) ∈ Ω ∀t из (4.2). Уравнение F [x(·×
×),u(·)] = 0 равносильно равенствам из (4.2), для чего функция F (·)
определена так:

F [x(·),u(·)] := [y(·); y0], (4.4)

где y(t) := x′(t)− f [x(t),u(t), t], t0 � t � t1, y0 := x(t0)− a.
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Она принимает значения в пространстве Y пар y = [y(·), y0], у которых
первый элемент — функция y(·) : [t0, t1]→ Rn, а второй — вектор y0 ∈
∈ Rn. Значение Φ[x(·),u(·)] тождествененно левой части в (4.3).

Наряду с базовой абстрактной задачей (4.1) в [133, 134] рассматри-
валась более общая задача, получаемая добавлением в (4.1) дополни-
тельного ограничения, записываемого в виде неравенства.

Заявленная цель абстрактной теории — изучение общих методов
решения задач вида (4.1) с упором на необходимые условия опти-
мальности, аналогичные принципу максимума. Соответствующие со-
держательные результаты опираются на определенные предположения
о задаче. Их характерная черта — отсутствие симметрии в требованиях
к состоянию x и управлению u. Например, все функции из (4.1) пред-
полагаются гладкими по x. В то же время никаких условий гладкости
по u не накладывается.
Замечание 4.1. 1. Подобная асимметрия типична для исследований,

посвященных принципу максимума. Например, при изучении
задачи (4.2), (4.3) обычно предполагают, что функции f(x,u, t),
ϕ0(x), ϕ(x,u, t) дифференцируемы по x и непрерывны по u.

2. Применительно к x и u из (4.1) наименования «состояние»
и «управление» отражают типичную, но далеко не единствен-
но возможную интерпретацию в приложениях. Например, x
может состоять из «истинного» состояния управляемой системы
и подлежащего оптимизации постоянного (во времени) парамет-
ра уравнений динамики объекта управления. В работах [92] и
[81] подробно обсуждается методика выбора пространств, функ-
ций и множества из (4.1), обеспечивающая сведение разнообраз-
ных «конкретных» задач к абстрактной задаче (4.1), удовлетво-
ряющей всем необходимым предположениям.

4.2.2. Пучки кривых и дифференцирование по ним. Для полу-
чения необходимых условий оптимальности процесса [x0,u0] предла-
гается задать в множестве U∂ некоторый пучок кривых u(ε | μ) ∈ U∂

с вершиной в точке u0. Здесь ε ∈ [0, εμ] — параметр, определяющий
точку на кривой, а μ — элемент некоторого множества M, «нумерую-
щий» кривые. При этом точка u0 называется вершиной, если u(ε | μ)→
→ u0 = u(0 | μ) при ε→ +0.

В отличие от классического вариационного исчисления не предпо-
лагается, что кривые u(· | μ) имеют касательные при ε = 0. (Иными
словами, производной du(ε | μ)/dε|ε=0 может не быть.) Накладывается
более слабое требование: определенные отображения P (u), связанные
с задачей (4.1), дифференцируемы по пучку, т. е. для любого μ ∈ M
существует предел

δP (u0 | μ) := limε→+0ε
−1{P [u(ε | μ)]− P (u0)}, (4.5)

называемый дифференциалом отображения P вдоль кривой u(· | μ).
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На первый взгляд естественно потребовать, чтобы дифференцируе-
мы были обе функции F (x0,u), Φ(x0,u) из (4.1) (при фиксированном
x := x0). Однако в типичных ситуациях обеспечить справедливость
этого предположения непросто. Для примера вновь обратимся к задаче
(4.2), (4.3). Для нее принцип максимума был установлен в [101] с по-
мощью игольчатых вариаций u(ε|μ) = uиг(·, ε|μ). В простейшем случае

uиг(t, ε|μ) :=
{
v при t ∈ (t− ε, t],
u0(t) при t ∈ (t− ε, t], μ = [t, v], t ∈ (t0, t1], v ∈ Ω,

(4.6)
где u0(·) — оптимальное управление. Вспоминая, что Φ[x(·),u(·)] тож-
дествененно левой части в (4.3), легко убедиться, что функция Φ(·)
дифференцируема по пучку и

δuΦ(x0,u0 | μ) = ϕ[x0(t), v, t]− ϕ[x0(t),u0(t− 0), t]. 1)

Однако определяемая согласно (4.4) функция F (·) по этому пучку
недифференцируема. 2)

В базовом варианте разработанной в [129, 130, 132–134] теории тре-
бование дифференцируемости по пучку предъявлено другим и не столь
очевидным функциям. Для их построения свяжем с уравнением F =
= 0 и функционалом Φ из (4.1) множители Лагранжа l∗ и λ � 0
соответственно. Здесь l∗ — линейный ограниченный функционал на
пространстве Y значений функции F . Составим функцию Лагранжа
(лагранжиан)

L(x,u) := λΦ(x,u) + l∗F (x,u). (4.7)

Вспоминая, что функции F ,Φ, а значит, и L — гладкие по x, запишем
абстрактное сопряженное уравнение

L′
x(x

0,u0) = 0 (4.8)

относительно неизвестных множителей Лагранжа. (Здесь производная
L′
x понимается в обычном смысле, например по Фреше.) Ключевое

требование к пучку состоит в том, что
для любого решения l∗,λ уравнения (4.8) лагранжиан (4.7)
дифференцируем по используемому пучку кривых.

Замечание 4.2. 1. Уравнение (4.8) линейно относительно неизвест-
ных l∗,λ. При выполнении некоторых естественных «рамочных»
предположений [129, 130, 132] множество решений имеет конеч-
ный базис и поэтому дифференцируемость достаточно прове-
рить у конечного набора лагранжианов, отвечающих элементам

1)Индекс u в выражении δu подчеркивает, что дифференцирование затра-
гивает только переменную u.

2) Точнее, это верно, если предел в (4.5) рассматривать относительно «удоб-
ных» стандартных норм, например норм лебеговых пространств Lp, 1 � p � ∞.
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базиса. Например, в случае (4.2), (4.3) дифференцируемость
достаточно проверить у одного лагранжиана [130].

2. Название уравнения (4.8) объясняется тем, что в приложениях
к «конкретным» задачам оптимального управления оно перехо-
дит (или содержит) соответствующее «конкретное» сопряженное
уравнение.

3. Как легко убедиться [90, 130], для задачи (4.2), (4.3) и пучка
игольчатых вариаций (4.6) сформулированное требование выпол-
нено.

Определение 4.1. Лагранжиан, отвечающий некоторому решению
уравнения (4.8) и рассматриваемый со знаком минус как функция
управления H(u) := −L[x0,u], назван в [90] гамильтоновым функ-
ционалом задачи (4.1).

Обсуждаемое требование к пучку состоит в том, что по нему дол-
жен быть дифференцируем любой гамильтонов функционал.

Вопрос о построении пучков вынесен в отдельный раздел пред-
ложенной в [129, 130, 132–134] теории и решается применительно к
типичным, хотя и более специальным, чем в (4.1), ситуациям.

4.2.3. Описание основного результата теории. Как показал
В.А. Якубович, при выполнении неограничительных предположений
о задаче (4.1), а также для ряда ее обобщений необходимые условия
оптимальности (НУО) процесса (x0,u0) имеют следующий вид.
НУО. Существуют такие одновременно не обращающиеся в нуль

|λ| + ‖l∗‖ = 0 множители Лагранжа, что выполнено аб-
страктное сопряженное уравнение (4.8), λ � 0 и

δuL(x0,u0 | μ) � 0 (∀μ ∈M). (4.9)

Неравенство (4.9) в типичных случаях преобразуется в некоторый
«принцип максимума» (подробнее об этом см. далее).

Сформулированное утверждение справедливо, естественно, при вы-
полнении ряда условий. Предположения, принятые в стартовой работе
[130], подразумевают, что уравнение F [x,u] = 0 из (4.1) имеет, причем
единственное, решение x = xu при любом заданном допустимом управ-
лении u ∈ U∂ ,u ≈ u0. Это, например, верно для задачи (4.2), (4.3) 1) ,
так как согласно (4.4) равенство F [x,u] = 0 равносильно дифферен-
циальному уравнению и начальному условию из (4.2). Однако если
добавить в ее постановку еще одно ограничение: x(t1) = b (где вектор
b задан), обсуждаемое предположение, вообще говоря, нарушается: не
всякое управление переводит объект из состояния a в b. «Комплект»
предположений, ориентированный на подобные случаи, предложен в
[132]. В этой работе рассматривались уравнения F = 0, распадающиеся

1)При естественных предположениях относительно функции f(·).
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в систему

F [x,u] = 0⇔ F1[x,u] = 0, F2[x,u] = 0,

где стоящее справа от знака ⇔ первое уравнение удовлетворяет преж-
нему условию однозначной разрешимости относительно x, а второе
распадается в конечную систему скалярных равенств F2[x,u] ∈ Rk. В
этом случае обоснование основного необходимого условия существенно
усложняется. Оно опирается на дополнительные требования к пучку и
топологические аргументы (теорему Брауэра [25, с. 573]). В работах
[133, 134] теория обобщена на случай, когда в постановку задачи (4.1)
дополнительно внесено ограничение в виде неравенства

G[x,u] � 0. (4.10)

Таким образом, минимум ищется на множестве процессов, удовлетво-
ряющих этому неравенству, а также уравнению и включению из (4.1).
Для задачи (4.2), (4.3) ограничение такого сорта может, например,
иметь вид η[x(t1)] � 0: минимум ищем среди управлений u(t) ∈ Ω, пере-
водящих объект из состояния a в область, описываемую неравенством
η(x) � 0. В этом случае пространство Z = R конечномерно. Другой
пример — ограничение

g[x(t)] � 0 ∀t ∈ [t0, t1]. (4.11)

Оно означает, что траектория системы должна лежать в заданной
области {x : g(x) � 0} в любой момент времени. В этом случае Z —
пространство заданных на [t0, t1] непрерывных скалярных функций,
упорядоченное конусом K+ := {z(·) : z(t) � 0 ∀t}. 1) Это пространство
бесконечномерно.

В ориентированном на случай бесконечномерного пространства Z
варианте предположений о задаче требования к пучку усилены: диффе-
ренцируемы должны быть не только лагранжианы, но и сами функции
F (·), G(·), Φ(·). Значительная часть статьи [134] посвящена построе-
нию пучка (названного пучком гребенчатых вариаций), удовлетворяю-
щего этому требованию в определенной «базовой» ситуации и приво-
дящего к условию оптимальности, аналогичному принципу максимума.
Эти вариации существенно сложнее игольчатых. Обеспечение справед-
ливости обсуждаемой усиленной дифференцируемости часто требует
специальных приемов при сведении конкретной задачи к абстрактной.
Например, в случае (4.2), (4.3) следует воспользоваться не естествен-
ной записью уравнений из (4.2) в виде F = 0 с помощью функции (4.4),

1) Таким образом, z(·) � 0 ⇔ z(t) � 0 ∀t.

19
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а предварительно свести их к интегральному уравнению и определить
F так:

F [x(·),u(·)] := y(·), где y(t) := a+

t∫

t0

f [x(θ),u(θ), θ] dθ ∀t ∈ [t0, t1].

В [134, 140] получены простейшие абстрактные достаточные усло-
вия оптимальности.

4.2.4. Абстрактные принципы максимума. Для многих прило-
жений условие (4.9) преобразуется в форму, аналогичную принципу
максимума. Детали этой формы определяются исключительно видом
гамильтонова функционала H(u) = −L[x0,u] и используемым пучком,
выбор которого существенно коррелирован с видом пространства до-
пустимых управлений U∂ . При этом многообразие встречающихся в
«конкретных» задачах оптимального управления типов гамильтоновых
функционалов и пространств U∂ существенно меньше разнообразия
самих задач. Это позволяет выделить некоторые основные типы и
указать для каждого из них отвечающий ему тип принципа максимума.
Его естественно назвать абстрактным принципом максимума, так как
он опирается на конкретизацию лишь ограниченного набора компонент
абстрактной задачи (4.1).

Например, в работе [130] выделены следующие типы абстрактного
принципа максимума.

1. U = {u(·)} — пространство кусочно-непрерывных функций u(·×
×) : [t0, t1]→ Rm, подмножество U∂ состоит из функций u(·) ∈ U

со значениями в заданном множестве Ω и

H [u(·)] = const +

t1∫

t0

H[t,u(t)] dt, (4.12)

где H[t,u] — непрерывная функция. В качестве пучка в [130]
рекомендованы игольчатые вариации. Условие (4.9) преобразуется
к виду, аналогичному классическому принципу максимума:

H[t,u(t± 0)] = max
v∈Ω

H[t, v] ∀t ∈ [t0, t1]. (4.13)

2. Пространство U и множество U∂ — те же, функционал имеет вид

H [u(·)] = const +

t1∫

t0+τ

H[t,u(t),u(t− τ)] dt,

где τ , 0 < τ < t1 − t0, — заданное число. Рекомендованы иголь-
чатые вариации с несколькими точками варьирования tj , со-
ставляющими τ -периодическую цепочку tj = t0 + jτ , j = 0,±1,
±2, ... , tj ∈ [t0, t1]. Условие (4.9) преобразуется к другому аб-
страктному принципу максимума:
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j

H[tj ,u0(tj ± 0),u(tj − τ ± 0)] = max
vj∈Ω

∑
j

H[tj , vj , vj−1]. (4.14)

Здесь сумма берется по j : tj ∈ [t0 + τ , t1], а у vj индекс j пробе-
гает все возможные для данной цепочки значения. Приведенное
равенство выполнено для любой τ -периодической цепочки {tj}.

Этот тип принципа максимума характерен для задач с запаз-
дываниями в управлениях.

3. Управление u(·) — функция не времени t, а заданного выхода σ ∈
∈ R системы. Пространство U = {u(·)} и множество U∂ такие же,
как в примере 1, с заменой интервала [t0, t1] на [σ0,σ1] и

H [u(·)] = const +

t1∫

t0

H{t,u[σ0(t)]} dt.

Выход σ0(·) : [t0, t1]→ [σ0,σ1], отвечающий оптимальному процес-
су, удовлетворяет ряду естественных требований. Рекомендованы
игольчатые вариации. Условие (4.9) преобразуется к виду

N∑
j=1

H[tj ,u0(σ ± 0)]∣∣·σ0(tj)
∣∣ = max

v∈Ω

N∑
j=1

H[tj , v]∣∣·σ0(tj)
∣∣ , (4.15)

где t1, ... , tN — все корни уравнения σ0(t) = σ и равенство (4.15)
верно при любом σ ∈ [σ1,σ2], для которого число этих корней

конечно и ·σ0(tj) = 0 ∀j.
Замечание 4.3. Принцип максимума вида (4.15) впервые обнаружен в
обсуждаемой работе В.А. Якубовича. В [33, 88, 135, 137, 233] на основе
развитой абстрактной теории соответствующие «конкретные» прин-
ципы максимума установлены для «конкретных» задач оптимального
управления по заданному выходу системы.

Некоторые варианты абстрактного принципа максимума и пучки,
соответствующие системам с распределенными параметрами, рассмат-
ривались в [74, 79, 89].

Замечание 4.4. Абстрактные принципы максимума допускают едино-
образную формулировку [90, 92]:

H(u0) = max
u∈U∂

H(u).

В приложениях она, как правило, соответствует тому, что иногда на-
зывают «интегральным принципом максимума». Например, в случае 2
указанное соотношение принимает вид

t1∫

t0+τ

H[t,u0(t),u0(t− τ)] dt = max
u(·)∈U∂

t1∫

t0+τ

H[t,u(t),u(t− τ)] dt.

Идея В.А. Якубовича об абстрактном принципе максимума получи-
ла систематическое воплощение в книге [92]. В ней все предназначен-

19*
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ные «потребителю» итоговые результаты абстрактной теории сформу-
лированы в виде абстрактного принципа максимума. 1) Как следствие
этих результатов выведены «конкретные» принципы максимума в раз-
нообразных случаях. Среди них задачи управления системами, опи-
сываемыми обыкновенными дифференциальными уравнениями, урав-
нениями с разрывными правой частью или фазовыми траекториями,
уравнениями с несколькими переменными запаздываниями в управле-
нии и состоянии, интегральными уравнениями, уравнениями в частных
производных гиперболического типа. Рассмотрены разные постановки
задачи, например с нефиксированными (начальным, конечным, про-
межуточными) моментами времени 2) , минимаксные задачи и задачи
многокритериального оптимального управления, задачи с переменным
множеством допустимых управлений Ω = Ω(t) и с ограничениями вида

g[x(t),u(t), t] � 0, p[x(t),u(t), t] = 0 ∀t, (4.16)

в силу которых это множество зависит от состояния. Исследовались
случаи не только кусочно-непрерывных, но и измеримых, кусочно-
постоянных, кусочно-гладких и некоторых других управлений.

4.2.5. Пример применения абстрактной теории. С многочислен-
ными приложениями этой теории можно ознакомиться, например, в
[33, 43, 44, 90, 92, 102, 130, 132–135, 137, 233]. В данном подпараграфе
кратко иллюстрируются основные моменты процедуры применения ука-
занной теории на примере классической задачи (4.2), (4.3). Несмотря
на то, что технические детали 3) (в том числе проверка предположений
абстрактной теоремы) опускаются, надеемся, что даже такая «усечен-
ная» иллюстрация позволит читателю оценить, насколько естественно
предложенный в раьотах [129, 130, 132–134] формализм соотносится
с конкретными задачами, а абстрактный принцип максимума легко
перетекает в конкретный.

Для задачи (4.2), (4.3) функция F определена согласно (4.4) и
принимает значения в пространстве пар y = [y(·), y0], где y(·) : [t0, t1]→
→ Rn и y0 ∈ Rn. Поэтому линейный функционал l∗ : Y→ R имеет вид

l∗y =

t1∫

t0

ψ(t)�y(t) dt+ c�y0, (4.17)

где c ∈ Rn и ψ(·) : [t0, t1] → Rn — некоторая функция. Подставляя
сюда выражения для y(·) и y0 из (4.4) и вспоминая, что Φ[x,u] равно
выражению в левой части (4.3), находим лагранжиан (4.7):

1)Аппарат пучков кривых и дифференциалов по ним излагается только для
объяснения «происхождения» этих результатов.

2) К ним, например, относится задача (4.2), (4.3), в которой момент t1 и/или
t0 не заданы, а ищутся из условия минимума функционала.

3) С ними можно ознакомиться в [90, 92].
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L(x,u) := λΦ(x,u) + l∗F (x,u) = λϕ0[x(t1)] + λ

t1∫

t0

ϕ[x(t),u(t), t] dt+

+

t1∫

t0

ψ(t)�
(
x′(t)− f [x(t),u(t), t]

)
dt+ c�[x(t0)− a] =

= λϕ0[x(t1)] +

t1∫

t0

ψ(t)�x′(t) dt−

−
t1∫

t0

H [ψ(t),x(t),u(t), t] dt+ c�[x(t0)− a], (4.18)

где H(·) := ψ�f [x,u, t] − λϕ[x,u, t] — функция Гамильтона. Поэтому
абстрактное сопряженное уравнение (4.8) означает, что

t1∫

t0

ψ(t)�h′(t) dt−
t1∫

t0

∂H

∂x
[ψ(t),x0(t),u0(t), t]h(t) dt+

+ λ
∂ϕ0

∂x
[x0(t1)]h(t1) + c�h(t0) = 0 (4.19)

для любой дифференцируемой функции h(·). Отсюда по лемме Дюбуа–
Реймона [53, 90, 92] следует, что функция ψ(·) дифференцируема и

ψ′(t) = −∇xH [ψ(t),x0(t),u0(t), t], ψ(t1) = −λ∇ϕ0[x0(t1)], (4.20)

ψ(t0) = c (4.21)

(эти соотношения легко получить, интегрируя в (4.19) по частям и
используя произвольность h(·)). Согласно (4.18) гамильтонов функци-
онал H(u) = −L(x0,u) имеет вид (4.12) с H(t,u) := H [ψ(t),x0(t),u, t].
Поэтому верен абстрактный принцип максимума (4.13), т. е.

H [ψ(t),x0(t),u0(t± 0), t] = max
v∈Ω

H [ψ(t),x0(t), v, t], t ∈ [t0, t1]. (4.22)

Так как |λ| + ‖l∗‖ = 0 и λ � 0, то в силу (4.17) либо |c| + λ > 0,
либо ψ(·) ≡ 0. Отсюда следует, что λ > 0, так как в противном случае

λ = 0 (4.20)==⇒ ψ(·) ≡ 0 (4.21)==⇒ c = 0

в нарушение установленных соотношений. Поэтому, умножая ψ(·), c, λ
на подходящую общую константу, можно обеспечить равенство λ = 1.

Таким образом, приходим к следующему выводу. Для оптимального
процесса справедливо соотношение (4.22), в котором ψ(·) — решение
задачи Коши (4.20). При этом всюду λ = 1. Это — классический
принцип максимума Понтрягина [101].
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4.3. Дальнейшее развитие абстрактной теории и ее приложения

Определенные итоги этого развития подведены в монографии [90]
В.А. Якубовича и автора данной статьи. Монография посвящена раз-
вернутому изложению абстрактной теории оптимального управления.
При сохранении базовых принципов подхода в нее внесен ряд до-
полнений и модификаций. Они делают более естественной и простой
процедуру применения абстрактной теории к конкретным задачам и
расширяют сферу ее применимости. В частности, они позволяют по-
строить единообразную теорию необходимых условий оптимальности
как первого, как и высших порядков.

Поясним вкратце последнее утверждение, начав с терминологии.
В самых общих чертах необходимое условие экстремума порядка
k — это условие, в формулировке которого участвуют производные
до указанного порядка. Например, уравнение Ферма f ′(x0) = 0 в
задаче f(x) → min, x ∈ R, — условие первого порядка, а неравен-
ство f (2)(x0) � 0 — условие второго порядка. 1) Порядки k � 2 часто
называют высшими. Условия таких порядков представляют интерес,
если условий первого порядка оказывается недостаточно для решения
или исследования задачи. (Например, уравнению Ферма удовлетворяют
точки локального не только минимума, но и максимума; для их разли-
чения можно применить условие второго порядка: f (2)(x0) � 0 в точке
минимума и f (2)(x0) � 0 в точке максимума.) Принцип максимума
представляет собой условие первого порядка. Соответственно в задачах
управления интерес к условиям высших порядков обычно возникает в
тех случаях, когда в указанном смысле недостаточен принцип максиму-
ма. Условиям (как необходимым, так и достаточным) высших порядков
в задачах оптимизации посвящена обширная литература. С ее обзором,
а также обзором упомянутых случаев можно ознакомиться, например,
в [4, 14, 19, 62].

Оказывается, что в рамках развитого в работе [90] подхода условия
разных порядков «извлекаются» как части из некоторого единого «ба-
зового» условия, которое при поверхностном рассмотрении имеет пер-
вый порядок. Для пояснения возвратимся к абстрактной задаче (4.1).
В [90] для ее исследования применяются пучки кривых w = w(ε|μ)
в пространстве процессов W = {w = [x,u]},x ∈ X,u ∈ U∂ . (Пучки u =
= u(ε|μ) в U∂ можно интерпретировать как их специальный случай
w(ε|μ) := [x0,u(ε|μ)].) Вершиной пучка является оптимальный процесс
w0 = [x0,u0]; его кривые по-прежнему могут не иметь касательных.
Как показано в [90], справедливо следующее естественное «расшире-
ние» условия оптимальности НУО процесса w0, сформулированного
в п. 4.2.3.

1) В общем случае, охватывающем, в частности, задачи управления, адек-
ватное определение порядка не столь просто. С вариантом соответствующей
теории можно ознакомиться, например, в [62].
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• Существуют такие одновременно не обращающиеся в нуль
|λ|+ ‖l∗‖ = 0 множители Лагранжа, что выполнено абстракт-
ное сопряженное уравнение (4.8), λ � 0 и

δL(w0 | μ) � 0 (∀μ ∈ M). (4.23)

Данное утверждение, разумеется, верно при выполнении ряда пред-
положений [90]. Отметим среди них два ключевых требования к пучку.
Во-первых, для любого решения абстрактного сопряженного уравнения
(4.8) производная по пучку из (4.23) должна существовать. Во-вторых,
функции F и Φ из (4.1) должны удовлетворять липшицевым оценкам
на кривых пучка:

|F [w(ε|μ)− F [w0]| � cF ,με, |Φ[w(ε|μ)− Φ[w0]| � cΦ,με ∀ε > 0.
(4.24)

Выполнение аналогичных оценок для расстояния от w(ε|μ) до w0

необязательно.
Для простоты ограничим общность рассмотрения. Пусть в (4.1) X =

= R
n и Y = R

k — эвклидовы пространства, а U∂ состоит из одной
точки u0. Это позволяет абстрагироваться от управления w ≡ x и
интерпретировать (4.1) как обычную задачу математического програм-
мирования.

Покажем теперь, что условие (4.23) содержит в себе условия экс-
тремума разных порядков, хотя само оно сформулировано в терминах
первой производной (4.5) по пучку. Действительно, запишем внача-
ле (4.23) для пучка, содержащего только одну тривиальную кривую
w(ε|μ) ≡ w0. Тогда неравенство (4.23) неинформативно, так как его
левая часть равна нулю. Само сформулированное необходимое условие
оптимальности сводится к правилу множителей Лагранжа: если x0 —
решение задачи (4.1) (где, напомним, u игнорируется), то найдутся
такие одновременно не обращающиеся в нуль множители Лагранжа l ∈
∈ Rk,λ � 0, что L′(x0) = 0, где L(·) := l�F (·) + λΦ(·). Это — условие
первого порядка.

Далее ограничимся рассмотрением случая, когда ранг якобиана
F ′(x0) равен k. Тогда, как легко убедиться, λ > 0 и уравнение L′(x0) =
= 0 гарантирует импликацию

F ′(x0)μ = 0⇒ Φ′(x0)μ = 0. (4.25)

Подставим в (4.23) более интересный пучок:

w(ε|μ) ≡ x(ε|μ) := x0 + ε
1
2μ,

кривые которого занумерованы параметром μ ∈ R
n. Ввиду разложения

Φ[w(ε|μ)− Φ[w0] = ε
1
2 Φ′(x0)μ+

ε

2
μ�Φ′′(x0)μ+ O(ε),
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где Φ′′(x0) — матрица вторых производных (Гессиан), и аналогичного
разложения для функции F , требование (4.24) вынуждает ограничить-
ся кривыми, для которых Φ′(x0)μ = 0, F ′(x0)μ = 0. Впрочем, согласно
(4.25) первое равенство следует из второго. Приведенное разложение
гарантирует также, что по указанным кривым функции Φ(·),F (·), а зна-
чит, и L(·) имеют производную (4.5), причем δL(w0 | μ) = 1

2μ
�L′′(x0)μ.

Поэтому условие (4.23) переходит в хорошо известное условие второго
порядка в задаче математического программирования:

μ�L′′[x0]μ � 0 ∀μ : F ′[x0]μ = 0.

Итак, соотношение (4.23) «содержит в себе» условия как первого, как
и второго порядка. Применяя другие пучки, можно получить условия
третьего [90, §4.4] и более высокого порядков.

Отметим, впрочем, что сформулированное абстрактное условие оп-
тимальности, содержащее (4.23), непригодно для получения условий
высших порядков в более интересных случаях (особенно, если в задаче
есть ограничения вида G(w) � 0). Для преодоления этого недостатка
требуется ослабить ряд ее предположений, в частности, требование
дифференцируемости по пучку. С соответствующими подробностями
можно ознакомиться в [90, гл. 2].

Для иллюстрации возможностей абстрактной теории в [90] вы-
ведены необходимые условия экстремума высшего порядка в анор-
мальной гладкой задаче (в модели (4.1) u отсутствует, функции
F ,Φ — гладкие). Они несколько уточняют некоторые результаты [2–4],
полученные другим методом. В качестве другой иллюстрации выведены
необходимые условия оптимальности высшего порядка, обобщающие
принцип максимума и установленные ранее другим методом в [97–100].
Кроме того, выведены основные условия второго порядка классического
вариационного исчисления.

Монография [90] отражает не все направления развития обсуж-
даемой абстрактной теории. В [89] и [74, 77, 79] предложены вари-
анты абстрактной теории, ориентированные на задачи оптимизации
систем, описываемых уравнениями в частных производных. Первый
из них — ближе к исходным работам [129, 130, 132–134] и предна-
значен для задач с конечным числом ограничений в виде неравенств;
в качестве иллюстрации установлен аналог принципа максимума для
задачи управления объектом, описываемым уравнением в частных про-
изводных второго порядка параболического типа. Работы [74, 77, 79]
ориентированы на более сложный случай, когда в постановке задачи
присутствуют аналоги ограничений (4.11) и (4.16) (часто именуемых
фазовыми и смешанными соответственно), включая так называемые
нерегулярные [19, 47, 92] смешанные ограничения. В [74] введен аппа-
рат верхних производных по пучку для функций, принимающих значе-
ния в бесконечномерном упорядоченном пространстве. В [77, 79] в свя-
зи с требуемой модификацией теории развит аппарат гладкого анализа
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в пространствах с векторными нормами, а построение пучков опирается
на теорию счетно-аддитивных вектор-функций. В [74, 75, 79, 86, 87]
с помощью развитой в [74, 77, 79] теории установлены аналоги прин-
ципа максимума для задач оптимального управления системами, опи-
сываемыми уравнениями в частных производных разных типов, с фа-
зовыми/смешанными ограничениями. В [200] с помощью принципа
максимума получено аналитическое решение задачи такого рода. В
[73, 76] с помощью развитого в [74] аппарата верхних производных
установлен содержательный аналог принципа максимума для задачи
(4.2), (4.3) с дополнительным граничным условием x(t1) = b и фазовым
ограничением g[x(t)] � 0 ∀t в случае, когда начальное и/или конечное
состояние лежит на границе допустимой фазовой области {x : g(x) �
� 0}. Необходимость специального исследования этого случая объяс-
няется тем, что применение к нему некоторых стандартных методов
вывода необходимых условий оптимальности приводит к бессодержа-
тельному утверждению. (Подробнее с мотивацией, а также с обзором
других исследований в этом направлении можно ознакомиться, напри-
мер, в [19, Гл.2], а также в [46, 73, 76].)

В работах [33, 88, 135, 137, 233] при разных предположениях рас-
сматривалась задача оптимального управления, в которой в отличие от
стандартной постановки управление u(·) является функцией не времени
t, а заданного выхода системы u = u(σ),σ = g[x(t)]. С помощью аб-
страктной теории получены аналоги принципа максимума. В некоторых
специальных случаях он принимает форму, отличную от (4.15) [88].
В [102] принцип максимума получен для задачи с фазовыми огра-
ничениями вида g[x(t),x(θ), t, θ] � 0, где переменные t, θ независимо
пробегают заданный интервал [t0, t1].

Отдельный цикл работ [36–39, 41, 43, 44] посвящен приложени-
ям к разнообразным задачам управления стохастическими объектами.
В частности в [44] установлен принцип максимума в сложном случае,
когда ограничения накладываются на математические ожидания неко-
торых зависящих от процесса функций в каждый момент времени.

Центральная часть обсуждаемой абстрактной теории посвящена
выводу необходимых условий оптимальности. Поскольку при решении
задач оптимального управления основная цель — это нахождение оп-
тимального процесса, то возникает вопрос, как эти условия позволяют
его найти. Иногда это удается сделать за счет преобразования необхо-
димых условий и получить ответ в виде явных формул. Однако такая
возможность возникает лишь для специальных, относительно простых
задач оптимизации. В прочих случаях нахождение оптимального про-
цесса связано с численным решением уравнений и соотношений, со-
ставляющих необходимые условия оптимальности, либо с применением
численных методов для непосредственного решения исходной задачи
оптимизации.

В работе [92] для абстрактной задачи (4.1) предложен единый ме-
тод последовательных приближений, позволяющий находить процесс,
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удовлетворяющий абстрактному принципу максимума с любой зара-
нее заданной точностью. Основное достоинство этого метода состоит
в том, что он относится к абстрактной задаче оптимизации (4.1) и
поэтому охватывает в рамках единой схемы самые разные конкретные
оптимизационные задачи. Подобно тому, как применительно к таким
задачам «расшифровка» абстрактного принципа максимума приводит
к разным конкретным необходимым условиям, так и указанный метод
имеет различные конкретные реализации. Переход к ним от общей
схемы происходит совершенно единообразно и основан на формулах
и фактах, которые естественно устанавливаются в ходе применения
развитой абстрактной теории необходимых условий оптимальности.
Для абстрактной модели (4.1) в [92] установлены условия сходимости
метода к процессу, удовлетворяющему абстрактному принципу макси-
мума с заданной точностью δ, а также условия, гарантирующие, что
такой процесс приближается к оптимальному при δ → +0.

В работе [78] предложен вариант абстрактной теории, позволяю-
щий, в частности, получать условия оптимальности в задачах с фа-
зовыми и смешанными ограничениями в основном на базе фактов,
которые естественно устанавливаются при исследовании задач с более
простыми конечномерными ограничениями. Этот вариант полезен там,
где переход к фазовым и смешанным ограничениям связан с техни-
ческими или принципиальными осложнениями, например для задач
с несоизмеримыми 1) запаздываниями в управлениях, задач управле-
ния системами с распределенными параметрами и в некоторых других
случаях. В качестве примера установлен аналог принципа для задачи
с фазовыми ограничениями и несколькими переменными и с несоизме-
римыми запаздываниями в управлениях, задаваемыми произвольными
кусочно-коммутирующими функциями.

5. Оптимальное гашение вынужденных колебаний
и оптимальные системы слежения

5.1. Введение

Отдельный цикл работ В.А. Якубовича [64, 65, 148–151, 153–156,
196, 237] (включая соавторские работы [107–112, 120]) посвящен реше-
нию специальных линейно-квадратичных задач оптимального управле-
ния в условиях неопределенности. Такие задачи возникают, например,
при разработке систем подавления вынужденных колебаний, а также
систем слежения в ситуации, когда возбуждающее колебания внешнее
возмущение не измеряется и отслеживаемый сигнал априори (т. е. при
разработке системы слежения) неизвестен. Известны лишь их неко-

1) Этот термин понимается в обобщенном смысле, обсуждаемом, например,
в [92, гл.6, §2], [80].
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торые характеристики. Обсуждаемый цикл основан на предложенной
В.А. Якубовичем концепции универсального оптимального регулятора.
Это — регулятор, который не зависит от неизвестного возмущения
(сигнала), но в замкнутой этим регулятором системе при любом внеш-
нем возмущении (для любого сигнала) из заданного класса реализу-
ется минимально возможное при этом возмущении (сигнале) значение
функционала качества. Таким образом, один и тот же регулятор дает
решение для целого множества отдельных оптимизационных задач,
каждая из которых соответствует конкретному возмущению (сигналу).

В обсуждаемом цикле исследований показано, что для целого ряда
специальных практически важных задач такой регулятор существует.
Более того, его можно выбрать среди стандартных линейных регулято-
ров и обеспечить при этом стабилизацию системы, грубость (парамет-
рическую устойчивость) оптимального регулятора, а также выполнение
других важных требований. Синтез универсального регулятора может
быть выполнен аналитическими методами.

В постановке задачи на построение оптимального универсального
регулятора можно обнаружить признаки сходства с задачей инвариант-
ности, которая на протяжении длительного времени привлекала к себе
пристальное внимание специалистов. 1) В обоих случаях речь идет о
построении регулятора, не зависящего от неизвестных параметров, но
обеспечивающего цель управления для любых их значений из опреде-
ленного класса. В задаче инвариантности цель состоит в обеспечении
(возможно, в асимптотическом смысле) требуемого выхода системы
независимо от значений входного сигнала. Применение концепции уни-
версального регулятора к подобной ситуации означает ориентацию на
более общую цель: добиться, чтобы для любого входного сигнала от-
клонение выхода системы от требуемого значения оказалось минималь-
ным среди всех возможных при данном входном сигнале. Кроме того,
этот подход допускает и другие целевые функционалы, учитывающие,
например, наряду с указанным отклонением затраты на управление.

Более подробно с обсуждением различных аспектов концепции уни-
версального оптимального регулятора можно ознакомиться в [151, 237].

Объединение задач подавления колебаний с задачами отслеживания
сигнала в общем цикле работ объясняется тем, что в определенной иде-
ализации они близки друг к другу и могут быть исследованы едиными
методами.

5.2. Оптимальное гашение вынужденных колебаний при
неизвестном внешнем воздействии

Рассмотрим более подробно эту задачу для пояснения поста-
новки вопроса, предложенного подхода и характера полученных ре-
зультатов. В [148] была исследована следующая задача оптимизации,

1)Подробнее с существом и историей вопроса можно ознакомиться, напри-
мер, в [27, 55, 56].
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связанная с проблемой демпфирования внешнего колебательного воз-
мущения и, в частности, шумоподавления:

x′(t) = Ax(t) + bu(t) + cv(t), t � 0,
|x(t)| � const, |u(t)| � const, |v(t)| � const,

I := lim sup
T→∞

1
T

T∫

0

G[x(t),u(t)] dt→ min
x(·),u(·)

. (5.1)

Здесь состояние x(t) ∈ Rn доступно измерению, u(t) ∈ R — управле-
ние, v(t) ∈ R — внешнее воздействие, A, b, c — постоянные матрица и
векторы соответствующих размеров, G(x,u) — квадратичная форма. В
типичном случае G := |e�x|2 + ν|u|2, где e ∈ Rn — постоянный вектор
и ν � 0, функционал I оценивает мощность колебаний системы и
затраты на управление. Накладывается ряд естественных требований, в
частности, строгое частотное условие (2.16). Напомним, что оно гаран-
тирует существование и единственность стабилизирующего решения
P ,h уравнений Лурье (2.14).

Если внешнее возмущение отсутствует, v(·) ≡ 0, и в (5.1) требова-
ния |x(t)| � const, |u(t)| � const заменены на |x(·)|+ |u(·)| ∈ L2(0,+∞),
x(0) = a, а функционал задан формулой I =

∫∞
0 G dt, то рассматрива-

емая задача трансформируется в классическую линейно-квадратичную
задачу оптимального управления. Ее решение дает регулятор u = h�x
(см. теорему 2.1). Что касается задачи (5.1) в исходной постановке, то
в случае, когда возмущение v(t) известно, ее решение дается регуля-
тором [9, 10]

u(t) = h�x(t)− Γ−1b�s(t), (5.2)

где Γ — коэффициент из (2.8) (строгое частотное неравенство (2.16)
гарантирует, что Γ > 0 [127]) и s(t) — однозначно определенное огра-
ниченное на [0,∞) решение уравнения

−s′(t) = (A� + hb�)s(t) + Pcv(t).

Подчеркнем еще раз, что данный регулятор доставляет значение
функционала, минимально возможное при заданном внешнем возмуще-
нии v(·).

Серьезный недостаток указанного регулятора в рассматриваемом
контексте состоит в том, что в общем случае функция s(t), а значит,
и управление u(t) зависят от возмущения v(·) и, более того, от его
будущих значений v(τ), τ � t. Следовательно, он неприменим, если
эти значения неизвестны.

Если имеется априорная информация о помехе (v(·) ∈ V ), то мож-
но изменить задачу, следуя стандартным подходам. Например, можно
перейти к поиску физически реализуемого регулятора, доставляющего
минимум функционалу supv(·)∈V I. Этот подход ориентирован на поме-
ху, наихудшую в классе V . Естественно, что для произвольно выбран-
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ного и фиксированного v(·) ∈ V достижение максимально возможного
при данной реализации помехи v(·) качества управления ничем не
гарантировано.

Основной вывод обсуждаемой работы [148] состоит в том, что при
неограничительных предположениях для практически важного класса
V = VN полигармонических внешних воздействий

v(t) = v1e
ıω1t + ...+ vNe

ıωN t (5.3)

с известным спектром {ωj}, но неизвестными амплитудами vj возмож-
но построение «хорошего» регулятора, который для каждой реализа-
ции v(·) внешнего воздействия из этого класса обеспечивает качество
управления, максимально возможное для данной реализации. При из-
менении помехи v(·) меняется как оптимальное значение функционала,
оценивающего это качество, так и оптимальный процесс [x(·),u(·)]. Од-
нако это значение и процесс порождаются прежним регулятором, хотя
и в новых условиях (задаваемых слагаемым cv(t) в первом уравнении
из (5.1)). Таким образом, один и тот же регулятор дает решение для
целого множества отдельных оптимизационных задач, зависящих от
параметра v(·). Такой регулятор предложено называть универсальным:
он доставляет оптимум при любых условиях. Особый интерес это
свойство приобретает в случае, когда условия заранее неизвестны.

Примененный для характеристики регулятора эпитет «хороший»
раскрывается следующим образом [148]. Во-первых, регулятор линеен:
он описывается соотношениями (5.2) и

α(p)s = β(p)x, p =
d

dt
,

где α(λ) и β(λ) — надлежащим образом выбранные n × n-матричные
полиномы, detα(λ) ≡ 0. Во-вторых, система, замкнутая этим регуля-
тором, устойчива. В-третьих, оптимальный регулятор параметрически
устойчив по отношению к частотам ωj (является грубым).

Как показано в [148], последнее обстоятельство приобретает особое
значение в рассматриваемом контексте. Действительно, естественна
идея использования идентификационного подхода: построить оценки
неизвестных амплитуд vj из (5.3) и в этом смысле «найти» возмущение
v(t) при всех t и затем воспользоваться упомянутым ранее решением
задачи в случае полностью известного v(t). Однако даже если допу-
стить, что оценка выполнена идеально и амплитуды найдены со сколь
угодно высокой точностью, соответствующий регулятор оказывается
негрубым, т. е. неоптимальным на практике. Именно: сколь угодно
малая погрешность в используемой при построении регулятора инфор-
мации о любой из частот ωj приводит к скачкообразному увеличению
на конечную немалую величину значения функционала I по сравнению
с оптимумом [148]. В этом смысле указанное решение практически
неоптимально, т. е. неудовлетворительно в отличие от регулятора, пред-
ложенного в [148].
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В работе [149] охарактеризованные результаты обобщены на слу-
чай, когда управление и возмущение не обязательно скалярны: u(t) ∈
∈ Rm, v(t) ∈ Rl, а непосредственному измерению доступен не обя-
зательно весь вектор состояния x(t), а лишь заданный выход y(t) =
= Mx(t) ∈ R

k. Условия существования универсального оптимального
регулятора помимо естественных содержат дополнительные требова-
ния, из которых основным является неравенство k � l: размерность
вектора возмущений не превышает числа измеряемых выходов системы.
В [154] эти факты перенесены на случай объекта с запаздываниями в
состоянии и управлении и показано, что с практической точки зрения
неравенство k � l необходимо для существования универсального ре-
гулятора: при его нарушении он существует лишь в исключительных
случаях, описываемых системой уравнений в пространстве параметров
задачи. В [149, 154] описано множество всех универсальных опти-
мальных регуляторов. В [64] основные охарактеризованные результаты
перенесены на случай линейных систем с дискретной моделью времени.

В работах [151, 156] исследован аналог задачи (5.1) в случае, когда
внешнее возмущение v(t) ∈ Rl — стационарный случайный процесс.
(В [156] рассмотрено неполное измерение y(t) = Mx(t) ∈ Rk.) Реше-
ние подобных задач хорошо известно в ситуации, когда спектральная
плотность возмущения — дробно-рациональная известная функция.
Здесь используется либо факторизационная техника Винера, либо ме-
тод пространства состояний, теорема разделения, уравнения Лурье.
Соответствующее решение предполагает знание спектральной плотно-
сти и, как правило, инфимум функционала качества в классе P всех
процессов (т. е. пар случайных функций [x(·),u(·)], удовлетворяющих
дифференциальному уравнению из (5.1) и некоторым естественным
требованиям устойчивости) строго меньше инфимума в классе PR
процессов, порождаемых физически реализуемыми стабилизирующими
линейными регуляторами с дробно-рациональной передаточной функ-
цией (применительно к которым и решается задача оптимизации).

В работах [151, 156] исследована отличная от традиционной поста-
новка задачи: спектральная плотность внешнего воздействия, вообще
говоря, неизвестна; известна лишь ее верхняя граница, которая быстро
(например, экспоненциально) убывает при увеличении частоты. Пока-
зано, что в отличие от упомянутого «традиционного» случая нижние
грани функционала качества в классах P и PR одинаковы, причем в
классе PR нижняя грань не достигается. Установлены условия суще-
ствования и предложен метод синтеза ε-субоптимального универсаль-
ного физически реализуемого стабилизирующего линейного регулятора
с дробно-рациональной передаточной функцией. Этот регулятор не
зависит от неизвестной спектральной плотности внешнего воздействия.
Вместе с тем для любого воздействия с плотностью, подчиняющейся
известной границе, он обеспечивает значение функционала качества,
отличное от инфимума при данном воздействии не более чем на задан-
ную малую величину ε ≈ 0.
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5.3. Универсальные регуляторы для оптимального отслеживания
сигналов

В [65, 106, 110, 112, 120, 150, 153, 155, 196] исследована задача
построения следящей системы в разных постановках. Такие задачи
хорошо изучены как в случае стохастических, так и детерми-
нированных отслеживаемых сигналов. Например, для линейной
стационарной системы и бесконечного временного интервала
известны необходимые и достаточные условия, гарантирующие
возможность экспоненциального отслеживания произвольного
детерминированного гармонического сигнала с известным спек-
тром (см., например, [160, 178, 192], где также приведены до-
полнительные ссылки). В [65, 106, 110, 112, 120, 150, 153, 155, 196]
исследована более общая ситуация, когда условия, гарантирующие
экспоненциальное отслеживание, вообще говоря, не выполнены.
В этом случае естественно поставить вопрос о построении оптималь-
ного регулятора, минимизирующего среднеквадратичное уклонение
заданного выхода системы от требуемого (отслеживаемого) сигнала.
(В [65, 106, 110, 112, 196] оптимальность отслеживания понимается
в смысле более общего функционала, который помимо упомянутого
уклонения содержит дополнительные квадратичные слагаемые. Они
могут учитывать, например, затраты на управление.) При естественных
предположениях получены условия существования универсального
оптимального регулятора, для которого замкнутая система осуществ-
ляет оптимальное отслеживание произвольного заранее неизвестного
полигармонического детерминированного сигнала с заданным и
известным спектром. В случае объекта управления с аддитивным
полигармоническим внешним возмущением с известным спектром
[65, 150, 196], а также такого объекта и сенсора с аналогичным шумом
[112, 120] упомянутая универсальность имеет место по отношению к
априори неизвестным амплитудам не только отслеживаемого сигнала,
но также возмущения и шума. Другими словами, регулятор не зависит
от упомянутых амплитуд, но для любых их значений обеспечивает
значение функционала качества, наилучшее из возможных при
данных амплитудах. Предложенные регуляторы линейны, приведены
явные формулы для их коэффициентов, описано множество всех
универсальных оптимальных регуляторов. При этом в [65, 196]
рассматривались системы с дискретным, а во всех остальных работах,
— с непрерывным временем. Обобщение основных охарактеризованных
результатов на системы с запаздываниями получены в [106, 112].
В [106] исследован случай, когда отслеживается стационарный
стохастический сигнал с неизвестной спектральной плотностью. Как
и в аналогичной ситуации в задаче демпфирования вынужденных
колебаний, предполагается, что плотность подчиняется известной
верхней границе, которая быстро (например, экспоненциально) убывает
с ростом частоты.
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Как уже отмечалось в подпараграфе 5.1, задача слежения в рассмат-
риваемой постановке смыкается с задачей инвариантности (подробнее
об этом см. [106, 153]). Это дает основание для применения к ним об-
щих методов. Соответствующие исследования задачи инвариантности
проведены в [65, 104–107, 109–111, 153, 155, 196]. В частности найдены
условия существования и разработаны методы синтеза регулятора,
обеспечивающего независимость выхода z системы от сигнала ϕ(t)
на входе в асимптотическом смысле: |z(t)| t→∞−−−→ 0 для произвольно-
го, достаточно гладкого сигнала. Эти условия жестче, чем упомяну-
тые условия существования оптимального универсального регулятора.
В общем случае для обеспечения инвариантности на вход регулятора
следует подавать сигнал ϕ(·) [104, 107]. В [106, 111] найдены усло-
вия, при выполнении которых от этого требования можно избавиться.
В [104, 107] аналогичные условия найдены применительно к свойству
приближенной инвариантности с заданной точностью в предположении,
что известны оценки сигнала ϕ(·) и его производных. В [105] найдена
удобная характеристика указанного свойства в терминах импульсной
переходной функции системы. Обобщения основных охарактеризован-
ных результатов на случай систем с запаздываниями получены в
[106, 109].

В [239] развитая теория применена для решения задачи отслежи-
вания требуемой траектории автономным транспортным средством в
ситуации, когда динамические параметры объекта (масса, момент инер-
ции и др.) неизвестны, но лежат в определенных известных границах.

6. Заключительные замечания

Рамки любой работы неизбежно ограничены. Настоящий обзор сфоку-
сирован на творчестве В.А. Якубовича, а также на ближней области
его влияния: исследованиях его непосредственных учеников и сотруд-
ников. «Дальние взаимодействия», за редким исключением, не обсуж-
дались ввиду приоритета, данного конкретике изложения над расши-
рениями темы. Вместе с тем, рассмотренный цикл работ тесно взаимо-
связан с общим контекстом развития теории оптимального управления
и смежных дисциплин последней четверти 20 века. Обсуждение этих
взаимосвязей — интересная и обширная тема. Автор надеется, что ему
предоставится возможность обратиться к ней впоследствии.
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195. Lindberg P.O. Optimeringslära, en introduktion. Preprint. — Stockholm:
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Optimeringslära & systemteory, 1988.

196. Lindquist A., Yakubovich V. A. Universal regulators for optimal tracking in
discrete-time systems affected by harmonic disturbances // IEEE Trans. on
Autom. Contr. — 1999. — V. 44, № 9. — P. 1688–1704.

197. Luenberger D. G. Optimization by vector space methods. — N.Y.: Wiley &
Sons, 1969.

198. Mangasarian O. L. Pseudo-convex functions // SIAM J. Control, ser.A. —
1965. — V. 3, № 2. — P. 281–290.

199. Matveev A. S. Spectral approach to duality in nonconvex global
optimization // SIAM J. Control and Optim. — 1998. — V. 36, № 1. —
P. 336–378.



604 А. С. Матвеев

200. Matveev A. S., Yakubovich V.A. Application of the abstract theory of
optimization to the solution of the optimal control problem of a system with
distributed parameters // Partial dif. equations. Proc. Conf. Novosybirsk,
1978. — P. 186–188.

201. Matveev A. S., Yakubovich V. A. Nonconvex problems of global
optimization // St.Petersburg Math. J. — 1993. — V. 4, № 6. — P. 1217–
1243.

202. Matveev A. S., Yakubovich V. A. Nonconvex problems of global optimization:
linear-quadratic control problems with quadratic constraints // Dynamics &
Control. — 1997. — V. 7, № 2. — P. 99–134.

203. Megretsky A. Necessary and sufficient conditions of stability: A multiloop
generalization of the circle criterion // IEEE Trans. Automat. Control. —
1993. — V. 38, № 5. — P. 753–756.

204. Megretski A., Khammash M. Lagrange multtipliers method in robust control:
the l1-setting // Proc. of 1994’th Amer. Control Conf., 1994. — P. 3171–3175.

205. Megretsky A., Treil S. Power distribution inequalities in optimization and
robustness of uncertain systems // J. Math. Systems, Estimation, Control. —
1993. — V. 3, № 3. — P. 301–319.

206. Michelsen M. On the eigenvalue-eigenvector method for solution of the
stationary matrix Riccati equation // IEEE Trans. on Autom. Contr. —
1979. — V. AC-24, № 3. — P. 481–488.

207. Morari M. Some control problems in the process industries // In Essays on
control: perspectives in theory and applications. Eds. H.L. Trentelman, J.C.
Willems J.C. Progress in System and Control Theory. — 1993. — V. 14. —
P. 55–77.

208. Nissan auto glides as quiet as a bluebird; noise suppressor silences 4-cylinder
cars // Nikon Keizai Shimbun. — November 9, 1991. — P. 12.
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