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ВВЕДЕНИЕ

К особым линейным системам относятся системы, содержа­
щие звенья, динамические процессы в которых не описываются 
обыкновенными линейными дифференциальными уравнениями с по­
стоянными коэффициентами. К таким звеньям относятся звенья с за­
паздыванием, реакция которых на входной сигнал появляется через 
определенное время т, и звенья с распределенными параметрами, пе­
реходные процессы в которых описываются дифференциальными 
уравнениями в частных производных, что физически соответствует 
изменению переменных не только во времени, но и в пространстве. 
Исследование систем управления, содержащих такие звенья, имеет 
некоторые особенности, которые необходимо учитывать при их ана­
лизе и синтезе.

К особым системам обычно относят и системы, содержащие 
звенья, описываемые линейными дифференциальными уравнениями 
с переменными коэффициентами, зависящими от времени. Напри­
мер, если система управления описывается дифференциальным 
уравнением вида

а0У{п) + а У п~1) +... + ап_ху  + апу  =

= Ь0х(т) + Ьхх^т ^ +... + Ьт_хх + Ьтх 

и все или некоторые из коэффициентов этого уравнения &j,bj

(i = 1, п; j  = 1, т) являются функциями времени, то система называет­
ся нестационарной, или системой с переменными параметрами. 
Наиболее распространенный метод исследования таких систем но­
сит название метода замороженных коэффициентов, который за­
ключается в «замораживании» числовых значений переменных ко­
эффициентов уравнения системы в определенный фиксированный 
момент времени f = 3 , что позволяет применять к системе методы 
анализа и синтеза линейных систем с постоянными параметрами. 
При этом исследование системы с замороженными коэффициентами 
должно быть последовательно произведено для различных моментов 
времени t = , лежащих в интервале 0 < $ < Т , где Т -  время работы
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системы. Если во всем рабочем диапазоне от 0 до Г качество систе­
мы управления оказывается приемлемым, то ее считают работоспо­
собной и при изменении коэффициентов в исследованных пределах.

Подчеркнем, что этот метод дает правильные результаты, 
если в течение переходного процесса (пока функция веса не затух­
нет практически до нуля) коэффициенты уравнения системы мало 
изменят свое значение. Следует отметить, что эффективность рас­
сматриваемого метода также зависит и от правильного выбора фик­
сированных моментов времени, для которых производится замора­
живание коэффициентов. Необходимо так выбирать эти моменты, 
чтобы охватить все возможные варианты значений коэффициентов, 
обратив внимание на «опасные» точки, в которых происходит зна­
чительное изменение коэффициента, его знака и т.п.

Системы, в которых, по крайней мере, между двумя непре­
рывными ее элементами формирование сигнала производится не 
непрерывно, а прерывисто, относятся к классу дискретных систем.

Процесс преобразования непрерывного сигнала в дискрет­
ный называется квантованием (дискретизацией). Различают три ос­
новных вида квантования:

• Квантование по времени. Выделение значений сигнала х(/) 
происходит в определенные равностоящие моменты времени t = nT, 
где Т -  период квантования (шаг квантования по времени); п = 1,оо 
(рис.1, я). Системы, в которых реализуется этот вид квантования, 
называются импульсными. Если те или иные параметры импульсов 
пропорциональны величине сигнала x(t), то такой вид квантования 
относится к классу линейной дискретизации сигнала.

• Квантование по уровню. Величина сигнала x(t) изменяется 
только тогда, когда x(t) проходит через один из уровней квантования 
Xj (рис.1, б). Разность (х/ — х(. О называется шагом квантования А*.
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Такой вид квантования имеет место 
в релейных элементах, например с 
трехпозиционной безпетлевой ха­
рактеристикой. Системы, исполь­
зующие такие элементы, в принци­
пе относятся к классу нелинейных 
и называются релейными.

• Одновременное кванто­
вание по времени и по уровню.
Значения сигнала х(() фиксируются в равноотстоящие дискретные 
моменты времени, но их величина округляется до ближайшего 
уровня xt (рис.2). Такой вид квантования имеет место при табулиро­
вании функции, использовании цифровых машин и т.п. Системы, 
использующие этот вид квантования, называются цифровыми или 
релейно-импульсными.

Таким образом, в зависимости от способа квантования сиг­
налов дискретные системы подразделяются на импульсные, релей­
ные и цифровые, а под линейной импульсной системой автоматиче­
ского управления понимается система, которая кроме звеньев, опи­
сываемых обыкновенными линейными дифференциальными урав­
нениями, содержит звено, реализующее линейное квантование сиг­
нала по времени. Заметим, что цифровые системы управления при 
малом шаге квантования по уровню сигнала Ах, соизмеримым с по­
грешностью измерительного устройства, могут рассматриваться как 
импульсные. Следовательно, к таким системам применимы методы 
исследования динамических режимов, разработанные для импульс­
ных систем.

Основной смысл введения импульсного управления за­
ключается в освобождении измерительного устройства регулято­
ра от нагрузки на выходе. Это позволяет применить более точное 
и тонкое измерительное устройство с обеспечением в то же время 
достаточной мощности управляющего воздействия. Так как в 
дискретных системах, по сравнению с непрерывными, в принципе 
происходит потеря информации об изменениях сигнала, то можно 
ожидать снижения точности функционирования системы. Однако 
при достаточно малом шаге квантования и при сравнительно мед­

Рис.2
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ленно меняющихся сигналах снижение этой точности несущест­
венно. Кроме того, процедура дискретизации сигнала сопровож­
дается отфильтровыванием высоких частот, что увеличивает по­
мехозащищенность системы, а применение вместо непрерывных 
устройств цифровых преобразователей позволяет существенно 
снизить приборную погрешность. Таким образом, суммарная точ­
ность функционирования дискретной системы, по сравнению с 
непрерывной, может существенно повыситься.

К классу нелинейных систем управления относятся системы, 
содержащие хотя бы одно звено, параметры которого зависят от пе­
ременных, описывающих поведение системы. Характерной осо­
бенностью нелинейной системы является резкое, вплоть до скачков, 
изменение ее параметров при изменении переменных параметров. 
Это обстоятельство обусловливает неэффективность линеаризации 
нелинейных зависимостей путем их разложения в ряд Тейлора, вви­
ду невозможности обеспечения удовлетворительной точности ап­
проксимации. В связи с этим возникает необходимость применения 
специальных методов анализа и синтеза нелинейных систем.

1. ОСОБЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ

1.1. СИСТЕМЫ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

К системам с запаздыванием относятся такие, в составе ко­
торых имеется звено с чистым запаздыванием, т.е. звено, у которого 
выходная величина y{t) повторяет все изменения входной величины 
с постоянным сдвигом во времени, равным т. Уравнение звена с 
чистым запаздыванием имеет вид

y{t)= x{t-x),  (1.1)

где т -  время запаздывания.
Примером звена с чистым запаздыванием может служить 

обычный конвейер (рис. 1.1), реакция которого y{t) запаздывает по 
отношению к входному воздействию x(t) на время транспортиро­
вания груза х от места его подачи на конвейер до места выгрузки.
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Именно поэтому время т иногда назы­
вают транспортным запаздыванием.

Преобразуем уравнение (1.1) по 
Лапласу, сделав замену переменной 
9 - 1 -  х , откуда t = 0 + т . Тогда

00

Y(p) = jx(t-x)e~pxdt =
о

00

= J ^ e je - 'V ^ r f e  = e - ^ X i p ) .
О

При этом передаточная функция 
звена с запаздыванием имеет вид

Х{р)

а :d>
X

к о
1

У

1 1 Д
; II т W

1

-> т 4—  t

Рис. 1.1

■р* (1.2)

его характеристики: амплитудно-фазочастотная (АФЧХ) Wfj'co) = e~jan, 
амплитудно-частотная (АЧХ) A((d )  = 1 и фазочастотная (ФЧХ) 
ф(со) = -сот -  представлены на рис. 1.2. Переходная характеристика 
звена при х = 1 (/) имеет вид, показанный на рис. 1.1.

Заметим, что звено с запаздыванием является неминимально­
фазовым, так как в отличие от усилительного звена с А(со) = 1 и 
ф(со) = 0, звено с запаздыванием имеет сдвиг фаз, отличный от нуля 
и пропорциональный времени т.

Рис. 1.2 
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Рис. 1.3

Приведенные характеристики 
показывают, что при любой частоте 
сигнал на входе звена с чистым за­
паздыванием передается без искаже­
ния, т.е. А(со) = 1, поэтому понятие 
полосы пропускания частот в данном 
случае отсутствует. Физически такое 
звено, как и дифференцирующее зве­
но, не может быть реализовано. Од­
нако такие элементы, как транспорт­
ное устройство системы, достаточно 

хорошо аппроксимируются этими звеньями. Кроме того, с помощью 
этих звеньев в ряде случаев удается достаточно точно аппроксимиро­
вать объекты, описываемые линейными дифференциальными уравне­
ниями (ДУ) высоких порядков.

Если кривая переходной функции h(t), начиная с момента 
времени t -  х, мало отличается от экспоненты, а до момента 1 = х ор­
динаты ее достаточно малы (рис. 1.3), то соответствующее прибли­
женное значение передаточной функции объекта можно записать в 
виде произведения

W(p) = Wa(p)Wx(p)
Тр +1

-рх

а ДУ, преобразованное по Лапласу, в виде

(Тр+ \)e?'Y(p) = кХ(р). (1.3)

В выражении (1.3) параметры Т и х  определяются по кривой 
разгона с применением того или иного метода обработки экспери­
ментальных данных.

Заметим, что большое число последовательно включенных 
звеньев с малыми постоянными времени Гц можно заменить на зве-

п
нья с запаздыванием при т = • Действительно, пусть система 

содержит п последовательно включенных инерционных звеньев
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первого порядка с коэффициентом передачи к = 1 и постоянной 
времени 7jt = х/п. Тогда эквивалентная передаточная функция

К (Р ) = Т 1Я',(Р) =----- -— r  = f l+ — 1 •1_1 (T^p + iy  I п )

Возьмем предел левой части этого выражения при и—»оо:

[ V"
1 + —  = Нш

fl J и—>00

Здесь учтено, что lim (l +1 / а )а = е при а  = п /(хр).
а-»аэ

Таким образом, передаточную функцию при достаточно 
большом числе п (п> 5-ИО), можно аппроксимировать звеном запаз­
дывания с т = пТц.

В общем случае передаточная функция линейного звена с 
запаздыванием х с учетом (1.2) имеет вид

Щ р)  = K ( pW A p ) = >
А р )

а соответствующую частотную функцию при W(/(о) = ̂ (/'со)е/(р(ш) и 
Wx{/(d) = e~J(xn получим в виде

W(Jd)) = Л(/ю)е/[ф(®)'(0т]. (1.4)
Из выражения (1.4) следует, что для построения АФЧХ линейного 
звена с запаздыванием, необходимо характеристику WJJ:со) повер­
нуть на угол фл = -сот (по часовой стрелке), что приближает ее к 
точке (-1; jO), и следовательно, наличие звена с запаздыванием сни­
жает запас устойчивости системы.

Заметим, что реальные переходные процессы в АСУ во мно­
гих случаях достаточно точно могут быть описаны как линейными 
ДУ высокого порядка, так и линейными уравнениями второго по­
рядка с запаздыванием (принцип Ишлинского). В этом случае пере­
даточная функция системы имеет вид

-w
1+^ у

п )
= е-(П
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ке~^
W(p)= -2 2 ---------- , 

f V + 2 ^  + 1
где т, T, t, и к -  подлежат определению по экспериментальным дан­
ным. Здесь Т -  постоянная времени; £ -  коэффициент демпфирова­
ния; к -  передаточный коэффициент.

Запишем придаточную функцию в виде

w (P)= к -
сТ2р 2 + г^Тр + l ) ^  A{p)Qpx ’

где А(р)еГ -  характеристический полином.
Решение и анализ трансцендентного уравнения A(p)ew = О 

затруднено. В связи с этим передаточную функцию запаздывающего 
звена иногда представляют в виде ряда Пада. Учитывая только пер­
вые два его члена, Wx(p) приближенно заменяют дробно-рациональ­
ной функцией вида

WT(р) = ерх =~о.Р ~ aiP +l t (1.5)
а0р  +щр + \

где а0 = х2/12, а\ = х/2.
Заметим, что полученная передаточная функция имеет корни 

числителя в правой полуплоскости, следовательно, данное звено как 
и звено с передаточной функцией (1.2) не является минимально­
фазовым.

1.2. СИСТЕМЫ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

К системам с распределенными параметрами относятся 
такие, в состав которых входит хотя бы одно звено с распреде­
ленными параметрами. В отличие от звеньев с сосредоточенными 
параметрами, описываемых обыкновенными ДУ (изменениями 
состояния звена в пространстве в данном случае пренебрегают), 
звено с распределенными параметрами (т.е. параметрами, зави­
сящими от пространственных координат) описываются ДУ в ча­
стных производных. Это обстоятельство приобретает практиче­
ское значение при управлении материальными потоками, при пе­
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редаче информации, например, 
в виде электрического сигнала 
по длинным линиям и т.п.

Пример 1.1. Пусть в сис­
теме управления гидротурбиной в 
качестве связующего элемента ме­
жду резервуаром воды и гидротур­
биной используется трубопровод, 
по которому протекает жидкость 
(рис. 1.4). Составить структурную 
схему модели трубопровода.

Решение. Динамические процессы в трубопроводе, характе­
ризуемых двумя переменными: напором Н  и расходом Q , описы­
ваются при некоторых допущениях уравнениями Жуковского:

Рис. 1.4

dh _ у dq dq _ 1 dh 
дх a dt дх уa dt

(1.6)

где h = Н*/ Н 0 и q = £>7 Q*0 -  относительные значения напора

и расхода соответственно; Н 0 и Q*0 -  базовые значения Я* и Q*;
а -  скорость распространения звука в трубопроводе; у =
= a Ql /( gFH*Q); g — ускорение свободного падения; F -  площадь
сечения трубопровода.

Преобразуем уравнения (1.6) по Лапласу при нулевых на­
чальных условиях. Учтем, что

Тогда получим

L{h(x,t)}= Jh(x,t)Q ptdt = Н (р,х ) :
о

L{q(x,t)} = JV(x,/)e_p'dt = Q(p,x) .

д- ^  = - 1 Р(*.Р,хУ,ox a
(1.7)
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Продифференцировав (1.7) по х и подставив в него (1.8), запишем

д2Н (р ,х ) _ у dQ(p,x) _ р 2
2 ~ Р -а 2 V/A-Vох а дх а

или

^ М _ 4 ж Л ,)  = 0. (1.9)
Эх

Аналогично, исключив из (1.8) функцию 7/(р, х), найдем

^ ^ - 4 е ( А * ) = о .  (i.io)
ох а

Рассматривая координату х как независимую переменную, 
решим дифференциальные уравнения (1.9) и (1.10) относительно 
изображений Н(р, х) и Q(p, х). Так как характеристические уравне­
ния ДУ (1.9) и (1.10) одинаковы (к1 - р 2! ^  ~ 0*) и имеют два корня 
к\у2 ~ ±р!а, то решения этих уравнений получим в виде суммы двух 
экспонент:

H(p,x) = Alek'x +A2et*x , (1.11)

Q(p,x) = Blet,x + B2eh x , (1.12)

где А\, А2, В 1 и В2 — постоянные интегрирования, определяемые из 
граничных условий.

Запишем уравнение (1.11) для граничных условий х = 0, х = /:
Н(р, 0) =v4i + А2; (1.13)

Н(р, Г) = AiCw + А2о~хр, (1.14)

где х = На -  время пробега звуковой волны вдоль трубопровода. 
Продифференцировав (1.11) по х, с учетом (1.5) запишем

* Здесь к = д /д х  -  операция дифференцирования по переменной х
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Ё Б ^ ={Аук1̂  + А2к1^ ) ^ 1 т р ^ .
дх а

Тогда, при л: = 0, получим

Ахкх + Л2к2 = -~ p Q (p ,0) . 
а

Подставив в полученное выражение значения к\ и к2, имеем

Al - A 2 =-yQ(p,0). (1.15)
Совместное решение уравнений (1.13) и (1.15) и дает иско­

мые постоянные интегрирования А\ и А2, подставив которые в вы­
ражение (1.14) окончательно найдем

Н(р, I) = H(p,0)shxp -  yQ(p,0)shxp, (1.16)

где shx/7 = (qw + е~тр) / 2; ship = (етя -  е~хр) / 2 (гиперболические ко­
синус и синус соответственно).

Аналогично можно получить

Q(P, 0  = Q(P,^)shxp -  -  H(p,0)shxp . (1.17)
Y

Обычно интересуются зависимостью значений А(/, t) и q(l, t) 
на выходе трубопровода от напора h(0, t) и относительной степени 
открытия регулирующей заслонки \х, т.е. рассматривают трубопро­
вод как объект с сосредоточенными параметрами*. В этом случае, 
исключая переменную Q(p, 0) из уравнений (1.16) и (1.17) и учиты­
вая, что ch2хр -  sh2xр = 1, получим

Н(р, I)chxp = Н(р,0) -  уQ(p, l)shxp.

Заменив гиперболические функции экспоненциальными, 
запишем

Н(р,1) = 2Я(Л 0)е-^ -# ( /> ,/)е"рт +yQ(p,l)z1<n - у Q(p,l) . (1.18)

Изменение переменных в пространстве целесообразно рассматривать в 
случае использования распределенного уравнения.
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Так как обратное преобразование Лапласа от Н{р, I), Q(p, I) и е w со­
ответственно

г'{Н(р,1)} = ]я (л /)е ртф  = А(/,0;
^  -оо

i ' 1 {6 (^0 }  = q(i, 0 ; £'* {е“рт} = 1(( -  т),

уравнение (1.18) можно переписать для оригиналов в виде

/*(/, 0  -  2/г(0, t -  х) -  /г(/, / -  2т) + у^(/, t — 2т) — у?(/, /)• (1-19)

Полученное уравнение связывает две искомые величины 
Щ, t) и q(l, i) в конце трубопровода с напором в его начале h{0, /). 
Чтобы сделать задачу определенной, к уравнению (1.19) необходимо 
добавить уравнение расхода

= + ( 1.20)

Совместное решение уравнений (1.19) и (1.20) позволяет 
определить искомые значения /*(/, t) и q(l, t) в конце трубопровода 
при известных значениях напора h{0, f) в его начале и положение 
заслонки |л.

Анализ уравнения (1.19) показывает, что протяженный тру­
бопровод можно заменить усилительными звеньями с запаздывани-

33 УЗ

Рис 1.5
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ем (так как жидкость в отличие от газа несжимаема), а произведя 
линеаризацию выражения (1.20), можно применять методы анализа 
линейных систем с запаздыванием.

Структурная схема модели К0\х_! и \хЧ-> т е - изменение
напора и расхода в точке / (рис. 1.5), составляется на базе уравнений 
(1.19) и (1.20). На вход модели подаем сигналы, пропорциональные 
/г(0, /) и ц, которые, пройдя через звенья модели, преобразуются в 
искомые переменные /*(/, /) и q(l, t). На рис.1.5 33 -  звено с запазды­
ванием; УЗ -  усилительное звено; БУ -  блок умножения; ФБ -
функциональный блок с входом h{l, t) и выходом / {К) = д/l + h{l,t) ;
I, II, III, IV -  слагаемые уравнения (1.19).

Заметим, что звенья с распределенными параметрами можно 
заменять звеньями с запаздыванием, что вытекает из чисто физиче­
ских соображений: объект с распределенными параметрами можно 
представить как п последовательно включенных элементарных 
звеньев первого порядка, а такие звенья можно представить запаз­
дывающим звеном.

1.3. УСТОЙЧИВОСТЬ СИСТЕМ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

В силу трансцендентности передаточной функции звена с 
запаздыванием характеристическое уравнение замкнутой системы 
будет также трансцендентным, и поэтому алгебраические крите­
рии устойчивости непосредственно использованы быть не могут. 
В то же время, частотные критерии Михайлова и Найквиста могут 
быть обобщены и на случай систем с запаздыванием. В этом слу­
чае используется уравнение Эйлера: е~усог = coscox - ysinoox.

Критерий Михайлова. Пусть имеем систему (рис. 1.6), 
включающую звено с запаздыванием: JVT(/cd) = е~7<вт, а остальная 
часть системы описывается обыкновенными ДУ и имеет передаточ­
ную функцию

A ( j c d )

и » у

Рис 1.6
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Передаточная функция 
замкнутой системы по каналу 
у  -> у  имеет вид

Wyy(p) =
В(р)е -рх

А(р) + В{р)е-рх ( 1.21)

Воспользовавшись (1.21), запи­
шем характеристический полином 
системы Dip) = А{р) + B{p)Q~px, и, 
положив р -  /со, уравнение кри­
вой Михайлова

Д/со) = Aijcо) + £(/со)е:/СйТ. (1.22)

Критерий Михайлова для 
систем с запаздыванием форму­

лируется практически также, как и для линейных систем без запаз­
дывания: для того, чтобы линейная система, включающая звено с 
запаздыванием, была устойчива, необходимо и достаточно, чтобы 
годограф вектора Михайлова Z)(/co) при изменении со от нуля до бес­

конечности, нигде не обращаясь в нуль, повернулся на угол

где п -  степень полинома A ip).
Рассмотрим некоторые примеры применения критерия Ми­

хайлова к исследованию устойчивости систем с запаздыванием.
1. Пусть В(/Ъ) = с = const. Поделив выражение (1.22) на с, 

получим

O*0(0) = ̂ M  = j4*(y(B) + e ^
С

(1.23)

где A ij(o) = A(j(x))/c .
На рис. 1.7 отдельно построены годографы векторов, входящих 

в выражение (1.23). Анализ размещения годографов на комплексной 
плоскости (рис. 1.7, а) показывает, что если годограф кривой А (/со) не 
пересекает окружность единичного радиуса и проходит последователь-
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но п квадрантов, то и годограф 
D (/со) проходит квадранты в той 
же последовательности. Таким об­
разом, в соответствии с критерием 
Михайлова все корни уравнения 
D{p) = 0 лежат в левой полуплос­
кости. Следовательно, система ус­
тойчива. Если годограф А (/со) не 
отвечает сформулированным требованиям (рис.1.7, б), то система с за­
паздыванием будет неустойчива для любых т.

При х = 0 система называется предельной, а кривая Михай­
лова принимает вид

d \ J ( o) = a \ m  + \. (1.24)

Из (1.24) вытекает, что годограф Михайлова представляет собой 
вспомогательную кривую А (/со), смещенную на комплексной плос­
кости на единицу вправо (рис. 1.8), что эквивалентно смещению оси 
ординат на единицу влево (точка 0\). Таким образом, расположение 
кривой А (/со) относительно нового начала координат 0\ позволит су­
дить об устойчивости предельной системы: для того чтобы система 
была устойчива кривая Михайло­
ва должна охватывать точку 0\.

2. Рассмотрим случай, ко­
гда предельная система устойчи­
ва, а кривая А (/со) пересекает ок­
ружность единичного радиуса в 
точке к (рис. 1.9, а). Частота сок, 
при которой произошло пересече­
ние двух годографов е“уют и А (/со), 
называется критической. Если 
время запаздывания х = хк таково, 
что сокхк = 71 -  ц/К, то, как следует 
из рис. 1.9, а, |/)*(/сок)| = 0 и сис­
тема находится на границе устой­
чивости. При ЭТОМ Хк = (п — \\1к)/(!дк,
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и следовательно, для того чтобы кривая Михайлова охватывала нача­
ло координат, необходимо выполнение условия х < хк .

Таким образом, в рассматриваемом случае, для того чтобы 
система была устойчива, необходимо и достаточно, чтобы вектор 
А (/со) при изменении со от 0 до оо последовательно проходил п квад­
рантов в положительном направлении и, кроме того, выполнялось 
условие х < тк.

Заметим, что если годограф вектора А (/со) пересекает ок­
ружность единичного радиуса дважды (рис.1.9, б), то имеем две 
критические частоты coKi и сок2 и два критических времени xKi и хк2. В 
этом случае дополнительное условие устойчивости имеет вид: 
х < xKmin . Для случая, изображенного на рис. 1.9, б, имеем \j/k2 > \|/Ki и
©к2 > ®кь следовательно,

3. Рассмотрим более общий случай, когда 2?(/со) Ф const. В 
этом случае соотношение (1.22) записывается в виде

DO'co) = А( со)еУфл(ш) + Л(со)еЛфв(ш)_0)т].

а Построив зависимости частотных 
характеристик А(со) и В(со), рас­
смотрим три случая:

б

(рис. 1.10, а) не пересекаются, и 
устойчивость системы при любом 
времени запаздывания полностью 
определяется устойчивостью пре­
дельной системы;

• кривые А(со) и В(со) пе-

© К

ресекаются (рис. 1.10, б), и систе­
ма будет устойчивой, если пре­
дельная система устойчива и 
х < хк. Здесь

Рис. 1.10
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_ 7С-фл(Юк) + фд(СОк) 
т к >

где ф̂СсОк) и фя(сок) -  аргументы комплексных чисел A(jcо) и 2?(/со) при 
частоте со = сок, которая соответствует точке пересечения кривых;

• кривые Л(со) и В(со) пересекаются дважды, и в случае ус­
тойчивой предельной системы необходимым и достаточным усло­
вием устойчивости является неравенство х < хк min, где хк min соот­
ветствует (0К m a x .

Критерий Найквиста. Этот критерий, обобщенный для сис­
темы с запаздыванием, формулируется так же, как и для линейных 
систем: чтобы замкнутая система была устойчива, необходимо и 
достаточно, чтобы годограф вектора АФЧХ разомкнутой системы 
ЖрО'со) при изменении частоты от нуля до бесконечности не охваты­
вал точку (-1; у'О).

Передаточная функция разомкнутой системы имеет вид

W  (1-25)

В соответствии с критерием Найк­
виста, для устойчивой предельной 
системы годограф частотной харак­
теристики для разомкнутой системы 
Жр(/со) = Wn(jco) не должен охваты­
вать точку (~1;у'0). При запаздыва­
нии (х>0), в соответствии с (1.25) 
частотная характеристика разомкну­
той системы получается перемно­
жением частотных характеристик
Wn(jсо) и е_;0)Т, причем эта проце­
дура заключается в повороте каждо­
го вектора WJj<i)) на угол (-чох). При 
этом возможны два случая:

• Разомкнутая предельная 
система устойчива и годограф век­
тора WJj(a) не пересекается с кру­

а Im
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гом единичного радиуса (рис. 1.11, а). В этом случае замкнутая сис­
тема будет устойчива при любом запаздывании, так как никакой по­
ворот любых векторов Wn(j<b) на любой угол не приводит к обхвату 
точки (-1; j 0).

• Если имеет место пересечение упомянутых характери­
стик (рис.1.11, б), то при повороте вектора ОК на угол п - \ у к 
(здесь \\1К = сокхк) характеристика Wp(j<o) = И/л(/'со)е_7<от попадает в 
точку (— 1;уО), т.е. система окажется на границе устойчивости. Сле­
довательно, чтобы система была устойчивой, необходимо ввести 
дополнительное условие х < хк = ц/к/сок.

Заметим, что если частотная функция разомкнутой системы 
более сложна, чем (1.25), например,

р7 4 0 ш ) е ^  + ^ 0 о ) ) е - ^

то исследование устойчивости целесообразно проводить при помо­
щи критерия Михайлова.

Пример 1.2. Пусть передаточная функция разомкнутой сис­
темы с запаздыванием имеет вид

Wp(p) = W»(PW,(p) =---- 5------ Т ------------ е 'рт. (I-26)а0р  +avp  + а2р  + а3

где ао = 0,01 с3; а\ = 0,09 с2; а2 -  0,5 с; аъ -  1,0; кп -  1,6. Определить 
критическое значение величины запаздывания х = хк, определяющее 
границу устойчивости.

Решение. Построим частотную характеристику разомкнутой 
предельной системы. Воспользовавшись (1.26), имеем

к  ( » = ------------; ----------------- .
0,01 (.До)3 + 0,09(уш) + 0 ,5 ( »  +1

Годограф вектора Wn(jсо) представлен на рис. 1.12. Пересе­
чение кривой Wn(j(d) с окружностью единичного радиуса проис­
ходит при критической частоте сок =4,6 с-1. Следовательно, для
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того чтобы замкнутая система, со­
держащая звено с запаздыванием
WT(p) = е~рт, была устойчива, долж­
но удовлетворяться неравенство

0,967

Im

X <  = ъ
ох 4,6

0,21с.

Заметим, что при |vj/K|<7i. 
точка пересечения годографов
Wn (у'со) и е~~рх всегда будет лежать во втором квадранте комплекс­
ной плоскости, т.е. годограф fVp(/co) при любом значении х будет ох­
ватывать точку (-1 ,j0), и следовательно, достаточное условие ус­
тойчивости не выполняется.

1.4. КОРРЕКЦИЯ АСУ ОБЪЕКТАМИ 
С БОЛЬШИМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Для многих технологических процессов в металлургической, 
химической, горной, транспортной и других отраслях промышлен­
ности характерным признаком является существенное время запаз­
дывания (до нескольких десятков минут) реакции объекта (измене­
ния выходной величины у) на изменение управляющего 
воздействия и. Как показывают расчеты, при определенной величи­
не отношения времени запаздывания объекта т0 к его постоянной 
времени Т0 (например, при xJT0 > 0,5) эффективность законов 
управления резко снижается из-за большой статической (П-, ПД- 
законы) или динамической (И-, ПИ- и ПИД-законы) ошибки, и в не­
которых случаях система может потерять устойчивость. В связи с 
этим были разработаны специальные (неклассические) законы 
управления: пропорционально-интегрально-разностный (ПИР-закон) 
и пропорционально-интегральный по предыстории (ПИП-закон). В 
отличие от классических законов управления, использующих только 
информацию об отклонении управляемой величины у  от заданного 
ее значения у* (Д -  у  -у ) ,  здесь используется также априорные све-
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дения об управляемом объекте, на базе которых в классический за­
кон управления вносится определенная коррекция. В случае парал­
лельной коррекции передаточную функцию скорректированного
закона управления WyK(p) можно записать в виде

w ;\p )= w ,{p )+ w K(p),  (1.27)

где Wb(p), WK(p) -  передаточные функции базового регулятора и 
корректирующего звена.

Обычно в качестве базового принимается ПИ-регулятор с пере­
даточной функцией, которую в данном случае удобно записать в виде

kATwp +1)
Wbip) = ky + ~ L~ = .- , (1.28)

ТУР Тур

где ку и Ту -  параметры настройки ПИ-регулятора.
Для сокращения времени переходного процесса tp и сниже­

ния его колебательности (сокращения числа перерегулирований) 
скорость нарастания интегральной составляющей управляющего 
воздействия и должна уменьшаться с течением времени. В простей­
шем случае этим требованиям отвечает корректирующие звено с 
передаточной функцией

= (1-29)
Ту Р

где кК и тк -  параметры настройки корректирующего звена.
С учетом (1.28) и (1.29) выражение (1.27) для ПИР-регуля- 

тора можно записать в виде

Wx(p) = ky + ^ ( l - k ye-ln‘ ). (1.30)
ТЧР

Для иллюстрации сказанного на рис. 1.13 приведена пере­
ходная функция u(t) ПИР-регулятора (сплошная линия) при подаче 
на него входного сигнала ошибки А(/) = !(/). Штриховыми линиями 
показаны составляющие этой функции: пропорциональная 1, инте-
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тральная 2 (tga - k K/Ty) и инте­
гральная составляющая 3 с запазды­
ванием (tg(7i -(3) = —ккку /Ту, кК < 1).
Как видно из рис. 1.13, при t> x K 
скорость роста управляющего сиг­
нала снижается, что, как указыва­
лось выше, улучшает качество пере­
ходного процесса.

Пример 1.3. Найти парамет­
ры ПИР-регулятора, предназначенно­
го для стабилизации температуры в 
металлургической печи. Структурная схема АСУ представлена на 
рис. 1.14. Передаточная функция объекта управления имеет вид

Рис.1.13

К  (р} =
т0р +1

-Р*0 (1.31)

Значения параметров (1.31), 
определенные по кривой разго­
на: к0 = 1,0; Т0 = 80 с; т0 = 28 с.

Решение. Соотношение 
динамических характеристик 
объекта xJT0 -  0,35 < 0,5 в 
принципе позволяет применять 
стандартный ПИ-регулятор. Для
удобства расчетов аппроксимируем передаточную функцию запаз­
дывающего звена рядом Пада (1.5).

а0р 2 - а хр  + \ _ 65,Ър2 -14/7 + 1 
а0р 2 + ахр  + \ 65, Зр2 +14/7 + 1

Тогда передаточная функция объекта управления (1.31) за­
пишется в виде

К  (р ) =
65,Ър2 -14/7 + 1

(8 0 /7  + 1)(65,3/г +14р + 1) 
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У Определим параметры ПИ-

о;:

0,4- регулятора (ку, Ту) с передаточной 
функцией (1.30) при кК = 0, обеспечи­
вающее минимум колебательности 
переходного процесса, характеризуе­
мой отношением Стг/огь где <Ti и сг2 -  
величина предыдущего и последую­
щего перерегулирования. Как пока­
зали расчеты наименьшее соотноше­
ние аг/сТ] = 0,16 достигается при сле­

дующих значениях параметров ПИ-регулятора: ку = 1,7, Гу = 50с, 
время регулирования tp = 350 с. Кривая переходного процесса y(t), 
полученная на модели при подаче на вход объекта ступенчатого воз­
мущения fit) - А \ (0, представлена на рис. 1.15 (кривая 1).

Дальнейшее улучшение переходного процесса производится 
путем введения корректирующего звена (1.29), параметры которого 
можно определить путем постановки вычислительного эксперимен­
та. Обработка полученных результатов позволила найти оптималь­
ные значения параметров корректирующих звеньев: &к = 0,19, 
тк = 21. Кривая скорректированного переходного процесса приведе­
на на рис. 1.15 (кривая 2). Исследование модели ПИР-регулятора по­
казывает, что оптимальные его параметры, в основном, определяют­
ся соотношением х0/Г0 . Сравнение кривых переходного процесса 
свидетельствуют о том, что введение корректирующего звена позво­
ляет существенно улучшить качество переходного процесса. В част­
ности, колебательность процесса уменьшилась примерно на поря­
док, в результате чего переходный процесс практически стал моно­
тонным. Кроме того, реализация ПИР-закона регулирования позво­
лила почти в 2 раза сократить время регулирования.

В случае применения пропорционально-интегрального по 
предыстории алгоритма управления (ПИП-регулятор) передаточная 
функция корректирующего звена имеет вид

W,(p) = - k \  V ^  k ( / ’) = 0'i(pF'oO>), (1.32)
Tvp
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Щ(Р) = ку 1+ -ТуР.
и6

Т р

,3 4 
/  иК

I __ L
>  W0(p)

У-t— ►

Рис. 1.16

1 -  объект управления; 2 -  ПИ-регулятор; 3 и 4 -  корректирующие звенья; 
5 -  ПИП-регулятор

где Wl(p) = - k yГ к '  
к1+^ ~

V V ,
; к\ и к2~ параметры настройки корректи­

рующего звена; W0(p) — передаточная функция объекта с запазды­
ванием.

Передаточная функция скорректированного устройства управ­
ления в соответствии с (1.27) и с учетом (1.28) и (1.32) имеет вид

К  (Р) = ку{ 1 -  kxW0 (р ) +(1 / Тур)[ 1 -  k2W0(p)]} . (1.33)

Анализ структурной схемы АСУ с ПИП-регулятором 
(рис. 1.16) показывает, что управляющее воздействие и формируется 
как алгебраическая сумма составляющей на выходе ПИ-регулятора 
щ и составляющей звеньев параллельной коррекции иК. Введение 
составляющей ослабляет пропорциональную и интегральную части 
базовой составляющей (к\ и к2 меньше единицы) при t > т0. Послед­
нее условие обеспечивается введением звена 4, представляющего 
собой модель объекта управления. Таким образом ПИП-регулятор 
обеспечивает высокий уровень управляющего воздействия 
и = иб при t < т0 и плавное снижение этого уровня при t < т0 
(и = щ -  иК). Как и в случае применения ПИР-регулятора, реализа­
ция ПИП-закона управления улучшает качество переходного про­
цесса и увеличивает запас устойчивости по амплитуде и фазе по
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сравнению с ПИ-регулятором. Кроме того, настройка параметров 
корректирующего звена к] и к2 в силу линейной их связи с пропор­
циональной и интегральной составляющими выходного сигнала 
корректирующего звена 3 осуществляется достаточно просто. К ос­
новным недостаткам ПИП-регулятора можно отнести необходи­
мость достаточно точного знания математической модели объекта, 
что в ряде случаев вызывает определенные затруднения.

2. ДИСКРЕТНЫЕ СИСТЕМЫ
2.1. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ АНАЛИЗА 

ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМ

2.1.1. Разностные уравнения

Основным математическим аппаратом для описания дис­
кретных (импульсных) систем служат разностные уравнения (урав­
нения в конечных разностях). Неоднородные линейные разностные 
уравнения имеют вид:

А0Ату(пТ) + АхАт-ху(пТ) + ... +AtAm"y(nT)+... +Am_lAy(nT) +

+ Ату(пТ) -  ВоА?х(пТ) + В\А€‘ хх{пТ) + ... + BjAf Jx(nT) +

i = О,m; j  = . (2.1)

Здесь x(nT) -  входной сигнал сис­
темы, определяемый для дискрет­
ных моментов времени t — пТ; 
у{пТ) -  выходной сигнал системы, 
свойства которого аналогичны 
х(пТ); А( и Bj -  постоянные коэф­
фициенты разностного уравне­
ния; А1у(пТ) -  конечная разность 
/'-го порядка.

Так как Т = const, то 
функция х(пТ) является функцией 
целочисленного аргумента п иРис.2.1
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называется решетчатой функцией. Проиллюстрируем сказанное. 
Пусть, например, функция y{t) изменяется так, как показано на 
рис.2.1. Первая разность этой функции Ау(«7)-у[(п  + 1)7]-у(пТ), 
т.е. равна длине отрезка ММ, представляющего собой геометриче­
скую интерпретацию первой разности. Заметим, что при Г —> О пер­
вая разность функции y(t) стремится к ее дифференциалу.

Вторая разность представляет собой разность первых разностей:

А2у{пТ) = Ау[{п + 1)7] -  &у[пТ] =у[(п + 2)7]-у[{п + 1)7] -

~уКп+\)Т\ +у(пГ) =у[(п + 2)7] - 2у[(п + 1)7] + у(пТ),

г.е. равна длине отрезка -  геометрической интерпретации вто­
рой разности ([JVW”] = [ММ] -  [Ш]).

В общем случае i-я разность (при t — пТ)

Д’у(пТ) = Д'- 'у[(п + 1)7] -  Д'- V(n7).

В дальнейшем, понижая порядок разности, можно представить раз­
ность любого порядка в виде алгебраической суммы функции y(t) для 
различных моментов времени. Можно показать, что в этом случае

Д'у(пТ) = + i - k ) T ] , (2.2)
к=0

к ^где С, = ----- 1------- число сочетаний из i элементов по к.
‘ k \(i-k)\

Для примера определим, воспользовавшись формулой (2.2),
вторую разность, положив / = 2. Тогда С° - С \  =1; С \— 2 и
А2у(пТ) =у[{п + 2)7] -  2у[(п + 1)7] + у{пТ), что совпадает с результа­
том, полученным выше.

Применив линейное преобразование (2.2) ко всем членам 
разностного уравнения (2.1), запишем его в виде

а0у(п + m) + а\у{п + т -  1) + ... + ат.у{п + m - i )  + ...
+ iу(п + 1) + cimyin) = box(n + €) + ...+ b&(n). (2.3)

Можно показать, что коэффициенты уравнений (2.1) и (2.3) связаны 
отношением
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°i = 1 ( - 1 ) ' ' Ч с Й  •
k=0

Отметим, что если в уравнении (2.3) коэффициент ат -  0, то, 
в отличие от дифференциальных уравнений, можно понизить его 
порядок, заменив п + 1 = к.

Решение однородного разностного уравнения (2.3) при 
x(t) = 0, описывающее свободное движение импульсной системы, 
ищется в виде показательной функции

y(t) = z ' ,  (2.4)

где z -  число, подлежащее определению; t - n ;  п = 0,оо.
После подстановки (2.4) в (2.3) получим

Яо7(" + w) + axz{n + » - !> + д /*  - » - 0 + ....+ ат.! z(” +1} + amzn = 0. (2.5)

Сократив (2.5) на z", получим

cioZm + axẑ m ^ + ...+cijẐ m ... +am.jZ + ат — 0. (2.6)

Уравнение (2.6) называется характеристическим уравнением разно­
стного уравнения (2.3), решение которого и дает искомые числа 2 .
Если корни характеристического уравнения равны z, то
получим т независимых решений типа (2.4). Следовательно, реше­
ние уравнения (2.3) может быть представлено в виде суммы:

у(п) = Cxzxn + C2z2n + ...+Qz,n+...+ Cmzmn, (2.7)

где Ci -  произвольная постоянная, определяемая из начальных условий.
Корни характеристического уравнения z, в общем случае 

комплексные числа, которые могут быть представлены в виде
z, = ДеУФ' . Тогда уравнение (2.7) можно записать в виде

т
y(n) = f dCiA y v‘”. (2.8)

1 = 1

Из выражения (2.8) следует, что при модулях комплексных чисел z„ 
меньших единицы, все свободные составляющие затухают, т.е. сис­
тема устойчива. Таким образом, условие
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jz(| = mod Zi = Aj< 1 (2.9) Im
является условием устойчивости 
импульсных систем, которое мож­
но сформулировать следующим 
образом: все корни z* характери­
стического уравнения (2.6) должны 
быть расположены на комплексной 
плоскости корней z, внутри круга 
единичного радиуса (рис.2.2).

В зависимости от вида 
корней характеристического урав­
нения (2.6) переходный процесс
может иметь апериодический или колебательный характер.

Пример 2.1. Решить линейное однородное разностное урав­
нение второго порядка с постоянными коэффициентами

х(п + 2) + ахх(п + 1) + ci2x(ri) = 0. (2.10)

Решение. Запишем характеристическое уравнение выраже­
ния (2.10):

Z  +  d \ Z  + # 2  =  0-

Запишем корни уравнения (2.11):

(2 .11)

_  я,
zl,2 “

Тогда в соответствии с (2.7) решение разностного уравнения (2.10) 
будет иметь вид

х(п) = С\ Z\ + С2 z{,

где С] и Сг -  постоянные величины, определяемые из начальных ус­
ловий: при t = 0 х(п) =х(0); при t - 1 х(п + 1) =л;(1).

Подставив начальные условия в полученное решение, имеем
х(0) - Q + C 2; х(1) = C{z{ + C2z2, откуда
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а б

_ z2*(°)~*(l). ^  _*(1)-*(0)*1_  5 < ^ 2  _

z 2 - Z J z 2 -  Zj

Допустим, что корни характеристического уравнения 
z\ =-0,1; г2 = -0,5. Пусть при импульсном возмущении начальные 
условия имеют вид х(0) = 0; х(1) = 0,4. Тогда постоянные С\ = 1 и 
С2= -1, и решение уравнения примет вид х(п) = (-0,1)” -  (-0,5)”. 
График изменения решетчатой функции х(п) при объекте управле­
ния, описываемом уравнением первого порядка, представлен на 
рис.2.3, а. При z\ = 0,1; z2 = 0,5 и тех же начальных условиях полу­
чим С] = —1, С2 = 1. Тогда х(п) = (0,5)" -  (0,1)" и переходный процесс 
примет апериодический характер (рис.2.3, б).

Пример 2.2. Решить систему разностных уравнений

х(п + 1) + х(п) = Ьъ\у(п), (2.12)

у(п + 1) + аХ2у(п) = Ьо2х(п). (2.13)

Решение. Исключим переменную л; из приведенной системы 
уравнений, записав уравнение (2.13) для п + 1 интервала:

у(п + 2) + ai2y(n + 1) = b02x(n + 1). (2.14)

Из уравнений (2.13) и (2.14) определим х(п) и х(п + 1) и, подставив 
найденные значения в (2.12), получим

у(п + 2) + (1 + ап)у(п + 1) + (ап -  ЬсибогМи) = (2.15)

Уравнение (2.15) решается аналогично (2.10).
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Заметим, что если ап = Ьо\Ьо2, то, произведя замену перемен­
ных п+  1 = к, уравнение (2.15) можно записать в виде 
у(к + 1) + (1 + ах 2)у(к) = 0. Полученное уравнение является разност­
ным уравнением первого порядка, т.е. порядок исходного уравне­
ния (2.15) понизился.

Рассмотренный метод решения разностных уравнений 
относится к классическим. Более эффективным методом решения 
этих уравнений является метод, использующий так называемое 
z-преобразование, играющее для анализа дискретных систем ту же 
роль, что и преобразование Лапласа для линейных систем.

2.1.2. Прямое z-преобразование

Запишем последовательность ординат функции x(t) для дис­
кретных моментов времени t = пТ, п=  0,оо в виде (здесь верхний 
индекс -  знак дискретности функции)

х*(п) =y*Tix(t)S(t-п Т )  ,

где

S ( t -n T )
0, V t Ф пТ; 

д(пТ), V t = nT.
(2.16)

Выражение (2.16) формализует запись решетчатой функции 
x \ t ) (рис.2.4). Преобразуем (2.16) по Лапласу:

Х \ р ) =  \x \ t)e~ pidt.
о

Так как 5(t -  пТ) — 0 при t *пТ, то 
значение интеграла на этих от­
резках времени равно нулю и, 
следовательно, вместо x(t)Q~pt
можно подставить х(пТ)е -рпТ



затем вывести его из-под интеграла. С учетом сказанного, имеем 

Х \ р )  = ]х(0б(Г -  nT)e~ptdt =^х(пТ)с~рпТ]д^  -  nT)dt . (2.17)
п=О о »=0 о

00

Так как | б( / - =  1 по определению, то (2.17) можно запи-
0

сать в виде

00

^Г(р) = ^  x(nT)QpnT . (2.18)
и= 0

Поскольку правая часть уравнения (2.18) представляет собой 
дискретную функцию целочисленного элемента п, то знак дискрет­
ности может быть опущен.

Выражение (2.18) введено Я.З.Цыпкиным и носит название 
дискретное преобразование Лапласа или D-преобразование: 
Х(р) -  D{x(nT)}. Заметим, что функция х(пТ), как и в случае преоб­
разования Лапласа, должна тождественно равняться нулю при п < 0.

Обозначим рТ  = q. Тогда еч -  z является комплексным чис­
лом и выражение (2.18) можно записать в виде

£ x(nT)Q-pnT =X(z) = Z{x(nT)}. (2.19)
и=О

Функция X(z) комплексного аргумента z, полученная в соот­
ветствии с (2.19), носит название z-преобразования решетчатой 
функции х(пТ).

Пример 2.3. Найти 2-преобразование некоторых решетчатых 
функций: 1) единичной ступенчатой -  х(пТ) = \(пТ), представленной 
на рис.2.5, а\ 2) экспоненциальной -  х(пТ) = е ""7̂ (рис.2.5, б); 
3) линейной ~х(пТ) ~ пТ (рис.2.5, в).

Решение. Найдем z-преобразование для всех трех случаев, 
воспользовавшись выражением (2.19).

1. Для единичной ступенчатой функции можно записать
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а б

Рис.2.5

Z{\{nT)} = ]Г l(nT)z~n = l + z~l +z~2+... + zn +...
п=О

Правая часть полученного выражения представляет собой сумму 
бесконечно убывающей геометрической прогрессии со знаменате­
лем z4 . Тогда

Z{\(nT)) = - ^  = —
1 — z z - 1

2. Для экспоненциальной функции справедливо
00

гу  с -а п Т  \ -а п Т  -и 1 . л -й Г я -I . - 2 аТ  -2 . , А -а п Т  - п  .2 = 1 + е z +q z + ... + е г +...
п=О

В данном случае знаменатель геометрической прогрессии равен 
е aTz~l. Тогда
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3. Для линейной функции получим
00

Выражение в скобках в правой части полученного уравнения пред-

Заметим, что во всех рассмотренных примерах коэффициен­
ты при общем члене ряда, представляет собой оригинал решетчатой 
функции х(п Т).

Основные свойства z-преобразования следующие:
1. Свойство линейности. Из определения (2.19) следует

Это свойство позволяет применять z-преобразования к каждому 
члену разностного уравнения.

2. Теорема сдвига (смещение аргумента в области оригинала 
на х = ml). Пусть х = Т. Найдем z-преобразование решетчатой функ­
ции х(пТ + 7). Имеем

ставляет собой разложение бинома Ньютона вида (1 - z  ]) 2. Тогда

Z{nT} = Tz~x (1 -  z"1 у 2 = ....Tz . .
(z — 1)

(2.20)

Z{x(nT + T)} = £ х (л Г  + T)z~" = \k = n + 1| = zYx{kT)z~*
k = 1

= z £  x(kT)z~k -  zx(0) = z[X(z) -  jc(0)] .

В общем случае
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Z{x(nT  + mT)}  = z" X  (z ) -  x(kT)z~ (2 .21)

Соотношения (2.20) и (2.21) позволяют получить z-преобразование 
разностных уравнений.

Замечание. Применение z-преобразования для решения разно­
стных уравнений (как и применение преобразования Лапласа для ре­
шения дифференциальных уравнений) позволяет алгебраизировать 
разностные уравнения и автоматически учесть начальные условия.

3. Теорема запаздывания (смещение аргумента в области 
оригинала в сторону т = -m l).  Разностные уравнения можно запи­
сать, используя смещения в сторону запаздывания. В общем случае, 
учитывая, что к - m  = п, имеем

Z{x[(k-m)T]}= x (n T )zk = z = z z
k =0 

n=-m

jc(nT)z ” + ^ x(nT)z " = z

Так как при пТ < 0 по определению х(пТ) = 0, то второе сла­
гаемое в квадратных скобках равно нулю. Тогда

Z{x[(k-m)T]} = z mX(z). (2 .22)

4. Теорема о конечном значении. Конечное значение функ­
ции х(пТ)

Нтд:(/7Г) = х(оо) = lim(z -  l)X(z) . (2.23)

Для доказательства справедливости приведенного выраже­
ния (2.23) найдем z-преобразование первой разности:

Z{x[(n + Х)Т\-х(пТ)} = 

z[X(z) ~ jc(0)] -  X(z) = (z -  1 № )  -  zx(0). (2.24)

С другой стороны z-преобразование этой же разности можно запи­
сать следующим образом:
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Z{x[{n +1)7] -x{nT)} -  

= lim У {x[(n + 1)Г] -  x (n T ) } z ~ "  . (2.25)
k-±ao

n  =  0

Приравняв правые части уравнений (2.24) и (2.25) и взяв от 
обеих частей предел при z —» 1, получим

lim [( z — \ ) Х  ( z ) -  z;t(0)] =
Z —> 1

lim |  lim У  {x[(n + 1)Г] -  x (n T ) } z ~ "  I =
z-> 1 k-*°о

и = 0

= lim (* (Г )  -  x (0 ) + х ( 2 Т )  -  х ( Т )  + х (3 Т )  -  х ( 2 Т )  + ... +
& — > СО

+ х[(к + 1 )7] -  х (к Т )}  = lim (-х (О ) + х[(к + 1)Г]} .
& —> оо

Здесь учтено, что limz~" =1 и произведено сокращение подобных
г-Я

членов в фигурных скобках. Взяв предел от полученного выраже­
ния, окончательно получим

lim[(z -  \ ) Х (z)] = х ( о о ) ,
z-> 1

что и требовалось доказать.
5. Теорема о начальном значении. Начальное значение 

функции x(t) равно конечному значению ее z-преобразования X(z):

*(0) = lim X (z). (2.26)
Z  — >СС

Действительно, по определению имеем
оо

X(z) = ^ x (n T )z~ n =x(0) + x(T)z~l +x(2T)z~2 + ....
«=о

Взяв предел от этого выражения при z —»оо, получим выражение (2.26).
Пример 2.4. Пусть система описывается разностным 

уравнением второго порядка х(п + 2) + а\х{п + 1) + а2х(п) = 0. 
Найти его z-преобразование.
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Решение. Воспользовавшись свойством линейности (2.20), 
запишем:

Z{x(n + 2)} + a\Z{x{n + 1)} + ci2Z{x{ri)} = 0.

На основании теоремы сдвига (2.21), получим

z2[X(z)-x(0) -*(1К '] + axz[X(z) -  х(Щ + a2X(z) = 0,

откуда:

x ( z ) = z u m = .

z~ + axz + a2

Замечание. Разностное уравнение второго порядка, данное в 
примере2.4, обозначив п + т = к, при т - 2  можно переписать в виде 
х(к) + а\х{к — 1) + а2х(к -  2) = 0.

2.1.3. Обратное z-преобразование

Нахождение оригинала х(пТ) по известному ^-преобразованию 
X(z) называется обратным ^-преобразованием: Z~l{Z(z)j = х(пТ). 

Эта операция осуществляется следующими способами:
I. С помощью таблиц прямого и обратного ^-преобразования. 

Приведем в качестве примера часть такой таблицы:

x ( nT ) X ( z )

2
1 (я)

Z  - 1

Tz
пТ

( z - \ f

z
- а п Те - a T

z s i n p r
sinPnF —---------------

z  -  2 z c o s p r  +1
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cos P nT
z ( z  -  c o s p r )

(z-l)(z-e~ar)

2. Разложением z-преобразования X(z) в ряд по степеням z"1 в 
окрестностях рабочей точки z0 = 0. Так как из определения z- 
преобразования следует, что коэффициент при z~n разложения в ряд 
функцию X(z) равен значению х(пТ), то, воспользовавшись соотно­
шением (2.19) и записав z-преобразование в виде ряда, получим

X(z) = ^ х ( п Т ) г ~ н = х(0) + x(T)z~l +x(2T)Z-2 + ... + x(nT)z41 + ... (2.27)

Коэффициент при общем члене ряда (2.27) искомой функции х(пТ).
3. Общим методом нахождения оригинала. Ряд вида (2.27) 

относится к ряду Лорана. Известно, что коэффициент этого ряда С п 
при z~n вычисляется по формуле

Выражение (2.28) является обратным ^-преобразованием, аналогич­
ным обратному преобразованию Лапласа.

Воспользовавшись (2.28), можно показать, что в случае, если 
X(z) является дробно-рациональной функцией, т.е.

где B(z) и A(z) -  алгебраические полиномы, причем степень полино­
ма B(z) меньше степени полинома A(z), то оригинал х(пТ) можно 
найти по формуле

оо

2 ту
(2.28)

(2.29)
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где zk -  корни характеристического уравнения A(z) -  0; N  -  общее 
количество корней того же уравнения; A'z(z) -  производная поли­
нома A(z) по z.

Выражение (2.29) является аналогом теоремы разложения 
Хевисайда -  Карсона, используемой для нахождения оригинала в 
операционном исчислении.

Tz2Пример 2.5. Пусть X (z ) = —----— . Найти х(пТ).

Решение. Представим X{z) в виде ряда, для чего z поделим 
на (1 - z ) 2:

z2 ~ 1 + 2z + 3z + ... + (и +  1 )z~n+ ...
z2 -  2z +1

Тогда можно записать

X(z) = Г[1 + 2 f x + 3z-2 + ...+ («+ 1 ) z n + ...],

откуда х(п Т) ={п + 1 )Т.
Пример 2.6 Пусть ^-преобразование решетчатой функции 

х(пТ) задано в виде (см. пример 2.4)

Z{x(nT)} = X(0)z2+2 [a'Xi0) + X(l)]z. (2.30)
z + axz + а2

Примем, что числовые значения коэффициентов а\ = —1; ai = 3/16, а 
начальные условия имеют вид x(0) = 0; *(1) = 2.

Найти решетчатую функцию х{пТ).
Решение. Подставив числовые значения параметров в выра­

жение (2.30), получим
2 zX{z) =

2 3
z  - Z  +  -

16

2 3Вычислим корни характеристического уравнения A(z) = 2 - z  + — =0:
16

zl = 0,75, z2 -  0,25.
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* А
2 -

Так как |z,| < 1 , то
lim х(п) = 0, следовательно, систе­

ма устойчива.
Воспользовавшись теоремой

разложения (2.29), запишем
О 1 2 3 4 5 6 7 i = n

п Т

Рис.2.6

Здесь коэффициенты при z,n представляют собой постоянные вели­
чины Сп. После подстановки числовых значений z\ и z2 найдем 
С\ = 4, С2 = -4. Тогда выражение (2.31) примет вид

Переходный процесс в системе, построенный в соответствии 
с выражением (2.32), представлен на рис.2.6. Здесь кривая 1 пред­
ставляет собой график весовой функции w(t) непрерывной системы, 
описываемой дифференциальным уравнением второго порядка, а 
решетчатая функция 2 -  график дискретной весовой функция w(n) 
для той же системы.

Заметим, что обычное 2-преобразование позволяет опреде­
лять значения х(пТ) по известному X(z) только для дискретных мо­
ментов времени t = пТ, где Т= const.

Импульсным фильтром (ИФ), или разомкнутой импульсной 
цепью, называют устройства, состоящие из последовательно вклю- 

------------------------------- - ченных импульсного элемента

х(п) = Cxz\ + C2z” = 4[(0,75)" -  (0,25)”]. (2.32)

2.2. ИМПУЛЬСНЫЕ ФИЛЬТРЫ

(ИЭ) и непрерывной части (НЧ). 
Импульсный элемент (рис.2.7) 
предназначен для дискретизации 
сигналов во времени. Заметим,Рис.2.7
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Рис.2.8

что в соответствии с теоремой Котельникова, непрерывный сигнал 
можно полностью (без потери информации) восстановить по его 
дискретным значениям, если интервал дискретности Т -  А = 7с/сотах, 
где сотах -  это максимальная частота гармоники, присутствующей в 
непрерывном сигнале. Если Т > 7i/comax, то высокочастотные состав­
ляющие восстановить нельзя, т.е. дискретная система отфильтровы­
вает высокие частоты и, следовательно, обладает повышенной по­
мехоустойчивостью .

Идеальные ИЭ преобразуют непрерывный сигнал в последо­
вательность импульсов типа 5-функции, величина которых (инте­
грал) пропорциональна непрерывному сигналу x(t) в момент време­
ни t = пТ. В реальных системах ИЭ формируют импульсы разнооб­
разной формы, которые характеризуются определенными парамет­
рами. Изменение параметров импульсов в функции входного воз­
действия x{t) называют импульсной модуляцией.

Основные виды модуляции прямоугольных импульсов 
(рис.2.8) следующие:

1. Амплитудно-импульсная модуляция (АИМ). Этот вид мо­
дуляции характеризуется (рис.2.8, а) постоянным периодом кванто­
вания Т= const и длительностью (шириной) импульса /„ = const. Ам­
плитуда импульса Н  пропорциональна величине входного сигнала 
x(t) в дискретный момент времени t = пТ, т.е. Н  = кх{пТ), где к -  ко­
эффициент пропорциональности.

2. Широтно-импульсная модуляция (ШИМ). Этот вид моду­
ляции характеризуется (рис.2.8, б) постоянными периодом кванто­
вания (Т'= const) и абсолютной величиной амплитуды импульса
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H=  csign х(пТ); с = const. Ширина импульса tH пропорциональна аб­
солютному значению входного сигнала *(/) в момент времени t = пТ, 
т.е. /и = к | x{nt) | , где к -  коэффициент пропорциональности.

3. Время-импульсная модуляция. Различают частотно-им­
пульсную (T = vаг) и фазоимпульсную (ф = уаг, где ф -  сдвиг им­
пульса относительно начала периода пТ) модуляции. Эти виды мо­
дуляции применяются, в основном, в радиотехнике.

Определим математический оператор, связывающий вход­
ную x(t) и выходную y(t) переменные импульсного фильтра (см. 
рис.2.7). Известно, что входная и выходная переменные в непрерыв­
ных системах связаны между собой интегралом Дюамеля (свертки):

t
y(t) = jw(0).x(/ -  0)^0 ,

о
где w(0) -  функция веса непрерывного звена.

Можно показать, что интеграл Дюамеля можно записать в 
дискретной форме:

у(пТ) = £  w(kT)x(nT -  кТ)
к=о

или более компактно:
П

Л  = 2  WkXn-k • (2-33)
к=О

Найдем z-преобразование от выражения (2.33), для чего вос­
пользуемся теоремой свертки, доказательство которой базируется на 
теореме запаздывания. Пусть Z{f\(kT)} = F\(z); Z{f2(nT)} -  F2(z). За­
пишем произведение правых частей этих уравнений в виде

F1(z)F2(z) = f i f l(kT)z~kF2(z).
к=О

В соответствии с теоремой запаздывания z~kF2(z) = Z{ f2(nT - кТ)\, тогда 

F,(z)F2( z ) = '£ f 1( k T ) f i f 2(nT ~kT)z~" =
к=О и=0
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= I  I МкТ)/г(пТ-кТ)\г-* = Z Y.A(kT)h(nT-kT)
n=0 U = 0  J U = 0

Так K&KfljiT) = 0 при и < 0, то f 2( n T - кТ) = 0 (& > и). Следова­
тельно, верхний бесконечный предел суммы, стоящей в фигурных 
скобках, можно заменить на конечный, равный п. Тогда получим

Выражение (2.34) является математической формулировкой 
теоремы свертки в дискретном виде.

Возьмем ^-преобразование от выражения (2.33). Тогда с уче­
том (2.34), получим Z{ynj = Z{wk}Z{xn^K}. Обозначив z{wk } =

Выражение (2.35), при условии что x(t) = 0 (/<  0), представ­
ляет собой дискретную передаточную функцию. В случае подста­
новки в (2.35) z = QpI\p ĵii> = ej(oT, получим дискретную частотную 
функцию W*(еу(и/)> позволяющую производить частотный анализ 
дискретных систем.

Пример 2.7. Пусть непрерывная часть импульсного фильтра 
представляет собой интегрирующее звено с передаточной функцией 
W(p) = к!р. Найти дискретную передаточную функцию импульсного
фильтра РГф.

Решение. Запишем функцию веса непрерывной части системы:

При этом дискретная весовая функция представляет собой ступенча­
тый дискретный сигнал: wn = к(пТ) , аналогичный представленному 
на рис.2.5, а, но с амплитудой, равной к. Тогда, имея в виду, что 
Z{\(nT)} = z /(z - 1), получим

е д о д =  , № Т Ш » Т - к Т ) \ г-". (2.34)

00

^ w kz к = W*(z) , можно записать
к=0

ж *(г) = ф |  = Л £ )
z{x„) X(z)

(2.35)

w(/) = Г 1 {W(p)} = V х {kip} = к.



Z{k{nT)} = - ^ -  = Wl(z).
z - 1

Это выражение и представляет собой искомую передаточную функ­
цию импульсного фильтра, которая является дискретным операто­
ром преобразования двух последовательно включенных элементов: 
импульсного элемента и непрерывной части.

Подчеркнем, что дискретная передаточная функция после­
довательно включенных непрерывных звеньев не равна произведе­
нию дискретных передаточных функций этих звеньев, так как для 
этого требовалось бы иметь импульсные элементы перед каждым 
непрерывным звеном. Поэтому для нахождения передаточной 
функции сложной дискретной системы необходимо с помощью 
структурных преобразований или графов свести всю непрерывную 
часть в одно непрерывное звено, на входе которого стоит один им­
пульсный элемент.

2.3. УСТОЙЧИВОСТЬ ИМПУЛЬСНЫХ СИСТЕМ 

2.3.1. Условия устойчивости систем

Для облегчения анализа функционирования сложной им­
пульсной системы ее следует привести к виду, представленному на 
рис.2.9. Пусть дискретная передаточная функция импульсного
фильтра ЖфО) известна. Тогда передаточная функция замкнутой
системы с единичными отрицательной обратной связью примет вид

Wl(z)
W ( z ) -  ф

1 + F^(z)

Воспользовавшись полученным выражением, можем записать 
Y{z) -  W (z)X{z), что позволяет найти оригинал, выходного сигнала 
y(nT) = r'{Y(z)}.

Известно, что для устойчивой системы необходимо и доста­
точно, чтобы выполнялось условие
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liin А(иГ) = е, (2.36) ИФ
У

где А = (у* -у )  -  величина рас­
согласования, для астатических 
систем А = 0; е -  константа. Рис.2.9

Чтобы найти у(пТ), воспользуемся теоремой разложения 
(2.29). Тогда

где Zk -  корни характеристического уравнения замкнутой системы

B(z)/ A(z)~W*(z) -  дискретная передаточная функция системы;

Из выражения (2.37) следует, что для устойчивой системы, от­
вечающей требованию (2.36), необходимо чтобы выполнялось условие

Рассмотрим условия устойчивости импульсных систем, опи­
сываемых уравнениями I и II порядка.

Пример 2.8. Найти условия, при которых импульсная систе­
ма, описываемая разностным уравнением первого порядка 
у(п +1) + аху(п) = 0, будет устойчива. Решить ту же задачу для слу­
чая, когда уравнение системы имеет вид у(п +1) + а{у{п) + а2у(п) = 0.

Решение. Запишем характеристическое уравнение системы 
для первого случая: z + а\ = 0. Корень этого уравнения z\ = —а\. То­
гда в соответствии с (2.38) условие устойчивости системы примет 
вид \а\\ < 1.

Во втором случае характеристическое уравнение системы 
имеет вид

(2.37)

1 + (z) = 0; N  -  количество корней этого уравнения {к = 1, N ) ;

\zk | = mod zk< 1. (2.38)

Z2 + Q\Z + Cl2~~ 0, 
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и условие устойчивости \zt\ < 1 (/ = 1,2 ) можно разбить на три усло­
вия: \)z\ < 1; 2)z2> -1 ; 3)modzj< 1. Первые два условия должны 
выполняться в случае вещественных корней уравнения (2.39), 
третье -  в случае комплексных сопряженных корней.

В общем случае корни характеристического уравнения (2.39)

Тогда условия устойчивости для всех трех случаев запи­
шутся в виде

Таким образом, условия (2.40)-(2.42) являются условиями 
устойчивости импульсной системы второго порядка при любых ти­
пах переходного процесса.

(2.40)

откуда 1 + ах + а2 > 0;

(2.41)

откуда 1 -  ах + а2 > 0;

3) при а2 > ах 
плексного числа zt (/ = 1,2)

Модуль ком-

тогда в соответствии с (2.38), условие устойчивости

а ^ 2 < 1 или 1 — а2 > 0. (2.42)
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2.3.2. w-преобразование

Так как непосредственный анализ влияния коэффициентов 
разностных уравнений на корни характеристического уравнения 
третьего и четвертого порядков достаточно громоздок, а выше 
четвертого порядка в принципе невозможен, то для облегчения 
решения задачи целесообразно воспользоваться такими крите­
риями, которые позволяют непосредственно по коэффициентам 
уравнения судить об устойчивости системы. С этой целью ис­
пользуют w-преобразование, которое позволяет непосредственно 
применять известные критерии устойчивости непрерывных ли­
нейных систем.

При применении w-преобразования окружность единично­
го радиуса на комплексной плоскости z отображается на мнимую 
ось комплексной плоскости w (рис. 2.10). Для этого используется 
подстановка

где w = (z -1) l(z +1) .
Выражение (2.43) на границе области устойчивости при

z = е7(оГ = еую*, где со* = юГ, (рис.2.10, а), примет вид

w = (2.44)

а Т т б

+1 Re

Рис.2.10
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Имея в виду, что е 'ш* = cosco* + y'sinco*, и умножив числитель и зна­
менатель правой части выражения (2.44) на число, сопряженное зна­
менателю, окончательно получим

• *
w = j .smoL -  = ytg0,5co* = jX , (2.45)

1 + cosco
где X -  tg0,5ro* -  так называемая относительная псевдочастота (при 
малых частотах tg0,5co* ~ 0,5ш*).

Из (2.45) вытекает, что при изменении частоты со от -к  до +тс 
псевдочастота X пробегает все значения от -оо до +оо, а комплексная 
величина w движется по оси мнимых от —j<x> до +jao. Эта ось, ото­
бражающая окружность z ~ qj(S>* на плоскость z, и является границей 
устойчивости на плоскости w (рис.2.10, б). Заметим, что прямая 
w -  jX является конформным отображением (образом) окружности 
z -  eJ(oT. Таким образом, для устойчивой системы корни ее характе­
ристического уравнения после подстановки в него преобразования 
(2.43) должны лежать на комплексной плоскости w слева от оси 
мнимых. Это и позволяет для w-преобразованных дискретных пере­
даточных функций W (w) использовать обычные критерии устойчи­
вости, применяемые для непрерывных линейных систем.

2.3.3. Частотные критерии устойчивости

Для анализа устойчивости импульсных систем могут быть 
использованы классические частотные методы, используемые в ли­
нейной теории управления.

Ранее было введено обозначение рТ  = q и ер7 = = z, что 
позволяет записать W*(z) — W*(eq) = W* (q) = В (q)/A (q). Тогда для 
замкнутой импульсной системы (см. рис.2.9) характеристическое
уравнение 1 + W,J (z) = 0, опуская индекс и учитывая, что z = е9,
можно записать в виде

1 + JF V ) = 0, (2.46)
где W*(о4) -  дискретная передаточная функция разомкнутой системы 
(импульсного фильтра).

48



В соответствии с условием устойчивости \zk\ < 1, корни урав­
нения (2.46) qk должны лежать в левой полуплоскости комплексного 
переменного q = (а  ± jw)T — а* ±усо . Это утверждение вытекает из

условия (2.38); при IzJ
8 *еяк II е к < 1, величина а  должна

быть отрицательной. Следовательно, корни qk должны лежать на 
комплексной плоскости q слева от оси мнимых.

Заметим, что так как sinco = sin(co + 2пт), то корни уравне­
ния (2.46) qk = а к ± j(Ok (т = 0), лежащие в левой полуплоскости, 
ограниченной прямыми +jn и -jn  (рис.2.11), принято называть глав­
ными. При этом остальные корни (т -  1,2,...) будут также лежать в 
левой полуплоскости, так как величина а* остается отрицательной. 
Следовательно, для определения устойчивости системы достаточно 
исследовать расположение на комплексной плоскости только глав­
ных корней.

Трансцендентность характеристического уравнения (2.46) сви­
детельствует о целесообразности использования частотных критериев 
для определения устойчивости системы. Например, при обобщении 
критерия Найквиста на импульсные системы, характеристический по­
лином замкнутой системы имеет вид 1 + W (/со ). При этом формули­
ровка критерия Найквиста для импульсной системы аналогична форму­
лировке этого критерия для непрерывных систем: для того, чтобы замк­
нутая импульсная система была устойчива, необходимо и достаточно, 
чтобы АФЧХ разомкнутой системы W (/со ) при изменении ю от 0 до +71
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не охватывала точку (-1,у'0). В 
случае использования w-преобра­
зования формулировка рассматри­
ваемого критерия отличается от 
приведенного выше тем, что при 
со = jX псевдочастота X изменяется 
от 0 до 00.

Пример 2.9. Дана структурная схема системы автоматиче­
ского управления (рис 2.12). Передаточные функции звеньев сле­
дующие: объекта управления

Щ р )

Рис.2.12

Тхр  + 1

исполнительного механизма

W2(P) т2р
импульсного пропорционального регулятора, реализующего АИМ,

W„{p) = k и,

где ки -  коэффициент передачи импульсного элемента.
Проверить устойчивость системы.
Решение. Запишем передаточную функцию непрерывной 

части системы:

W (p) = Wx(p)W2(p)Wu(p ) =
TlP {TlP +1) ’

где к = к\к2кп.
Введя безразмерные величины (Jj = Т /Т {, fi2 = T/T 2 и Я ~ Р ?  > 

где Г  -  период квантования импульсного элемента, получим

# 2W (q) =
q{q + Pi) A{q)
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Решив уравнение q(q + pi) = О, 
найдем корни характеристического 
уравнения разомкнутой системы: q\ = О,
q i ~ Pi ■

Функцию веса w(t) = L~l{tV(q)} 
получим, воспользовавшись теоремой 
разложения

В(дк)w(t)= У  °УЧк} Qqk = k$2 —k$2Q 
h < ( q k)

-э Рис.2.13

Последовательность функций веса для дискретных моментов време­
ни t = пТ  запишется в виде

w(t) = w{n) = *р2(1 -  е-Ро) ,

где ро = $\Т.
По таблице прямого z-преобразования найдем

Z{win)} = W {z) = k$ 2 1 1

l - z  1 \ — z 'е Ро

Заменив z на е /0) (а* = 0), найдем частотную функцию ра­
зомкнутой системы:

W (У© ) = *р 2
1 1

1 - е " ^ 1 _ e- > V Po
(2.47)

Предположим, что числовые значения параметров системы 
следующие: ро= Рг = U к =  \. Подставив эти значения в выражений 
(2.47), можно построить годограф частотной характеристики ра­
зомкнутой системы при изменении со от нуля до +тс. Как видно из 
рис.2.13 годограф W*(J(o*) не охватывает точки (-1 , у'0), что свиде­
тельствует об устойчивости системы.
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3. НЕЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ. 

ОСНОВНЫЕ ТИПЫ НЕЛИНЕЙНЫХ ЗВЕНЬЕВ

В системах управления встречаются различные типы не­
линейностей, которые можно характеризовать соответствующей 
нелинейной функцией ^(х), связывающей входную х и выходную 
у величины нелинейного звена в статическом режиме. При этом 
будем считать, что имеет место одномерная нелинейность, т.е. 
переменная у представляет собой функцию только одной пере­
менной х. Заметим, что если параметры нелинейного звена зави­
сят от скорости изменения выходной величины или от более вы­
соких ее производных, то такая нелинейность проявляется толь­
ко в переходных режимах, в связи с чем ее относят к классу ди­
намических.

Нелинейные звенья можно классифицировать по различ­
ным показателям: симметрии, гладкости, однозначности харак­
теристик.

Симметрия. Для нелинейных характеристик можно указать 
два типа симметрии:

1) если функция >>(;*;) удовлетворяет условию

у(х)=у(-х), (3.1)

то такую характеристику называют симметричной относительно 
оси ординат или четно-симметричной (рис.3.1, а). При одно­
значной зависимости такие характеристики могут быть пред­
ставлены рядом

00
y(x) = ^ C 2ix2' ,

i = О

где Сг,- -  постоянные коэффициенты;
2) если функция >>(х) удовлетворяет условию

У (х)= ~ Л ~ х% (3-2)
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то характеристику называют симметричной относительно начала 
координат или нечетно-симметричной (рис.3.1, б). При однознач­
ной зависимости у(х) такие характеристики могут быть представ­
лены рядом

у (х ) X^2(/+l)*
i=0

2 (1+ 1)

Характеристики, не удовлетворяющие ни одному из приве­
денных условий относятся к несимметричным.

В ряде случаев путем перемещения координат несиммет­
ричные характеристики могут быть приведены к симметричным. 
Например, для характеристики .yi(*i), представленной на 
рис.3.2, а , можно путем подстановки х х = х0 + х и у\ = j/0 + у полу­
чить нечетно-симметричную 
характеристику у{х), как на 
рис.3.2, б. Структурная схема, 
соответствующая рассмотрен­
ному преобразованию коорди­
нат, приведена на рис.3.2, в. За­
метим, что здесь нелинейный 
элемент, в отличие от линейно­
го, обозначен двойной рамкой.

Гладкость. Если в лю­
бой точке характеристики у(х) 
существует производная dyldx, Рис 3 2

а б
У\ У

Уо
X

х0 XI

l*0 п==п I
^  Ы*)|

±гггт!
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то такая характеристика отно­
сится к гладким. Если на харак­
теристике имеются изломы, в 
которых производная dyldz име­
ет разрыв, то характеристика 
относится к ломаным. Большую 
группу ломаных характеристик 
составляют кусочно-линейные 
характеристики.

Примером гладкой харак­
теристики может служить кривая 
намагничивания электрической 

машины Ф(/'в), где Ф и iB -  магнитный поток и ток возбуждения со­
ответственно (рис.3.3, сплошная линия), которая путем соответст­
вующей аппроксимации может быть сведена к ломаной кусочно­
линейной характеристике (рис.3.3, штриховая линия).

Однозначность. Если каждому значению л: соответствует 
одно, определенное значение у, характеристика является одно­
значной. Если таких значений у  несколько (в зависимости от 
предшествовавшего режима), то характеристика относится к 
классу многозначных. При этом число возможных значений у 
может лежать в пределах от двух до бесконечности. Примерами 
однозначных характеристик могут являться характеристики, при­
веденные на рис.3.1.

Рассмотрим наиболее распространенные нелинейные звенья, 
характеристики которых при некоторых допущениях симметричны 
относительно начала координат и могут быть достаточно хорошо 
представлены кусочно-линейными кривыми. Иногда эти звенья на­
зывают типовыми.

Звенья с однозначными непрерывными характеристи­
ками. Различают звенья с зоной нечувствительности, с ограничени­
ем и с ограничением и зоной нечувствительности.

Характеристики звена с зоной нечувствительности представ­
лены на рис.3.4, а. Такими характеристиками обладают некоторые 
электронные, магнитные, гидравлические усилители в области слабых 
входных сигналов \х\ < tj. Простейшей механической моделью зоны

Рис.3.3
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а б

7
у

О Т1 *
/

г

Рис.3.4

нечувствительности является система соединения двух валов с пру­
жинным возвратом ведомого вала в нейтральное положение при на­
личии участка свободного хода (люфта) в системе передачи 
(рис.3.4, б).

Формализованную запись характеристики (рис.3.4) можно 
представить следующим образом:

Характеристиками звена с ограничением (насыщением) об­
ладают практически все усилители, ограниченные по мощности в 
области больших входных сигналов (рис.3.5, а). Примером про­
стейшей механической модели ограничения является система со­
единения двух валов через упругую пружину при наличии системы 
упоров в системе ведомого вала (рис.3.5, б). Характеристика этого 
звена описывается следующим уравнением

О V \х < г|;

.У = и ( * ~ Л )  V jc> t|; 
& (* + r|) V х < -Г|.

(3.3)

кх V |л:| < л:0; 

с sign х V Ы > х°,
(3.4)

где sign* =
+ 1 Vx > 0; 
-1  V jc < 0.
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а б
У

с

.0 X

-с

Рис. 3.5

Многие нелинейные элементы, используемые в АСУ, обла­
дают как зоной нечувствительности, так и ограничением выходного 
сигнала (рис.3.6) и описываются уравнением

Звено, описываемое выражением (3.5), представляет собой доста­
точно общий случай однозначной непрерывной нелинейности.

Звенья с однозначными разрывными характеристика­
ми. К ним относится релейное трехпозиционное звено без петли 
возврата (гистерезиса). Однозначная разрывная характеристика 
этого звена показана на рис.3.7, а. Формализованная запись этой 
характеристики имеет вид

о v N - r i ;

к{х -  г)) Vx° > \х\ > r j;
(3.5)У = лк(х  +г() V -л :0 > (х(> —Г|;

csign* vljcl > JC°.

личных релейных систем часто 
используются идеализированные 
двухпозиционные реле, уравнение

При анализе и синтезе раз-

(3.6)

Рис.3.6
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каждого можно получить, 
если в выражение (3.6) по­
ложить г| = 0. Тогда

у = csignx (3.7)

а у

с

-л

----
б ,

с ------

----
Л д:

-СХарактеристика этого звена 
представлена на рис.3.7, б. Рис. 3 7

К числу нелинейных 
звеньев с однозначными разрывными характеристиками относится зве­
но со ступенчатой характеристикой, преобразующее аналоговую вели­
чину в дискретную с квантованием по уровню (аналого-цифровой пре­
образователь без петли возврата). Формали­
зованное выражение такой характеристики 
(рис.3.8) может быть записано в виде

у = Е (х  -  0,5sigm:),

где E(Q -  целая часть С, = х -  0,5sigm;.
Звенья с двузначными характе­

ристиками. Рассмотрим характеристику 
трехпозиционного реле с петлей возврата
(рис.3.9, а). На участках -  г\ < х < -т ц  и mr\ < x < r j ( - l < m < l )  трех­
позиционная характеристика неоднозначна, так как переход от у = 0 
к у — ±с происходит при х  = ±ц, а воз- а у
врат при л; = ±тх\. Эту зависимость 
можно выразить соотношением с

—Г) —пщ

У =
fcsignx V |х|>г|;

10 V |jc| < mr\.
(3.8)

/ИТ) T| X

При использовании уравнения (3.8.) 
необходимо иметь в виду, что на участ­
ках, указанных выше, величина у  имеет 
два значения.

Классическим примером звена с 
трехпозиционной релейной характери-

с

-л
Л л

-с

Рис.3.9
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стикой является поляризованное реле с переключающейся контакт­
ной группой.

Если положить т = -1 , то получим двухпозиционную петле­
вую релейную характеристику с шириной петли 2т| (рис.3.9, б). Ти­
пичным представителем звена с такой характеристикой является 
обычное электромагнитное реле, напряжение срабатывания которого 
Uc всегда больше напряжения возврата UB . При этом Uc - U B = 2r\. 
Заметим, что релейная характеристика, представленная на рис.3.9, а, 
позволяет получить любой вид характеристик этого типа. Например, 
положив т = \ , получим идеальную трехпозиционную релейную 
характеристику (см. рис.3.7, а), а при т| = 0 -  идеальную двухпози­
ционную (см. рис.3.7, б).

Звенья с многозначными характеристиками. Наиболее 
распространенными представителями этих нелинейных звеньев яв­
ляются звенья с зазором (люфтом), часто встречающиеся в механи­
ческих передачах. Механическая модель такого звена представлена 
на рис.3.10, а. Согласно характеристике, отражающей зависимость

а б

58



между положениями ведущего х и ведомого у валов (рис.3.10, б), 
каждому положению ведущего вала л; соответствует множество по­
ложений ведомого вала у, лежащее в пределах, ограниченных пря­
мыми 1 и 2. Выбор того или иного из возможных значений у  обу­
словлено максимальным или минимальным отклонением у, предше­
ствовавшим рассматриваемому моменту времени.

Характеристиками типа люфт обладают помимо механиче­
ских систем с зазорами, механические системы с сухим трением 
(рис.3.10, в). Здесь вращающий момент х = М  уравновешивается мо­
ментом пружины Мп. При достижении моментом Мп величины, рав­
ной моменту трения Мт (Мп = Мт = г|), начинается движение выходно­
го вала у. При изменении направления вращения х движение выход­
ного вала у начинается после изменения момента пружины на вели­
чину 2г). Описанному режиму работы механической системы с сухим 
трением соответствует характеристика, приведенная на рис.3.10, б.

Рассмотренные типовые звенья безусловно не исчерпывают 
разнообразия звеньев нелинейных систем. Среди звеньев линейных 
и нелинейных систем особое место занимает множительное звено. 
Если на его входы подаются независимые сигналы, то наличие та­
кого звена не нарушает линейности системы, так как при этом вы­
полняется принцип суперпозиции. Структурная схема перемноже­
ния независимых сигналов у  = хх\ показана на рис.3.11, а. Если сиг­
налы х и Х\ зависимы, то даже при линейности всех остальных 
звеньев система становится нелинейной. Пример получения нели­
нейного звена с параболической характеристикой у = кх2 показан на 
рис.3.11, б и в. Такие характеристики применяются при изучении 
экстремальных систем управления.

С помощью множительного звена и простых нелинейных 
звеньев типа двухпозиционного релейного (см. рис.3.7, б) может

Рис.3.11
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Рис.3.12

быть получено звено, обладающее параболической нелинейной ха­
рактеристикой (рис.3.12). Нелинейные звенья с нечеткой параболи­
ческой характеристикой применяются при реализации систем опти­
мальных по быстродействию.

Применение множительного звена и других функциональ­
ных преобразователей позволяет получить нелинейные звенья с за­
данными статическими характеристиками.

4. ТОЧНЫЕ МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 
ДИНАМИЧЕСКИХ СВОЙСТВ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

Для исследования динамических свойств нелинейных АСУ 
разработан целый ряд методов, которые можно подразделить на две 
большие группы:

• точные методы, которые имеют строгое математическое 
обоснование (методы припасовывания, фазовой плоскости, матема­
тического моделирования и некоторые другие);

• приближенные методы, которые не имеют строгого мате­
матического обоснования, но дают результат, практически удовле­
творяющий разработчика. Наибольшее распространение получил 
метод гармонической линеаризации. Применение этих методов тре­
бует обязательной экспериментальной проверки.
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4.1. МЕТОД ПРИПАСОВЫВАНИЯ

Основная идея метода заключается в применении кусочно­
линейной аппроксимации при решении нелинейных задач. При этом 
нелинейная характеристика с существенной нелинейностью заменя­
ется кусочно-линейной. Для каждого из линейных интервалов запи­
сывают дифференциальное уравнение и его решение с входящими в 
него постоянными интегрирования. Приравнивая те значения коор­
динат и их производных в конце предыдущего и начале последую­
щего интервалов, которые не изменяются скачкообразно, находят 
числовые значения постоянных интегрирования, что дает возмож­
ность построить переходный процесс в системе и оценить его дина­
мические свойства.

Обычно нелинейные АСУ состоят как из линейных звеньев, 
так и из нелинейных. Поэтому можно выделить отдельно линейную 
и нелинейную части системы.

Пусть АСУ с релейным управляющим устройством (нели­
нейная часть НЧ) имеет трехпозиционную идеальную характеристи­
ку (рис.4.1). Предположим, что линейная часть (ЛЧ) системы имеет 
передаточную функцию вида

К  (р ) =
Тр + Р

Уравнение, описывающее движение замкнутой системы в 
различных зонах нелинейной характеристики (I, II, III), имеет вид

Т у"+ у ' = ки. (4.1)

Для первой зоны (и = 0) 
это уравнение примет вид:

ЛЧ

Ту" + у' = О (4.2)

При —Т| < у  < Т|.
Для второй зоны 

(и = и о) с учетом отрицательной 
обратной связи уравнение (4.2) 
запишется в виде

WM

нч ■
1 и 1

X
1
1 1 4у

—Л1 ! ч-К
III I и

Ау=у-у.

Рис.4.1
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Ту" + у' = ~кщ (4.3)

при у > Т|.
Для третьей зоны (и = -щ )

Ту" + у ' = кщ (4.4)

при_у <-Г|.
Задавшись начальными условиями, будем решать дифферен­

циальное уравнение, соответствующее той или иной зоне, отслежи­
вая значение выходной переменной у. Как только величина у попа­
дает в другую зону, фиксируется значение переменных у  и у', кото­
рые являются конечными для исследуемой зоны и начальными для 
новой зоны, описываемой соответствующим дифференциальным 
уравнением, решение которого характеризует движение системы в 
новой зоне и т.д. до достижения устойчивого состояния (равновесия 
или периодического колебания).

Предположим, что при / = to система находится в точке А и 
при этому = у А; у а -  0 (рис.4.2).

Это состояние системы соответствует II зоне, следовательно, 
система описывается уравнением (4.3), интегрируя которое получим

Решение неоднородного дифференциального уравнения (4.5) имеет вид

где Pi = -\ 1Т  корень характеристического уравнения Тр + 1 = 0; Сь

Ту' + у  = -kuQt + С (4.5)

у = С2еР|/ -  kuQt + Q , (4.6)

у А

С2 -  постоянные интегрирования, 
которые определяются из началь­
ных условий.

При t = t0 = 0

у = у А = С2 + С  ь

III

Рис.4.2

У  ~Уа ~ Р\С2 -  кщ — 0. (4.7)

Решение системы (4.7) и дает иско­
мые Ci и С2. Подставив числовые 
значения Ci и С2 в (4.6), можно по-
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строить переходной процесс y{t) в зоне И. Попав в точку В, находим 
У в = Л и у'в. Эти значения являются конечными значениями для II зоны 
и начальными для I. Интегрируя уравнение (4.2) для I зоны получим

у = САер,‘ +С 3. (4.8)

Подставив в уравнение (4.8) значения ув и у'в при t\ = 0, най­
дем постоянные интегрирования С з, С 4 и построим кривую переход­
ного процесса в зоне I, вплоть до достижения точки С. В этой точке 
фиксируются значения ус и у'с , которые являются начальными для 
III зоны, описываемой уравнением (4.4). Решение этого уравнения 
аналогично решению уравнения(4.3). По полученному решению 
строится кривая переходного процесса для III зоны. И так далее, до 
тех пор, пока зависимость y{f) не получит асимптотического реше­
ния в зоне I, т.е. пока не будет выполняться условие

lim y{t)

где Cin ~ значение /-й постоянной интегрирования в п-м интервале 
времени (для приведенного примера i = 7, п -  4). Заметим, что рас­
смотренный метод исследования динамического режима нелиней­
ных АСУ достаточно громоздок и требует большого объема вычис­
лений. Однако применение компьютерных технологий позволяет 
решить эту проблему.

4.2. МЕТОД ФАЗОВОЙ ПЛОСКОСТИ

Этот метод может быть использован для исследования дина­
мических режимов и линейных, и нелинейных систем.

Известно, что состояние системы, описываемой дифферен­
циальным уравнением и-го порядка, полностью определяется значе­
ниями в каждый момент времени управляемой величины у  и п -  1 
ее производных.* Это дает возможность представить в некотором

* п-я производная определяется из дифференциального уравнения движе­
ния системы.
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«-мерном пространстве состояние системы отдельной точкой, назы­
ваемой изображающей точкой. Процесс изменения состояния систе­
мы представляется в этом случае как движение изображающей точ­
ки по некоторой траектории, называемой фазовой траекторией.

Начальные условия системы определяют начальное положе­
ние изображающей точки в «-мерном пространстве, которое называ­
ется фазовым пространством, или пространством состояний. Сово­
купность фазовых траекторий, найденных для всевозможных на­
чальных условий, составляет фазовый портрет системы.

В том случае, когда систему можно описывать уравнением 
второго порядка, фазовое пространство превращается в фазовую 
плоскость с координатами у  и у', на которой можно наглядно изо­
бразить фазовые траектории /  =J(y) и проанализировать поведе­
ние системы.

4.2.1. Анализ линейных систем

Для иллюстрации метода фазовой плоскости рассмотрим ли­
нейную систему, описываемую дифференциальным уравнением 
второго порядка

Т 2у" + 2$Ту' + у  = for.

Отбросив правую часть, получим однородное уравнение

Т 2у ” + 2^Ту' + у = 0. (4.9)

Характеристическое уравнение системы

Т 2р 2 + 2^ Т р + у  = 0. (4.10)

Для получения зависимости у' = /  (у) обозначим у ' = dyldt = z. 
Тогда однородное уравнение (4.9) можно записать в виде

у " = dz/dt = -Q^Tz + у)!Т2.

Так как

dz dz dy _  dz 
dt dz dt dy
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имеем

dz _  -2^Tz + y 
dy T~z

2 ■ (4 .1 1 )

Решение дифференциального уравнения (4.11), связываю­
щего две текущие координаты системы у  и у ’ = z, и является уравне­
нием фазовой траектории z =fly). Иными словами уравнение (4.11) 
является уравнением фазовой траектории в дифференциальной фор­
ме. Рассмотрим несколько случаев.

1. Коэффициент демпфирования \  = 0. Корни характери­
стического уравнения (4.10) мнимые (pi>2 = ±/со, со = 1/7) и решение 
однородного уравнения (4.9) примет вид

у = y4sin(<xtf + ф); у' - z -  ^4cocos(atf + ср), (4.12)

где А и ф -  постоянные интегрирования, определяемые из началь­
ных условий.

Система (4.12) представляют собой уравнения фазовой тра­
ектории в параметрической форме, где параметром является пере­
менная /. Для получения уравнения фазовой траектории в явном ви­
де необходимо исключить параметр t. Возведя уравнения (4.12) в 
квадрат, а затем просуммировав их, окончательно получим

А А со

Уравнение (4.13) является уравнением фазовой траектории в явном 
виде и представляет собой семейство эллипсов (рис.4.3, а), вели­
чина полуосей которых равна А и А со, т.е. определяется начальны­
ми условиями.

В рассматриваемом случае производная dz/dy для всех точек 
имеет вполне определенное значение, которое вычисляется в соот­
ветствии с уравнением (4.11) при 4 ~ 0:

* = - J L .  (4.14)
dy Т г 2
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т

Рис.4.3

В точке у  = 0, z = 0 производная dz/dy представляет собой неопреде­
ленность. Эта точка называется центром, который охватывается 
замкнутыми фазовыми траекториями. Эти траектории позволяют 
построить зависимость и оценить характер свободной составляющей 
переходного процесса (рис.4.3, б).

Отметим следующие свойства фазовых траекторий:
а) направление движения изображающей точки по фазовой 

траектории должно соответствовать знаку скорости изменения 
управляемой величины у. При dyldt > 0 движение изображающей 
точки всегда будет происходить в сторону увеличения у , т.е. слева 
направо; при dyldt < 0 - справа налево;

б) касательные к фазовым траекториям в точке с ординатой 
z = 0 пересекают ось абсцисс под прямым углом, так как из уравне­
ния (4.14) имеем dz!dy\ẑ  = оо. Следовательно, tgy = оо, \\j = n /2  
(рис.4.3, а).

2. Корни характеристического уравнения (4.10) ком­
плексные сопряженные с отрицательной вещественной частью
(0 < £ < 1). В  этом случае

A.2 = ~ Y ± y T  а = ̂ ; “ =

Решение однородного уравнения (4.9) имеет вид

у -  Аъ~ш sin(cof + ср); у' = z -  — . (4.15)
dt
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Рис

Уравнения (4.15) также являются уравнениями фазовой траектории 
в параметрическом виде. Можно показать, что уравнение фазовой 
траектории в явном виде представляет собой логарифмическую спи­
раль, наматывающуюся на начало координат. Изменяя начальные 
условия, можем получить семейство фазовых траекторий (рис.4.4, а) 
и построить переходный процесс (рис.4.4, б). Особая точка, лежащая 
в начале координат dz/dy, в которую сходятся все фазовые траекто­
рии, носит название устойчивого фокуса (точка равновесия).

3. Корни уравнения (4.10) комплексные сопряженные с 
положительной вещественной частью (-1 <  ̂< 0). Тогда 
Pi, 2 = +a±j(o.

Уравнения фазовой траектории в параметрической форме 
примут вид

Рис.4.5
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у -  Aeat sin(co? + ф); у' = z - (4.16)

Фазовые траектории, построенные по уравнениям (4.16) для 
различных начальных условий, представляют собой выходящие из 
начала координат разматывающиеся логарифмические спирали 
(рис.4.5, а). Соответствующий расходящийся переходный процесс 
представлен на рис.4.5, б. Особая точка, лежащая в начале коорди­
нат называется неустойчивым фокусом.

4. Корни характеристического уравнения (4.10) вещест­
венные отрицательные (£, > 1). Запишем их в виде

- i + 1
- а  ± (3 < 0 ;  Р

1
т

Решение однородного уравнения (4.9) имеет вид

у = С .е*' + С2е ^ ';  /  = ClPle p'' + С2р 2ер*‘ (4.17)

Уравнения (4.17) являются уравнением фазовой траектории в пара­
метрическом виде. Можно показать, что помимо уравнений (4.17) 
решениями уравнения (4.11) являются уравнения z = р ху  и z = р 2у . 
Анализ фазового портрета (рис.4.6, а) показывает, что все фазовые 
траектории стягиваются к началу координат, что соответствует схо­
дящемуся монотонному переходному процессу. В  отличие от точек 
центра и фокуса в данном случае производные dz/dy в точке равно­
весия имеют вполне определенное значение, равное р х = - ( а  + р ) . 
Эта точка носит название устойчивого узла.

2=Р\У

Рис.4.6
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5. Корни характеристического уравнения (4.10) ком­
плексные, сопряженные с отрицательной вещественной частью
(^ < -1 ) .  Так как /?1 2 = ( а ± р ) > 0  (^ < -1 ) ,  решение однородного

уравнения (4.9) получим в виде

у = С ^ ‘ + С2е Р2'; у' = Clp lzp't + С2р 2ер'1' . (4Л8)

Фазовые траектории в этом случае выходят из начала координат 
(рис.4.6, б), что соответствует расходящемуся монотонному пере­
ходному процессу. Точка в начале координат соответствует точке 
неустойчивого равновесия и называется неустойчивым узлом.

Фазовый портрет дает возможность произвести анализ пове­
дения системы, получив следующие данные:

1) о типе переходного процесса -  колебательный (случаи 2, 3) 
или монотонный (случаи 3, 4);

2) в случае колебательного процесса -  величину и количест­
во перерегулирований;

3) об устойчивости системы -  при фазовых траекториях, схо­
дящихся в начало координат, система устойчива, при расходящихся 
траекториях -  неустойчива.

Для получения более полных сведений о динамических режи­
мах работы системы может быть построена кривая переходного про­
цесса y{t). Это можно сделать, например, следующим образом. Известно,

Рис.4.7
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что y = \ y ’dt или Ay,= f / d t  = yep.At,, где ^ = 0 , 5 ^ ; + ^ )  = ^ . ;
о h

Дf. — t , —t .  i /+1 i
Пусть имеем фазовую траекторию, приведенную на 

рис.4.7, а. Разобьем ось абсцисс на участки Ayh для каждого из кото­
рых определим _у'р. = z . Определим время изменения координаты

у  на величину Ay,: Att = Ay, / z . Зная А/, и соответствующее ему Ayt

(/= 1, 2, ...) , можно построить переходной процесс (рис.4.7, б). Чем 
меньше шаг Ау„ тем точнее построение.

4.2.2. Анализ нелинейных систем

Запишем уравнение движения нелинейной системы в неяв­
ном виде: у" = F(y, у'). Учитывая, что у' = z, получим это уравнение 
в виде системы уравнений первого порядка:

z' ~ F(y, z); (4.19)

У '= (4.20)

где F -  нелинейная функция.
Поделив (4.19) на (4.20) получим

dz/dy = F(y, z)!z = М\{у, z)/M2(y, z). (4.21)

Уравнение (4.21) является дифференциальным уравнением 
фазовой траектории в неявном виде. Если правая часть этого урав­
нения задана аналитически и интеграл берется, то, найдя зависи­
мость z = fly), получим уравнение фазовой траектории в аналитиче­
ском виде. В противном случае, воспользуемся теми или иными 
приемами графического интегрирования. В  частности, широкое рас­
пространение получил метод изоклин, сущность которого заключа­
ется в построении кривых (изоклин), представляющих собой гео­
метрическое место точек фазового портрета, на котором угол накло­
на касательных к фазовым траекториям постоянен. Примером изо­
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клины может служить ось абсцисс, которую фазовые траектории 
пересекают под прямым углом. Заметим, что в выражении(4.21), ха­
рактеризующем наклон касательной к фазовой траектории в данной 
точке, присутствуют три неизвестных: у, z, zy' -  dztdy. Задавшись 
определенным значением zy\ например zy' = N, получим уравнение с 
двумя неизвестными, что на фазовой плоскости yOz и даст искомую 
изоклину, которая пересекается фазовыми траекториями с постоян­
ным углом наклона ц/ = arctgz/ = arctgiV = const.

Задаваясь различными значениями N, можно построить се­
мейство изоклин для конкретного уравнения фазовой траектории, 
заданного в дифференциальном виде(4.21). Интегральная кривая 
z = Ху) фазовой траектории для заданных начальных условий стро­
ится с помощью отрезков прямых, направление которых соответст­
вует наклону, определяемому изоклинами.

Пример 4.1. Пусть имеем консервативную систему = 0), 
описываемую уравнением Т 2у" + у  = 0. Построить фазовый портрет 
системы с помощью метода изоклин.

Решение. Воспользовавшись (4.11), запишем уравнение фа­

зовой траектории в дифференциальной форме: -  = - - Z ...При этом
dy

уравнение изоклины имеет вид
T2z

N У
T2z

ИЛИ Z -  — У
Т N

N>0

N  =

Таким образом, изокли­
ны в данном случае представ­
ляют собой семейство прямых с 
угловым коэффициентом, зави­
сящим от принятого N  = z'y.
При N = 0  и N  = ±оо изоклины 
совпадают с осями координат 2 

и у  соответственно (vj/z = 0;
\\)у = п/2). Построив для разных
N  семейство изоклин, можно построить фазовые траектории для 
различных начальных условий, которые будут представлять собой 
семейство эллипсов, вложенных друг в друга (рис.4.8).

Рис.4.8
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4.2.3. Исследование релейных АСУ

Эти системы относятся к классу существенно-нелинейных 
и обычно исследуются методом фазовой плоскости. В этом случае 
структурная схема системы разбивается на линейную и нелиней­
ную части, причем предполагается, что линейная часть системы 
удовлетворительно описывается дифференциальным уравнением 
второго порядка.

Рассмотрим систему стабилизации температуры в сушиль­
ном шкафу, передаточная функция которого имеет вид 
W0 ~kJ{Tp  + 1). Измерение температуры производится с помощью 
чувствительного элемента, например термопары с передаточной 
функцией: W4 Jj>) = кч э. Регулирование температуры достигается за 
счет изменения подачи воздуха в сушильную камеру, путем измене­
ния положения заслонки, приводимой в движение исполнительным 
механизмом с электроприводом, передаточная функция которого

имеет вид WaM(p) = K  Jp .
Структурная схема 

системы приведена на рис.4.9. 
На схеме приняты следующие 
обозначения: щ  -  текущее на­
пряжение, пропорциональное 
температуре 0 в сушильном 
шкафу; и -  напряжение, про­
порциональное заданному 
значению температуры; ил -  

напряжение, подводимое к двигателю исполнительного механизма.
Запишем передаточную функцию линейной части (ЛЧ) сис­

темы в виде

К „(Р ) = к/(Тр2 + р),

где к = к0кч,К.и-
Соответствующее дифференциальное уравнение в оператор­

ной форме примет вид

U(p) = Wn 4(p)ua(p) или (Тр2 + р)и(р) = кил(р), 

а в области вещественного переменного это уравнение получит вид
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Запишем уравнение нелинейной части (НЧ), представляю- 
цей собой трехпозиционное релейное устройство:

Ти" + и' = кид. (4.22)

ua= F (u ) =

V|w|<r|; 

о ,  У и > л ; (4.23)

- и 0, V и < -Г ) .

При замыкании системы отрицательной нелинейной обрат- 
гой связью уравнение движения замкнутой системы можно полу- 
[ить, подставив (4.23) в (4.22):

Ти" + и' = -kF(u). (4.24)

1нак минус в правой части (4.24) учитывает отрицательную об- 
>атную связь.

Воспользовавшись выражением (4.23), уравнение (4.24) 
ложно представить в виде трех уравнений

Ти" + и' = 0 при \и\ <т|; (4.25)

Ти" + и' + ки0 = 0 при и > г|; (4.26)

Ти" + и '- к и 0 = 0 при и < -т|. (4.27)

Z

Рис.4.10
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Обозначив у = и, dy/dt — z, построим с помощью метода изоклин фа­
зовый портрет системы в координатах z, у  (рис.4.10).

Найдем уравнения изоклин для каждой области фазовой 
плоскости. Для области I в соответствии с уравнением (4.25) имеем 
Tz' + z = 0 или T{dz/dy)z + z — 0, откуда dz/dy = -1/Г. Полученное 
уравнение является уравнением фазовой траектории в дифференци­
альной форме, которое после интегрирования примет вид

z = -(y /T ) + C u (4.28)

где С\ -  постоянная интегрирования, определяемая из началь­
ных условий.

Таким образом, фазовые траектории в области I представля­
ют собой семейство параллельных прямых с углом наклона 
Ф = arctg(-l/7). Следовательно, вся область I представляет собой 
изоклину, так как угол наклона любых фазовых траекторий здесь 
одинаков.

Для области II в соответствии с уравнением (4.26) имеем 
Tz' + z + ки0 = 0, откуда

dz/dy = -(z  + ku0)/Tz. (4.29)

При dz/dy = N  получим уравнение изоклины

z — —kuj{\ + 77V). (4.30)

Правая часть уравнения (4.30) постоянна и зависит от приня­
той величины N. Таким образом, изоклины представляют собой се­
мейство прямых, параллельных оси абсцисс.

Для нахождения угла наклона фазовых траекторий при пере­
сечении их с изоклинами проанализируем уравнение (4.30). Для 
II области имеем следующие варианты:

1) N = 0. Тогда \|/ = arctgiV = 0 и уравнение изоклины z = -ки0 
совпадает с уравнением фазовой траектории;

2) N - ± оо. Тогда \|/ = ±п/2 и изоклина z ~ 0 совпадает с осью 
абсцисс;

3) N >  0. Тогда 0 < \|/ < п/2 и фазовые траектории пересекают 
изоклины z = С — const (0 >С > -  ки0 при у > г|) с положительным 
коэффициентом наклона;
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4) N <  0. Тогда 0 > \j/ > —-тг/2 и фазовые траектории пересека­
ют изоклины z = С = const (С >  0 и С < -к и 0 при у  >г|) с отрица­
тельным коэффициентом наклона.

Аналогичным образом можно найти уравнение изоклины 
z = kuj{ 1 + TN) для области III и построить соответствующие тра­
ектории для области III (рис.4.10).

Уравнение фазовой траектории можно получить и аналити­
чески, решив уравнение (4.29) путем разделения переменных и по­
следующего интегрирования. Так, для области II имеем

После интегрирования этого уравнения запишем уравнение 
фазовой траектории:

Аналогично можно найти уравнение фазовой траектории для 
области III:

Постоянные интегрирования С2 и Сз определяются из началь­
ных условий.

Таким образом, в рассматриваемом случае найденные в 
явном виде уравнения фазовых траекторий (4.28), (4.31) и (4.32) 
дают возможность построить фазовый портрет системы аналити­
ческим методом.

4.2.4. Колебательные процессы в релейных системах

Исследование колебаний в линейных системах обычно сво­
дится к изучению процессов в колебательном звене, описываемом 
линейным дифференциальным уравнением второго порядка

j  7  zdz _  T (z + ku0 -k u 0)dz 
z + ky0 z + ku0

y = -T^dz + T ^u°^z = T\ku0 In[z + ku01 -  z } + C2 . (4.31)

(4.32)

T 2y" + TTty' + у = kx(t) при |̂| < 1.
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Напомним, что в линейных системах могут возникать выну­
жденные колебания, которые происходят под действием внешнего 
колебательного, в частности периодического, воздействия x(t), и 
собственные колебания, возникающие в автономных системах, т.е. 
при x(t) = 0. В последнем случае колебания возникают за счет нену­
левых начальных условий, которые физически соответствуют мгно­
венной подпитке системы энергией. Собственные колебания в ли­
нейных системах называются также свободными, так как система 
продолжает движение без внешних воздействий. Заметим, что ха­
рактер собственных колебаний зависит от конкретного значения ко­
эффициента демпфирования 4- При 4 = 0 запасенная энергия в сис­
теме сохраняется и в ней возникают свободные периодические (не­
затухающие и нерасходящиеся) колебания: у — v4sin(co/ + ср), где А и 
Ф -  постоянные интегрирования (амплитуда и фаза колебаний), оп­
ределенные из начальных условий. Такая система называется кон­
сервативной замкнутой системой. Если 0 < 4 < 1, в системе возника­
ют свободные непериодические затухающие колебания; если 
- 1 < 4 < 0 ,  то свободные непериодические колебания будут расхо­
дящимися. В первом случае система отдает энергию во внешнюю 
среду, а во втором - она потребляет энергию из внешней среды. И та, 
и другая системы относятся к классу диссипативных, в которых про­
исходит убыль или пополнение энергии.

В зависимости от конкретного значения коэффициента 
демпфирования 4 колебания могут быть сходящимися (0 
расходящимися (-1 < 4 < 0), периодическими (4 = 0).

В теории нелинейных колебаний, к которым относятся ре­
лейные системы, исследуется интегралы дифференциальных урав­
нений вида

Т 2у" + у (у , у, t) = 0,

где \|/ -  нелинейная функция в неявном виде.
В случае возникновения периодического колебательного 

процесса изображающая точка на фазовой плоскости перемещается 
по одной и той же замкнутой кривой. Например, при линейной сис­
теме и при 4 = 0 этой кривой является эллипс (см. рис.4.3, а). Харак­
тер движения и фазовый портрет нелинейных систем гораздо разно­
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образней. Здесь возможно нали­
чие одного или даже нескольких 
замкнутых контуров, которые 
называются предельными цикла­
ми. Как и точка равновесия ли­
нейных систем (фокусы, узлы), 
предельные циклы могут быть 
устойчивыми и неустойчивыми.
В первом случае фазовая траек­
тория навивается на предельный 
цикл, во втором -  свивается.

Примером системы с так 
называемым жестким режимом 
возбуждения колебаний являются обычные часы с маятником, фазо­
вый портрет движения которого приведен на рис.4.11. Здесь состоя­
ние равновесия (у = у' = 0) устойчиво и окружено неустойчивым 
предельным циклом (часы не пойдут, если отклонить маятник в пре­
делах этого цикла). Если изображающая точка находится вне неус­
тойчивого цикла, то фазовые траектории будут стягиваться к устой­
чивому предельному циклу и в системе возникнут устойчивые пе­
риодические колебания, которые носят название автоколебаний. 
При этом компенсация расхода энергии происходит за счет ее под­
вода из внешних источников (в нашем примере упругая или энергия 
пружины или потенциальная энергия свободно подвешенной гири).

В общем случае автоколебаниями называются устойчивые 
собственные периодические колебания нелинейной системы при 
отсутствии внешних воздействий (внешняя связь остается только в 
виде подвода энергии), частота и амплитуда которых зависит от 
внутренних параметров системы.

4.2.5. Автоколебания в релейных системах

Рассмотрим случай, когда в качестве управляющего устрой­
ства системы, представленной на рис.4.10, используется реле с 
двухпозиционной петлевой релейной характеристикой (рис.4.12).

Неустойчивый

Р ис.4.11
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<0—1

Рис.4.12

«о Фазовый портрет системы стро­
ится с помощью уравнения (4.1), которое 
в данном случае можно представить в 
виде двух уравнений для II и III зоны: 
Ти" + и' + ки0 = 0 и Ти" + и'-ки0 = 0 со­
ответственно.

В данном случае уравнение для 
I зоны отсутствует, так как отсутствует 
зона нечувствительности.

В соответствии с характеристикой 
реле (рис.4.12) его переключение производится либо при движении 
слева направо на прямой у — т| (z > 0), либо при движении справа 
налево на прямой у  = —ц (z < 0). Линии переключения на фазовой 
плоскости (рис.4.13) нанесены пунктиром:

Фазовый портрет системы (рис.4.13) имеет расходящиеся 
траектории при малых начальных значениях координат z, у  и сходя­
щиеся -  при больших. Границей сходящихся и расходящихся траек­
торий является замкнутый контур (предельный цикл). Равновесное 
состояние системы z = у = 0 неустойчиво. Колебательный процесс 
устойчив, т.е. система работает в режиме автоколебаний.

Рассмотрим случай, когда управляющим устройством является 
трехпозиционный релейный элемент с петлей возврата (рис.4.14, а).

Здесь, в зависимости от соотношений параметров системы 
rj и гп, (0 < m < 1), переходный процесс в ней может носить либо

характер затухающих колебаний, обу­
словленных наличием зоны нечувст­
вительности, либо автоколебаний, 
обусловленных петлей возврата. То 
значение коэффициента т, при кото­
ром возникает предельный цикл, на­
зывается критическим (т = тк). В ос­
пользовавшись уравнением фазовых 
траекторий для соответствующих зон 
(4.28), (4.31) и (4.32), можно постро­
ить эти траектории для начальных ус­
ловий >> = + т|, z ~ 0 и у = —г), z = 0
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(рис.4.14, б). Абсцисса пересечения фазовых траекторий для II и I 
зоны (или III и I) и дает искомое значение т*т|.

В случае идеального двухпозиционного реле условие равно­
весия физически невыполнимо и в окрестностях точки z = у — 0 воз­
никнут колебания с бесконечно малой амплитудой и бесконечно 
большой частотой. В реальных системах и тот, и другой параметры 
колебаний конечны. Здесь определяющую роль играет отброшенные 
производные более высокого порядка (третьего и выше). Поэтому 
метод фазовой плоскости для анализа поведения такой системы не 
пригоден, и для ее исследования применяют другие методы, в част­
ности, метод гармонической линеаризации.

5. ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 
ДИНАМИЧЕСКИХ СВОЙСТВ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

5.1. МЕТОД ГАРМОНИЧЕСКОЙ ЛИНЕАРИЗАЦИИ
5.1.1. Сущность метода

Метод гармонической линеаризации нелинейностей основан 
на предположении о том, что в замкнутой нелинейной системе уста­
навливается режим автоколебаний с неизвестными амплитудой и час­
тотой. При этом все переменные, характеризующие движение такой 
системы являются периодическими функциями времени и могут быть 
разложены в ряд Фурье. Предполагая, что линейная часть системы 
является низкочастотным фильтром, ограничиваются первыми чле­
нами этого ряда, что существенно упрощает расчеты.
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Рис.5.1

Представим нелинейную АСУ в виде линейной (ЛЧ) и нели­
нейной (НЧ) частей (рис.5.1, а). Здесь ЛЧ -  объект управления (ОУ), 
а НЧ -  управляющее устройство (УУ). Запишем уравнения линей­
ной и нелинейной частей системы:

г ( р ) = К ( р )Х (р ) = ^ х ( р )-, 
А р )

(5.1)

x = F(y), (5.2)

где Wn(p ) = В (р)1 Л (р) -  передаточная функция линейной части 
системы; В (р ) и А (р) -  полиномы т-й и п-й степени соответствен­
но ( т < п ); F(y) -  нелинейная функция.

Требуется установить факт отсутствия или наличия автоко­
лебаний. В  случае наличия последних определить их амплитуду а и 
частоту со = 271/Та, где Га -  период колебаний.

Строго говоря, автоколебания имеют несинусоидальную форму 
(рис.5.1, б), но так как по условию линейная часть является низкочас­
тотным фильтром, то в первом приближении можно предположить, что
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у = asinco/ (рис.5.1, в). Заметим, 
что принятое допущение кор­
ректно при выполнении усло­
вия A((0 3)/A((0 i) «  1, где ДсоО 
и А(о)3) -  амплитуды первой и 
третьей гармоник ряда Фурье 
соответственно. Тогда с уче­
том выражения (5.2) можно 
определить Y(p) для различ­
ных нелинейных функций 
F(y'). Например, если нелиней­
ная характеристика представ­
ляет собой двухпозиционное 
реле с петлевой характеристи­
кой (рис.5.2), то при подаче на 
его вход гармонического сигнала на выходе получаем прямоуголь­
ные импульсы той же частоты со сдвигом на время т, величина ко­
торого зависит от ширины петли.

Разложим выходную переменную нелинейного элемента x(t), 
являющуюся периодической функцией времени, в ряд Фурье:

Рис.5.2

x(t) = ^ ( А к sin кш  + Вк cosк ш ) , (5.3)
/с=0

где со -  частота первой гармоники
Коэффициенты гармонического ряда (5.3) линеаризации оп­

ределяются по формулам
| 2к 1 2%

BQ- —  Jjc(co/)c/co/ ; Ak = — Jx(coOsin(Axo)t/co£;
2n  о n 0

1 2n
Bk = — |;c(coOcos(A:cof)Jco/.

Заметим, что если нелинейная характеристика симметрична относи­
тельно начала координат, то постоянная составляющая В0 в разло­
жении (5.3) отсутствует.
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Так как линейная часть системы является низкочастотным 
фильтром, то в разложении (5.3) можно ограничиться первыми тре­
мя членами. Тогда, учитывая, что у = asmcdt, у' = acocoscof и, следо­
вательно, sinco/ = у/а, cosco/ = у'/(а(о), и положив Во — 0, получим

Дифференциальное уравнение (5.4) по форме подобно линейному 
дифференциальному уравнению, но с коэффициентами, зависящими 
от искомых величин а и со. Последнее обстоятельство и отражает 
нелинейный характер зависимости х = F(y).

Именно линейная форма записи (5.4) позволяет назвать этот 
прием гармонической линеаризацией, а коэффициенты q(a) и q\{a) -  
коэффициентами гармонической линеаризации.

Преобразуя (5.4) по Лапласу, получим

Заметим, что выражение в квадратных скобках уравнения (5.5) мож­
но трактовать как передаточную функцию нелинейного гармониче­
ски линеаризованного звена. Тогда

При замыкании системы отрицательной обратной связью в 
соответствии с уравнениями(5.1), (5.5) и (5.6) получим

С учетом того, что Wn(p) = В(р)/А(р), уравнение движения 
замкнутой системы (при отсутствии внешних воздействий) примет вид

а а(о dt

Обозначив q(a) = АХ1а и qx{a) = Вх!а  , можно записать

со dt
(5.4)

Х (р )=  q{a) + ^ p  Г (р ) . (5.5)
СО

WH(p , а, со) = q(a) + ̂ ^ - p  . (5.6)
со

Yip) = W ( P )  = ~Wn(p)WH(p, а, со)Y(p).



[А(р) + B(p)WH{p, а, со)}Y(p) = 0. (5.7)

Воспользовавшись выражениями (5.6), (5.7), можно записать 
характеристическое уравнение системы в виде

D (p ) = A (p) + B (p ) q{a) + -^ —̂ -p = 0 . (5.8)
со

5.1.2. Критерии устойчивости

Линейная форма записи уравнения движения позволяет при­
менить для исследования нелинейных систем методы, разработан­
ные в теории линейных систем. В частности, для этой цели широко 
используются частотные и алгебраические критерии устойчивости.

Критерий Найквиста. Воспользовавшись соотношениями 
(5.1) и (5.6), запишем выражения для частотных характеристик ли­
нейной и нелинейной частей системы, представленной на рис.5.1:

Так как критерий Найквиста использует частотные функции 
разомкнутой системы, то частоты внешних возмущений со и искомая 
частота колебаний Q совпадают, что позволяет в выражении (5.9) их 
сократить. Тогда АФЧХ разомкнутой системы примет вид

В соответствии с критерием Найквиста колебательный про­
цесс в системе возникает в случае, если годограф вектора Жр(/со,а) 
пройдет через точку ( -1 J 0 ) .  Запишем это условие в виде

Wp(j(o, а) = WJJd))WH(a) = - . [«q(a) + jq\{a)\
A(j(o)

WIl(/co)WH(a) = - L  

Условие (5.10) можно записать иначе:

(5.10)

Wj,(./, со) =
WH(a)

(5.11)
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Рис.5.3

Уравнение (5.11), предложенное Гольдфарбом, позволяет 
определить искомые А и О . В  частности, построив отдельно частот­
ную характеристику линейной части WJJm) и обратную частотную 
характеристику ее нелинейной части с отрицательным знаком 
(рис.5.3, а) можно найти точку их пересечения на комплексной 
плоскости, которая дает искомые значения со = Q; а = А. Значения Q 
и А определяются по отметкам со, и ц  на соответствующих кривых. 
Если кривые не пересекаются, то периодическое решение отсутству­
ет и, следовательно, колебания в системе не возникают. Заметим, 
что в случае, если q\(a) = 0, характеристика -1  /WH(a) сливается с 
осью абсцисс (рис.5.3, б).

Можно показать, что если точки характеристики - 1  IWH{a) с 
меньшими значениями амплитуды охватываются линейной частот­
ной характеристикой Wa(jсо), т.е. ах < а 2 (рис.5.3) и имеются точки 
пересечения этих характеристик, то в системе возникают устойчи­
вые колебания (автоколебания). Действительно, пусть годограф час­
тотной характеристики разомкнутой системы fFp(/'co, а) при а -  А 
проходит через точку (-1 , уО) (рис.5.4). Тогда для системы, рабо­
тающей в режиме устойчивых колебаний, при а = А + Аа этот годо­
граф должен пересечь ось абсцисс справа от точки (-1 , jO), т.е. 
система должна попасть в устойчивую область, что приводит к 
затуханию колебаний (Аа —> 0). Следовательно, при увеличении 
амплитуды а, абсолютное значение WH(A + А а), а вместе с ним и 
ИГр(/сМ + А*) -  Wn<J(D)WH(A + Аа), должно уменьшаться. При этом
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значение MW {̂A + Аа) увеличивает­
ся, что и отражает сформулирован­
ный выше признак устойчивых ко­
лебаний. Аналогичную картину по­
лучим при а = А -  Аа. В  этом слу­
чае колебательный процесс также 
будет сходиться к а — А, но с дру­
гой стороны.

Другой способ исследования 
устойчивости колебаний сводится к 
непосредственному анализу смещения годографа Wp(Jo), а) относи­
тельно точки (—1 ,у'0), при добавлении и вычитании приращения А а к 
амплитуде колебаний А. В  частности, при смещении годографа 
Wp(jw, а), показанном на рис.5.4, колебания сходятся в точку (-1,уО), 
что свидетельствует об их устойчивости.

Критерий Гурвица. Известно, что условие устойчивости
линейной системы по Гурвицу записывается в виде A, > 0 , i = l ,n ,
а0 > 0, где А; -  определитель Гурвица; а0 -  коэффициент при высшей 
производной дифференциального уравнения движения системы.

В случае если предпоследний определитель Гурвица А„... i = О, 
система находится на границе устойчивости и в ней возникают 
колебания.

Для гармонической линеаризованной системы коэффициен­
ты ее характеристического уравнения зависят от частоты со и ампли­
туды а колебаний. Тогда при прочих постоянных параметрах усло­
вие возникновения колебаний в системе можно записать в виде

А„.,(я, со) = 0. (5.12)

Таким образом, необходимо найти а и со, удовлетворяющие усло­
вию (5.12). Так как имеем два неизвестных, то для решения зада­
чи необходимо иметь второе уравнение, которое можно получить, 
представив характеристическое уравнение системы в виде, соот­
ветствующем наличию пары чисто мнимых корней (периодиче­
ский режим).

Например, пусть дано характеристическое уравнение для 
системы третьего порядка
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а0р ъ + ci\p2 + а2р  + а3 = 0.

При р Х 2 -  ±усо это характеристическое уравнение можно запи­

сать в виде

( р2 +  <ti2)(aGp  +  Ь\) =  а0р г +  Ъ\р2 +  aQm2p  +  co26 j  =  0 ,

где Ъ\ = аь «ою2 = а2; а>2Ь\ = а3.
Тогда со2 = «з/«1 или в общем случае:

со2 = ап/ап _ 2 , ю). (5.13)

Решение системы уравнений (5.12) и (5.13) дает искомые 
а -  А и со = Q. Если это решение является вещественным и поло­
жительным, то в системе имеет место незатухающий 
колебательный процесс.

Исследование устойчивости колебаний проводится аналогич­
но описанному: если Д„_ ( > 0 при А + Аа и Ап ] < 0  при А -  А а, имеем 
устойчивое периодическое решение (автоколебания). В  остальных 
случаях получим неустойчивые колебания: либо сходящиеся 
(а —> 0), либо расходящиеся (я -»  оо).

5.1.3. Определение коэффициентов 
гармонической линеаризации

Использование любого критерия устойчивости для опреде­
ления А и Q требует знания передаточной функции нелинейной час­
ти системы, определяемой выражением (5.6), а следовательно, зна­
ния коэффициентов гармонической линеаризации q(a) и q\(a).

В качестве примера найдем коэффициенты гармонической 
линеаризации q{a) и q\{a) для трехпозиционной релейной характери­
стики с петлей возврата (см. рис.5.5).

Пусть на вход релейного элемента подается гармонический 
сигнал у  = я sinatf . Тогда в соответствии с рис.5.5 имеем r| = tfsinai; 
тх\ = asma2 — asin(7i -  oil). Соответственно

sinctj = ц / а ;  s in (7 t-a !) = mr\/a. (5.14)
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Найдем коэффициент 
гармонической линеаризации:

А 1 2?с 
q(a) = ~

а па

___2

па

_ - 2 с  
па

2 с

— fjc(«Osin(co/)i/cô  = 
ta\лл 0 
2

|с sin(co/) с/со/ =
ч

[cosa2 - c o s a ,]  =

«2

t t )

Ш = a

7Ш
[cos(7i -  a 2) + cos оц ]. Рис.5.5

Воспользовавшись соотношениями (5.14) и учитывая, что

cos a = л/ l-s isin a  , получим

q(a) =
2 с
па

(5.15)

Выражение (5.15) позволяет определить коэффициент гар­
монической линеаризации q(a) для различных релейных характери­
стик. Например, при rj = 0 релейная характеристика, представленная 
на рис.5.5, принимает вид, показанный на рис.5.6, а. В этом случае 
коэффициент гармонической линеаризации

4 с
q{a) = — . 

па

X

с

О

X

с

-X]

6

л -ц П

_ L с т — +1

У

j  т -

Рис.5.6 
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Характеристики релейных элементов при т = ±\ представлены на 
рис.5.6, б, в. Коэффициенты гармонической линеаризации q(d) для 
обоих случаев одинаковы:

Аналогично найдем второй коэффициент гармонической ли­
неаризации

Воспользовавшись выражением (5.16) можно определить 
значение коэффициента qx(a) для других релейных характеристик. 
В  частности, для релейного элемента с петлевой двухпозиционной 
характеристикой (рис.5.6, в) получим

Для релейных элементов с характеристиками, представлен­
ными на рис.5.6, а, б, коэффициент ql(a )~ 0  . Заметим, что коэффи­
циент ql(a )< 0  в том случае, когда характеристика релейного эле­
мента имеет петлю возврата, обусловливающую запаздывание в 
этом элементе.

Подставив полученные q(a) и q\(a) в выражение передаточ­
ной функции соответствующих релейных элементов, получим кон­
кретное выражение этой функции.

?i(e) = -  =а

С учетом (5.14) окончательно получим

(5.16)
па

Я\(а) = -
4сг|
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5.1.4. Определение параметров автоколебаний

Рассмотрим методику определения частоты и амплитуды 
автоколебаний, возникающих в нелинейной системе на конкрет­
ном примере.

Пусть имеем систему управления тепловым режимом в су­
шильном шкафу, функциональная схема которой представлена на 
рис.5.7. Здесь ИМ -  исполнительный механизм (серводвигатель с 
заслонкой); ОУ -  объект управления (сушильный шкаф); ЧЭ -  чув­
ствительный элемент (термопара).

Передаточные функции звеньев линейной части системы 
имеют вид

К Л р ) = ^ - ,  w „ (p )  = - b — , К Л р ) = ь,-
Р Т0р  + \

В качестве управляющего устройства используется трехпо­
зиционный релейный регулятор, петлей возврата которого можно 
пренебречь.

Чтобы установить факт наличия колебаний запишем уравне­
ние движения линейной части системы:

(Т0р 2 + p)Y(p) = кХ(р), к = kHkJcэ- (5.17)

Уравнение трехпозиционного гармонически линеаризованного ре­
лейного регулятора (при т «  1) имеет вид

где WH(p,w , а) -  передаточная 
функция нелинейной части 
системы,

Х(р) = WH(p, со, a)Y(p), 

Глч

(5.18)

WH(p, со, а)
(о

им ОУ чэ
нч

Учитывая, что и нашем случае 
q\{a) = 0, имеем

X :
-л г г
J Л У

у = у  - у

—
У

Рис.5.7
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frH(a) = 9 (a) = ±  l - \
na\ a2

(5.19)

Воспользовавшись выражениями (5.17)-(5.19), запишем 
уравнение замкнутой системы с отрицательной обратной связью:

В соответствии с алгебраическим критерием устойчивости 
Гурвица

Таким образом, в рассматриваемой системе, описываемой уравнени­
ем второго порядка, колебания возникнуть не могут, что обуслов­
лено наличием зоны нечувствительности элемента.

Учтем инерционность исполнительного механизма. Тогда 
передаточная функция ИМ примет вид:

где Ги м -  электромеханическая постоянная времени серводвигателя. 
При этом уравнение линейной части запишется в виде

Замкнув систему отрицательной обратной связью, и обозна­
чив Т0ТИМ = Т2, Т0 + Гим= Т], запишем характеристическое уравне­
ние замкнутой системы:

[Т0р 2 + р  + kq(a)]Y(p) — 0.

Д« -1 ~ А] — а\ — 1 > 0; Qq — Tq > 0.

{Т0Т„„р3 + (Го + Т„„)р2 + р ]П р) = кХ(р).

Тгр 3 + Т\р2 + р  + кд(а) = 0. 

Предпоследний определитель Гурвица

(5.20)

= ТХ - T 2kq{a),

Условие возникновения колебаний в системе 

Д2 = Ti -  T2kq(a) = 0, (5 .2 1 )
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откуда

(5.22)

Из выражения (5.22) найдем амплитуду колебаний а. Обо­
значив 4сТ2к /п  = Ь и возведя в квадрат обе части уравнения (5.22),

Как следует из (5.23), найденное решение имеет физический смысл 
только при условии b > 2Т\У\у которое можно записать в виде

Неравенство (5.24) и есть условие возникновения колебаний с ам­
плитудой а = А.

Частота колебаний со определяется из уравнения

ветствии с (5.20) ах = аъ = kq(a). Тогда с учетом (5.19), получим

Полученное выражение имеет физический смысл при а >  rj.
Таким образом из соотношений (5.23) и (5.25) находим ис­

комые а = А и о) — Q.
Для установления факта наличия автоколебаний необходимо 

проверить устойчивость полученного периодического решения. Для 
этого в соответствии с (5.19) построим график q(a) (рис.5.8).

Воспользовавшись выражением (5.21), получим Ч(а)\а=л =

-T\jT2k -  const . Пересечение прямой q(A) и кривой q(a) имеет ме-

получим биквадратное уравнение T\ct — b2а2 + Ь2г\2 = 0, решив кото­
рое, запишем

(5.23)

Тх< (5.24)

ап_2со2 -  а п . В нашем случае при п = 3 имеем со2 = а^/аи где в соот-

(5.25)
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сто при q (A )< q max(рис.5.8). 
При этом точки 1 и 2 соответст­
вуют двум корням (<зь а2) урав­
нения (5.21). Проверим устой­
чивость полученных решений 
{А~а\ и А - а 2), воспользовав­
шись выражением (5.21). Для 
этого к А добавим и вычтем Аа. 
При А = а.\ (точка 1) получим 
следующие варианты:

1) если а -  ах + Аа, то 
величина q(a) растет (рис.5.8)

и, следовательно, определитель А2 в соответствии с (5.21) становит­
ся отрицательным, что свидетельствует о наличии расходящихся 
колебаний;

2) если а = а\- Аа, то величина q(a) уменьшится, следова­
тельно, Д2 > 0, и колебания будут затухать. Значит, решение А -  а\, 
характеризует режим неустойчивых колебаний. Аналогичный ана­
лиз показывает, что решение А = а2 (точка 2) характеризует режим 
устойчивых колебаний, что свидетельствует о наличии в системе 
автоколебаний с амплитудой а2. Подставив найденное А -  а2 в (5.25), 
найдем частоту автоколебаний со = Q. Таким образом, при выполне­
нии условия (5.24) в системе имеют место автоколебания.

Выражение (5.24) позволяет находить соотношение пара­
метров рассматриваемой системы, при которых возникают авто­
колебания. Так как Т2 = Г0ГИМ и Т\ ~ Т0 + Ткм, то (5.24) можно 
представить в виде

7ТГ0Г1
ИЛИ Тям> (5.26)

щ  2Т0кс -  71 т|
Тогда условие отсутствия автоколебаний в системе третьего порядка 
( п -  3) при релейном управляющем устройстве с трехпозиционной 
идеальной релейной характеристикой можно записать, поменяв знак 
неравенства в выражении (5.26).
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5.2. ВИБРАЦИОННАЯ ЛИНЕАРИЗАЦИЯ НЕЛИНЕЙНОСТИ

В случае воздействия на нелинейную часть системы, рабо­
тающей в режиме автоколебаний с частотой со = Q и амплитудой 
а = А, внешних медленно меняющихся сигналов yo(t), под которыми 
понимают сигналы удовлетворяющие условию

в системе возникают несимметричные автоколебания и при разложе­
нии функций x(t) в ряд Фурье, в нем появляется постоянная состав­
ляющая Во, отличная от нуля (рис.5.9). Заметим, что в случае несим- 
метрии нелинейной характеристики х = F(y) относительно начала ко­
ординат несимметричные автоколебания могут возникнуть и при от­
сутствии внешних воздействий. Однако этот случай не представляет 
практического интереса и в дальнейшем не рассматривается.

Так как внешний сигнал изменяется медленно, то в течение 
одного периода автоколебаний Га его можно считать постоянным и

равным у 0 . Тогда уравнение нелинейной части системы можно за­

писать в виде

где уа -  у - Vo ~ «sinco/ -  периодическая составляющая входного сиг­
нала y{t)\ уо -  квазипостоянная х

+ Т*)~Уо(!) <<yQ{t),

составляющая этого сигнала; а 
и со -  амплитуда и частота авто­
колебаний.

с

У 2п
Ш

Коэффициенты гармо- •«i| а{
L----Ц

нической линеаризации q(a) и 
q\(а) о предел я кг гея аналогично 
рассмотренному выше (см. раз­
дел 5.1.3) Можно показать, что 
для нелинейного элемента с 
трехпозиционпой релейной ха­
рактеристикой с петлей возвра­
та коэффициент (f\{a) не зависит

а
с

Рис.5.9
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от величины у 0 и определяется по формуле (5.16), а коэффициент 
q(a) записывается в виде

q(a) =
па

+  I ( т Г 1+ Уо) ! \Х_ ( т^\-УоУ (5.27)

В рассматриваемом примере г| = 0 (рис.5.9) эти коэффици­
енты равны:

Ч(а)
4 с

1 - 4 ;  q,(a) = 0.
па у а ‘

Постоянная составляющая на выходе релейного элемента

«1 <*2 2я

(5.28)

| 2я

Ло = “  J*(a>0flfa>t = ~
q Z71

о о «2

—[aj - a 2 + я];
71

Так как -  asinai (рис.5.9), получим оц = arcsin—  . Аналогично,
а

к -  а 2 = arcsin—  . Тогда 
а

В0 = —  arcsin^- = Ф(д>0) , 
п а

(5.29)

где Ф(у0) -  так называемая функция смещения.
Таким образом, если рассматривае­

мый релейный элемент находится в режиме 
автоколебаний, то при подаче на его вход 

у» медленно меняющегося сигнала _уо(0 на выхо­
де получаем составляющую сигнала x(t) в виде 
х0 = Во = ФоОо), изменяющуюся в соответст­
вии с (5.29), как это показано на рис.5.10.
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Функция Ф(у0) является достаточно гладкой кривой и пред­
ставляет собой квазистатическую характеристику релейного элемен­
та по каналу у0 —>xq, которую можно подвергнуть обычной линеари­
зации. В результате этого нелинейное звено можно представить в 
виде усилительного звена с коэффициентом усиления

К  = tgV
_ ЛФ(ур)

dye
(5.30)

уо=0

При этом уравнение движения системы относительно медленно ме­
няющегося воздействия можно записать в виде

[А{р) + В(р)кн] Yq(j )) = kHF(p),

где Wn(p) = В(р)/А{р) -  передаточная функция линейной дроби сис­
темы; F(p) = J{t) -  внешнее медленно меняющееся воздейст­
вие, приложенное к замкнутой системе.

В системе (рис.5.11) внешнее воз­
действие J{f) приложено со стороны зада­
ния Д/) = у\0- Переменная на выходе ли­
нейного звена содержит, помимо медлен­
но меняющегося сигнала yo(t), высокочас­
тотную составляющую уа = asinco/, которая 
отфильтровывается инерционной частью 
системы. Таким образом, можно считать,
что медленно меняющиеся сигналы проходят через релейный элемент 
с коэффициентом передачи равным кя, в то время как для автоколеба­
тельного контура передаточная функция этого элемента

WH (а, со, р ) = q(a) + р .
со

Здесь q(a), q\{a) и кн для идеального трехпозиционного релейного 
элемента (рис.5.9) определяются соотношениями (5.28) и (5.30).

Аналогично определяется функция смещения Ф(уо) для дру­
гих типов нелинейностей. Например, для нелинейности с зоной не­
чувствительности (рис.5.12, a) функция смещения имеет вид, пока­
занный на рис.5.12, б.

Рис.5.11

95



Анализ зависимостей 
Ф(Уо), приведенных на рис.5.10 и 
5.12, б, показывает, что для мед­
ленно меняющегося сигнала yo(t) 
эффект сглаживания существе­
нен. При этом значительно по­
вышается точность работы сис­
темы. Можно показать, что ана­
логичный эффект имеет место и 
при других типах нелинейных 
характеристик.

Этот эффект называется 
вибрационной линеаризацией 

или вибрационным сглаживанием нелинейностей при помощи воз­
буждения автоколебаний в системе. Поэтому функцию Ф(у0) иногда 
называют сглаженной нелинейной характеристикой. Заметим, что 
эффект сглаживания нелинейности можно получить и при вынуж­
денных колебаниях, но при этом возникает необходимость иметь 
специальный генератор колебаний.

Изложенное позволяет сформировать необходимое условие 
возникновения эффекта вибрационного сглаживания нелинейностей:

С0а »  «о шах? (5.31)

где соа -  частота автоколебаний в нелинейной системе; со0шах ~ мак" 

симальная частота внешнего сигнала / (t) .
Для проверки выполнения условия (5.31), а также для оценки 

уровня вибраций, возникающих в системе, обязательно определяют­
ся числовые значения частоты соа и амплитуды а автоколебаний. При 
этом используется один из методов, рассмотренных ранее.

Эффект вибрационного сглаживания нелинейностей ис­
пользуется при проектировании высокоточных систем с целью 
исключения отрицательного влияния на качество их работы таких 
негативных факторов, как наличие зоны нечувствительности, 
люфта, петли и т.п.

В  качестве иллюстрации, рассмотрим систему управления 
штурвалом самолета, в которой для уменьшения влияния сухого
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Рис.5.13

трения в приводе штурвала применен релейный усилитель, возбуж­
дающий автоколебания в локальной системе. На функциональной 
схеме системы (рис.5.13) штриховым контуром выделена упомяну­
тая локальная система.

Амплитуда а и частота со автоколебаний переменной в ло­
кальной системе подбирается такой, чтобы они не воспринимались 
корпусом самолета. Приведенная система может рассматриваться 
как следящая за произвольно медленно меняющимися внешними 
сигналами /(/), вызывающими отклонение самолета от заданного 
курсам*. В соответствии с методикой, изложенной выше, для данной 
системы находят а, со и Ф(Л). Далее производят обычную линеари­
зацию функции смещения, т.е. заменяют нелинейную гладкую зави­
симость Ф(Л) линейной: Ф(Л) = кпА. К полученному уравнению 
присоединяют уравнения всех остальных звеньев системы (самоле­
та, штурвала и др.) и рассчитывают всю систему как линейную. При 
этом уже не обращают внимания на наличие автоколебаний в ло­
кальном контуре, гак как они учтены при определении эквивалент­
ного коэффициента усиления этого контура кн.
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