
51П Р =  — , 
С1

(15-17)

где V! — скорость п о то ка  перед косой  волной. Ч т о  касается вы соты  волны  \  
(м алой  величины), т о  эта  вы сота м ож ет бы ть найдена из уравнения количества 
движ ения (особы м  о б р азо м  использованного), которое  приводит иас к  следую 

щ ей расчетной форм уле:

(15-18)

2е. Обтекание бурным аотоком  на
ружного т \п о го  угла , образованного в 
плаие боковой сгенкой. П ри  тех ж е усло
виях, что  и в  п. Г , рассм о тр и м  боковую  
стенку М АН . представ  ленную н а  рис 
15-9. У стови м ся  в  д аи и о м  случае угол  Д0 
счи тать  отрицательны м .

В отличие о т  схемы  на рис. 15-8.6. 
н а  рис. 15-9 вдоль ф р о н та  АВ, направле
ние которого  определяется форм улой  
(15-17), получим  косую  установивш ую ся 
о т р и ц а т е л ь н у ю  волну (см. п ро
дольны й разрез потока); вы сота  ее опре
деляется  по  ф орм уле (15-18).

М ож н о п оказать , что  п р и  обтекании 
бурн ы м  п о то ко м  внутреннего тупого  
угл а  (рис. 15-8,о) происходит с у ж е н и е  
в п лаие элем ентарны х струек потока, 

а следовательно , и  увеличение удельны х расходов ц. Н ао б о р о т , п ри  обтекании 
бурн ы м  п о то ко м  наруж ного тупого  у гла  (рис. 15-9) происходит р а с ш и 
р е н и е  в п лане элем ентарны х струек, а  следовательно , уменьш ение удельных 
расходов д

Рис. 15-9. Обтекание бурным потоком 
наружного тупого угла, образованного 

боковой стенкой русла
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ГЛАВА ШЕСТНАДЦАТАЯ

ОСНОВЫ ТЕОРИИ 
ФИЗИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

ГИДРАВЛИЧЕСКИХ ЯВЛЕНИЙ

§ 16-1. ОБЩИЕ УКАЗАНИЯ О М ОДЕЛИРОВАНИИ

В области, кото р ая  м ож ет б ы ть  названа « иоОе шрование м», относящ им ся 
к  исследованию  тех или  других физических явлений (в наш ем  случае — к 
исследованию  движ ении жидкости), необходим о разли чать  д в а  соверш енно 
различны х ви д а  м о д е л и р о в а н и я :
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1-й вид моделирования — так называемое физическое иоде шроеание: в этом 
случае на модели воспроизводится изучаемое явление (оригинал, натура) 
с с о х р а н е н и е м  е г о  ф и з и ч е с к и х  с в о й с т в ;  например, в натуре мы 
имеем плотину, под которой фильтрует вода; модель здесь представляет 
собой плотину (созданную в некотором масштабе), под которой также 
фильтрует вода (физическое содержание процесса, имеющего место в натуре 
и на модели — одинаково: в порах грунта движется вода и в натуре, и на 
модели);

Рис. 16-1. Гидравлические модели

2-й вид моде гирования — так называемое математическое моде гирование: 
в этом  случае исследование натурных состояний или процессов выполняется 
путем изучения явлений, имеющих иное физическое содержание, одиако описы
ваемое тем и же м а т е м а т и ч е с к и м и  з а в и с и м о с т я м и  (которые описы
ваю т натурное явление); примером такого моделирования может являться моде
лирование отмеченной выше плотины, когда фильтрация воды под ней изучается 
при помощи метода ЭГДА — электрогидродинамической аналогии (см. § 18- 1); 
здесь, обращ аясь к модели, мы рассматриваем не движение воды, а посто
янный электрический ток, учитывая при этом, что и ламинарное движе
ние воды (под плотиной в натуре) н электрический ток в соответствующей 
области подчиняются о д н о м у  и т о м у  ж е  м а т е м а т и ч е с к о м у  
у р а в н е н и ю  — уравнению Лапласа. К математическому моделированию следу
ет отнести и расчеты тех или других процессов, выполняемые по специально 
составленным программам на ЭВМ. Действительно в этом случае рассмат
риваемое физическое явление подменяется и здесь некоторым другим процессом 
(иного физического содержания). Однако этот процесс, согласно используемой 
программе, построен на базе математических уравнений, относящихся к 
действительности (или к неполной воображаемой ее модели, см. ниже).

Наряду со сказанным в отношении в и д о в  м о д е л и р о в а н и я  
следует различать еще две разных к а т е г о р и и  с а м и х  м о д е л е й :

1-я категория м оделей— так называемые воображаемые (мысленные) 
модели, которые создаются человеком мысленно — в его воображении: к числу 
таких моделей, как мы говорили ранее, относятся, например: а) модель 
идеальной жидкости (см. § 1-3), которой мы мысленно заменяем реальную 
жидкость; б) модель Рейнольдса — Буссинеска, о которой мы говорили в 
§ 4-6; в) модель Вернадского (см. § 15-1); г) модель Форхгеймера, которая
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будет оп и сан а в  § 17-1, и  т. д. О бы чно воображ аем ы е м одели  являю тся 
непарными: оии  н е  п ол н о стью  о тр аж аю т  действительность (в той  или иной м ере 
упрощ ая ее), п оэтом у  такие м одели  и н о гд а  н азы ваем  «идеальны м и телами» 
и ли  соответствен н о  «идеальны м и процессам и» («идеальны м и» в то м  см ы сле, что 
в  п ри роде  такого  р о д а  тел  или процессов не существует). И сследуя т е о р е 
т и ч е с к и  (т. е. безэксперим ентально) те или  другие «идеальны е» тела  или 
процессы, м ы , разум еется , м ож ем  получать р езультаты  и н огда недостаточно 
приближ аю щ иеся к  тем  результатам , которы е долж ны  отн оси ться  к действи
тельн ы м  р еал ьн ы м  те л а м  (или реальн ы м  процессам). П оэтом у  в  результаты , 
полученны е теоретическим  (безэксперим ентальиы м ) путем  дл я  воображ аем ой  
м одели , п риходится  вводить в соответствую щ их случаях некоторы е п о 
п р а в о ч н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  (устанавливаем ы е, наприм ер, на основании 
специально проведенны х опы тов);

2-я категория моделей — так н азы ваем ы е материальные (вещественные) 
модеги, п р едставляю щ и е со б о й  воспроизведенны е (в определенном  м асш табе) 
пр и  п ом о щ и  различны х м атери альн ы х ср едств  соответствую щ и е конструкции 
и л и  те и л и  другие процессы , и м ею щ и е м есто  в  действительности  (в натуре), 
с  целью  изучения таких процессов (или состояний).*

И м ея  в  виду приведенны е пояснения, вопросы  м оделирования (рассм от
ренные выше) м ож но представи ть  схемой на рис. 16-1. И з  этой  схемы , в 
частности, ви д н о  следую щ ее:

1) « воображ аем ая  (мы сленная) м одель» м ож ет б ы ть  описана чертеж ом  или 
словам и  или  п ри  п ом о щ и  соответствую щ их м атем атических знаков и  записей;

2) «м атер и ал ьн ая  (вещ ественная) м о д ел ь»  м ож ет б ы т ь  со зд а н а  в  л аб о р а
то р и и  или  «в полевы х условиях» и т. п ;

3) как  воображ аем ы е, так  и м атер и ал ьн ы е м одели  м о гу т  отн оси ться  как к  
ф изическому, та к  и  к м атем ати ческом у  м оделированию .

В настоящ ей  главе буд ем  р ассм атр и вать  то л ьк о  « м атер и ал ьн о е  ф изи
ческое м одели рован и е»  (рис. 16-1).

Р ан ее  м ы  уж е видели, что м ногие  гидравлические ф о р м у л ы  б ы ли  получены 
на основании  оп ы тов, проводи м ы х с  использованием  м атериальны х моделей.

О п ы ты  с  таки м и  м од елям и  приходится п ро во д и ть ие только  в связи  с  
необходим остью  получи ть  те  и л и  други е общ ие эксперим ентальны е расчетны е 
зави си м ости  или  с  ц ел ью  проверки тех или  других теоретических сообра
жений. Д о статочн о  часто в современны х условиях при п ом ощ и  м ат ер и ал ь
н о го  ф изического м од ели рован и я  приходится уточн ять  соответствую щ и е про
ектны е данны е, относящ иеся к определенном у конкретном у сооруж ению .

С ущ ествую т слож ны е гидротехнические сооруж ения, которы е вооб щ е и е  под
д аю тся  с  достаточн ой  степенью  точности обы чном у теоретическом у расчету 
(различны е ги дроузлы , вод о заб о р ы  и т . п.) П ри  составлении  п р о екта  таких 
сооруж ений часто обр ащ аю тся  к так  н азы ваем ом у « л а б о р а т о р н о м у  
п р о е к т и р о в а н и ю » .  П ри  это м  в л аб о р ато р и и  со зд аю т м о д ел ь  (м атери аль
ную ) рассм атр и ваем о го  сооруж ения; через построенную  м о д ел ь  пропускаю т воду 
и  изм еряю т р азли чн ы е величины  (давления, скорости  и  т. п.); полученные 
таки м  о б р азо м  д ля  м од ели  величины  переносят на д ей стви тельн ое сооруж е
ние.

П р и  выполнении тако го  р о д а  р аб о т  возникает целый р я д  воп росов: как 
следует в л аб о р ато р и и  стр о и ть  м о д ел ь  сооруж ения (какие р а зм ер ы  ей следует 
придавать , какую  ш ер о х о вато сть  стенок долж но и м еть  « м од ельн ое  русло» и  т. п.); 
какие значения V н ^  следует зад ав ать  на модели, если ои а в  определенное

1 Дополнительно к сказанному выше отметим, что существует еше широко 
распространенный термин «математическая моде н>»; об этом термине см. сноску на стр. 5.
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число р а з  м еньш е действительного сооруж ения; каким  о б р а зо м  данные, полу
ченные в  л аб о р ато р и и  д л я  м одели , следует переносить на действительное 
сооруж ение и  т. п. Всеми этим и  воп росам и  заним ается теория та к  назы вае
м о го  физического м одели рован и я  (точнее говоря , « м а т е р и а л ь н о г о  
ф и з и ч е с к о г о  м о д е л и р о в а н и я » ) .

О сновой тако го  м оделирования (относящ егося к  м еханике жидкости) 
является « т е о р и я  п о д о б и я » ,  ко т о р ая  опирается на учение о  разм ерн ости  
физических величин. И м ея  это  в виду, рассм отри м  преж де всего во п р о с  о  
м е х а н и ч е с к о м  п о д о б и и  двух механических (гидравлических) систем  
(«модели» и  «натуры »), представляю щ их собой движ ущ иеся сп лош н ы е среды.

§ 16-2. ПОНЯТИЕ О ПО ДОБИИ ГИДРАВЛИЧЕСКИХ ЯВЛЕНИЙ

П редстави м  себе две геом етрически подобны е фигуры. У словим ся  
с х о д с т в е н н ы м и  точкам и  двух эти х  фигур н азы вать  точки, од инаково рас
полож енны е по отн ош ен и ю  к  гран и ц ам  этих фигур.

Р ассм атри вая  ф и з и ч е с к о е  м о д е л и р о в а н и е ,  долж ны  считать, 
что в сходственны х точках «натуры » и  «м одели» н а  частицы  ж идкости 
(сплош ной среды ) дей ствую т силы  одной  и  то й  же физической природы  
(так назы ваем ы е о д н о и м е н н ы е  силы).

Вообщ е говоря , ф и з и ч е с к и  п о д о б н ы м и  явлениями назы ваю тся 
явления од н о й  и т о й  ж е физической п рироды , д л я  которы х все характерны е 
величины  п о добн ы : в  с х о д с т в е н н ы х  т о ч к а х  натуры  н м о д е™  и  в 
с о о т в е т с т в е н н ы е  м о м е н т ы  в р е м е н и  д л я  подобны х явлений все 
векторны е величины  долж н ы  б ы ть  геом етрически п одобны м и, все ж е скаляр
ные величины  — соответствен н о  пропорциональны . П оясним  э т о  полож ение 
подробнее.

П ри  ф изическом  м оделировании  гидравлических явлений с  использованием  
м атери альн ы х м оделей, у д о б н о  р азли чать  геометрическое, а такж е кинематическое 
и  динам ическое подобия.

1. Г е о м е т р и ч е с к о е  п о д о б и е .  Д ве гидравлические систем ы  (два 
гидравлических явления) будут геом етрически п одобн ы м и  в  т о м  случае, если 
между сходственны м и р азм ер ам и  эти х  систем  всю ду сущ ествует постоянное 
соотнош ение:

у- = а, = СОП81, (16-1)

где — некоторы й  р азм ер  действительного сооруж ения (натуры ); 1и — сход
ственны й р азм ер  м о д ел и ; а , — м а с ш т а б  д л и  и.

Д л я  геом етрически подобны х систем

^ . - « 4  (16-2)

где сон,  Ув — н еко то р ая  п лощ ад ь и  некоторы й объем , относящ иеся к  дейст
вительном у сооруж ению ; ым, Ум — сходственны е п л о щ ад ь и объем  м од ели .1

2. К и н е м а т и ч е с к о е  п о д о б и е .  Д ве гидравлические систем ы  будут 
кинем атически п одобн ы м и , если:

а) траектори и  движ ения сходственны х частиц ж идкости  обеих систем , 
геом етрически п о д о б н ы  и  од инаково ори ен тирован ы  п о  отн ош ен и ю  к  
гран и ц ам  этих систем ;

1 Как здесь, так и  ниже величины, относящиеся к действительному сооружению 
(к натуре), отмечаются индексом «н», а относящиеся к м одели,-индексом «м».
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б) скорости и и ускорения и* в сходственных точках в соответственные 
моменты времени всюду связаны постоянными соотношениями:

о* =  соп81 (по всему объему), (16-3)

= а„  =  сопз( (по всему объему), (16-4)

т. е. величина « „ ( м а с ш т а б  с к о р о с т и ) ,  а также величина ( м а с ш т а б  
у с к о р е н и я )  одинаковы дли любой пары сходственных точек в определенный 
момент времени.

Подчеркнем, что кинематически подобные системы всегда будут геометри
чески подобными системами.

В связи с кинематическим подобием возникает понятие м а с ш т а б а  
в р е м е н и

где и гм — промежутки времени, в течение которых протекают соответст
венные явления в натуре и на модели. Если какая-либо частица жидкости 
в действительных условиях прошла за время гн некоторый путь 1„ (описала 
кривую /н), то сходственная частица модели за время гм дочжна пройти путь 
1М (описать кривую /„), причем кривая /м должна быть геометрически подобна 
кривой /н и ориентирована по отношению к границам системы так же, как и 
кривая /„.

Для кинематически подобных систем

а, = сопк! (по всему объему). (16-6)

3. Д и н а м и ч е с к о е  п о д о б и е .  Две гидравлические системы будут 
динамически подобными, если:

а) в любой паре сходственных точек действуют одноименные силы;
б) соотношение величии соответствующих сил для любой пары сходст

венных точек одинаково по всему объему обеих рассматриваемых гидравличе
ских систем, т. е. масштаб сил:

р
аг = =  сопб1 (по всему объему). (16-7)

* и

где через Р  обозначена любая сила, действующая на жидкость;
в) силы, действующие на первую гидравлическую систему, ориентированы 

относительно друг друга и относительно границ системы так, как и силы, 
действующие на вторую гидравлическую систему.

Очевидно, при соблюдении указанных условий мы  получаем следующее: 
для двух динамически подобных систем (например, для натуры и модели) 
замкнутые многоугольники сил, построенные для любой пары сходственных 
точек натуры и модели, получаются геометрически подобными, причем отношение 
размеров этих многоугольников сил всюду (по всему объему) оказывается 
одинаковым.

Можно сказать, что динамически подобными системами будут такие, 
для которых векторные поля сил. действующих на жидкость, образованы 
одноименными, силами, причем эти поля являются геометрически подобными 
и одинаково ориентированными относительно границ систем
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Д инам ическое п одоби е м ож ет им еть  м есто  то л ь к о  при наличии кииемвти- 
ческото, а  следовательно, и  геом етрического  подобия. К а к  видно, динамическое 
п одоби е предопределяет сущ ествование кинем атического подобия. П оэтом у 
д инамически п одобн ы е систем ы  являю тся  м е х а н и ч е с к и  п о д о б н ы м и  
с и с т е м а м и .  И н о гд а  такого  ро д а  системы , относящ иеся к жидкости, н азы ваю т 
г и д р о д и н а м и ч е с к и  подобны м и.

В связи  с  воп росом  о  динам ическом  подобии  возникает понятие 
м а с ш т а б а  п  л  о т н  о с т и  ж идкости:

. (16 8)
Рн

Важ но подчеркнуть, что д л я  динамически п одобны х си стем  часто полу
чаем  следую щ ие соотнош ения:

а) д л я  коэф ф ициентов сопротивления ^

См - С » :  (16-9)

б) д л я  коэффициентов гидравлического  трения Л

К  =  К ;  (16-Ю)

в) д л я  коэффициентов Ш ези С

СМ =  СИ. (16-11)

О т сю д а  видно, что  д л я  такого  р о д а  дпйамичсски подобны х си стем  м асш табы  
коэф ф ициента сопротивления (а;), коэффициента гидравлического  трения (а*), 
коэф ф ициента Ш ези (ас)  равны  единице:

о* *  о* — ос =  1. (16-12)

Действительно, рассматривая для примера безнапорное движение, отвечающее 
квадратичной области сопротивления, имеем, согласно Шези.

'’ч ~  Сн ]/ й н./и ;

Так как для геометрически подобных сисгсм (при безнапорном движении) 1„ =  то

Ом <"м Л [Я ,
«. ~  С, У К с, -]/ а,.

С ф /го й  стороны, к?к будет показано ниже, для динамически подобных систем, 
запроектнроваыныл для квадратичной области сопротивления, всегда должно иметь место 
условие

Подставляя это ран- н тво  в предаю щее, получаем (16-11). Учитывая теперь 
соотношения (4-97) и видим, что при наличии равенства (16-11) соотношения
(16-10) и (16-9) являют! I также справедливыми.

И м ея  это  и вид. при  создан и и  в л аб о р ато р и и  м о д ел и  сооруж ения 
с т р е м я т с я  с д е л а т ь  и в  т ы с ,  ч т о б ы  п о т о к  п о л у ч а ю щ и й с я  в 
л а б о р а т о р и и ,  б ы  п ц н а м и ч е с к и  п о д о б е н  д е й с т в и т е л ь н о м у  
п о т о к у .  В еличины  С, К  С , найденны е дли т ако й  м одели , часто  м о ж н о  б е з  всякого 
изм енения переносить н а  натуру.

Е стественно, возникает вопрос, каким  о б р азо м  следует проектировать 
м о д ел ь  п отока , чтобы  он а получилась динамически подобной действительном у
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потоку. Э тот вопрос осложняется тем. что величины сил, скоростей, давлений 
и других параметров, обычно бывают неизвестны для различных точек 
интересующей нас области, так как отыскание этих величин и 
является целью создания модели и проведения на ней соответствующих 
измерений.

Ч тобы  д об и ться  п ри  таких условиях д и нам ического  подобия, поступаю т 
следую щ и м  о б р азо м :

а) создаю т модель русла, геометрически подобную действительному руслу;
б) на одной из границ модельного потока в начальный момент времени 

задаю т соответствующие геометрические и кинематические параметры, подоб
ные известным параметрам, имеющимся на сходственной границе действи
тельного п отока;1

в) жидкость, применяемую в опытах выбирают с такими физическими 
характеристиками (у, р, у), чтобы на фиксируемой границе потока имело место 
динамическое подобие.

К а к  видно, здесь предп олагаю т, что  поскольку ф изическое явление в  натуре 
и  н а  м од ели  описы вается о дн и м и  и  тем и  ж е м атем ати чески м и  уравне
ниям и, т о  при  наличии  подобны х граничны х и  начальны х условий  м ы  
восп роизводи м  в геом етрически подобном  русле м одели явление, динамически 
п одобное иском ому. Зам етим , что  п одобие граничны х условий д л я  м одели  
слагается  из п о д о б и я  следую щ их величин на границе м о д ел ьн о го  потока: 
глубин, с к о р о с т е й 2 и д а в  тений (для  напорны х сп.'тем).

Надо, одиако, подчеркнуть, что, как видно будет нэ дальнейшего, следуя 
указанному т е о р е т и ч е с к и  о б о с н о в а н н о м у  пути моделирования, нам 
п р а к т и ч е с к и  далеко не всегда удается создать модель, динамически подобную 
натуре. Поэтому часто приходится отклоняться от такого теоретического 
пути и прибегать к различным «условным» методам моделирования, описанным 
ниже (применять модели, построенные в искаженном масштабе и т. п.).

Судить о динамическом подобии двух систем (см. выще п. «в») путем 
измерения и сравнения между собой сил, 'действующих на эти системы, 
практически неудобно и даже невозможно. Вместе с тем четко видеть, что 
соотношение сил, действующих в натуре и иа модели, может быть установлено 
к о с в е н н о - по имеющимся масш табам длины, скорости и плотности жид
кости, т. е. по соотношению величин, легко почдающихся измерению

П ри н и м ая  такой  косвенны й м етод  оценки динам ического  подобия, поль
зуем ся так  назы ваем ы м и  к р и т е р и я м и  д и н а м и ч е с к о г о  п о д о б и я .

9 16-3. КРИТЕРИИ ДИНАМ ИЧЕСКОГО ПОДОБИЯ

В общем случае на движущуюся несжимаемую вязкую жидкость дейст
вуют следующие силы:

1) объемная внешняя сила тяжести С;
2) поверхностны е (внеш ние и  внутренние) силы  гидродинам ического  д ав

ления Р ;
3) поверхностны е (внеш ние и внутренние) силы  т р е г о т  (вязкости) Т .
Геометрическая сумма указанных сил, согласно началу Дадамбера,

может быть представлена в виде
б + Р + Т  + 7 = 0, (16-13)

где 7 — сила инерции,

1 Предполагается, что граничные условия для действительного потока при решении 
поставленной задачи должны быть заданы.

2 Необходимо иметь подобие эпюр скоростей.
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7 =  -М », (16-14)

причем здесь М — масса вы деленного о б ъ ем а жидкости, и/ — ускорение.
П ри  задан н ы х граничны х условиях м ож но счи тать , что в  данной  точке 

ж идкости сила д авлен и я  Р  целиком  определяется си лам и  С. Т  и  / :

Д л я  различны х частны х случаев уравнение д виж ения (16-16) м о ж ет упростить
ся в  связи с тем , ч т о  некоторы е силы , входящ ие в  него, о казы ваю тся  или 
равн ы м и  нулю , и ли  п олучаю т пренебреж им о м ал у ю  величину сравнительно  с  
д руги м и  силам и . Н априм ер, п р и  параллельн о-струйн ом  установивш ем ся движ е
нии сила инерции I  = 0; при  напорном  движ ении в трубоп роводе эффект 
действия собственного веса С р ассм атр и ваем о го  об ъ ем а ж идкости  п о  сравнению  
с эф ф ектом  дей стви я  сил давления Р о казы вается  ничтож ны м , и  п отом у  сила 
С  из уравнения (16-16) м ож ет б ы ть  исклю чена; в  это м  уравнении останутся 
только  силы Т  и  / ;  п р и  л а м и н ар н о м  движ ении силы  /  часто  м о гу т  о к а 
зать ся  п ренебреж им о м ал ы м и  сравнительно с  силам и  Т ; при турбулен тн ом  
безн ап орн ом  движ ении воды  б л аго д ар я  весьма низкой ее вязкости  силы  
трения Т  о казы ваю тся  н асто ль ко  м ал ы м и  по сравнению  с  другим и силам и, 
что в  уравнении (16-16) си лам и  Т  м ож но  пренебречь, и  т. д . Р ассм отри м  
сперва простейш ие случаи, ко гд а  на исследуем ую  ж идкость действует т о л ь к о  
о д н а  си стем а о п р е д е л я ю щ и х  си л  (ие считая сил инерции); при  это м  
ограничим ся рассм отрен и ем  только  таких условий движ ения, п ри  которы х 
силы инерции сои зм ерим ы  с  си л ам и  тяж ести  или си лам и  внутреннего 
трениа.

1°. Случай, когд а  иа ж идкость действую т только силы  тяж ести (рис. 16-2),
В эт о м  случае в уравнение (16-16) будут входить только  си ла  С  и  сила 
инерции /.

Д л я  достиж ения динам ического  п о доби я  двух систем  («натуры » и  « м о 
дели»), изображ енны х на рис. 16-2, надо требовать, чтобы  треугольники сил. 
показанны х на схемах а и б, бы ли  геом етрически подобны ми.

Ч тоб ы  обеспечить подобие указанны х треугольников сип, необходим о:
а) кинем атическое п одоби е двух рассм атриваем ы х систем, та к  как  именно 

э то  условие обеспечит р авенство  углов, образованны х си лам и  С и  /  на 
рис. 16-2, а  и  б; н апом ним , что  требуя  кинем атического подобия, м ы  тем  
сам ы м  требуем  и  геом етрического  подобия;

б) соблю дение равенства

ъ - Ъ  (16-17)
пли , что т о  же,

где ар — м а с ш т а б  с и л .
К ак  видно, масштаб сил в  д а н н о м  случае равен отношению сил инерции, 

вычисленных для модели и для натуры.
С огласн о  (16-14),

(16-15)

б  +  / ( С .  Г. / )  +  Т + 1  =  0. (16-16)

/ я
(16-18)

(16-19)
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где и г  — си м волы  длины  и времени.
П о это м у  м асш таб  сил ар, обеспечиваю щ ий динамическое подобие, в 

д ан н ом  случае б у д е т 2

^  =  ^ = - 2 4 4 ,  (16-20)
Л, р Л Х

гд е  1И и  /м — какие-либо сходственны е чинейные р азм ер ы  н атуры  и м одели. 
Р азм ер н о сть  силы  тяж ести  м ож но п редстави ть  в виде

= [у] ̂  = [р] Ы &'• О6"2 и

Рнт-С*

Рис 16-2. Схема сил, действующих на элементарный 
объем жидкости: а — натура, б — модель

следовательно,

р » в Л (16-22)
р  »дЛ

У читы вая соотнош ения (16-20) и (16-22), м ож ем  иадисать, согласно (16-18),

рЛ “1 р л Л
РиЧ“1 РнвЛ

(16-23)

К ак видно, д л я  достиж ения динам ического  подобия, когд а  н а  ж идкость 
д ействует то л ьк о  сила О  (а такж е сила инерции / ) ,  необходим о требовать, 
п о м и м о  соблю дения кинем атического подобия, еще и  соблю ден ия  равенства 
(16-23), ко т о р о е  м ож но переписать в виде

(16-24)

О т сю да  вм есто  (16-23) получаем

и2м _
и* 0*1»

и2„
- =  ц»

9м*м ВкК
(16-25)

1 Квадратные скобки в соотношении (16-19) и других указывают, что нас интересует 
-здесь не численное значение, а  размерность соответствующих величин

2 Д ля двух динамически по зобных систем (натуры и модели) справедливость
перехода от соотношений (16-19) к соотношению (16-20). где вместо символов,
выражающих размерность отдельных величин, проставлены сами везичины. может быть
строго обоснована (этого обоснования здесь ие приветим).
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где и — скорость а данной точке; / — какой-либо линейный размер; д — уско
рение сичы тяжести.

Следует подчеркнуть, что  величина_________

—г  — Ег (обозначение) 
0‘

(16-26)

является б е з р а з м е р н о й  и п р е д с т а в л я е т  с о б о й  м е р у  о т н о ш е н и я  
с и л  и н е р ц и и  к с и л а м  т я ж е с т и .  Эту величину принято называть 
ч и с л о м  Ф р у д а .

Таким образом, когда на жидкость действуют только силы тяжести, 
динамическое подобие будет иметь место, ест  существуют геометрическое и 
кинематическое подобия и ест  число Фруда, вычиаенное для гюбой точки 
модели, оказывается равным числу Фруда. вычисленному для сходственной точки
натуры* _____________

1(Рт)м =  (Рг)н. |  (16-27)

О братим внимание на то, что одио условие (16-27) говорит только (при 
наличии кинематического подобия) о подобии треугольников сил для любой 
пары сходственных точек. Д ля достижения же динамического подобия необхо
димо иметь еще равенство масштабов сил ае д л я  в с е х  п а р  с х о д с т в е н 
н ы х  т о ч е к  н а т у р ы  и м о д е л и .  Э то последнее условие обеспечивается 
наличием геометрического подобия.

Действительно, соотношение (16-23) выражает величину ае. Умножая это 
соотношение на величину р„/« и деля на величину рм/*, получаем

аР Ре "̂ =
Рмй и* д Х  '

Рассматривая далее только случаи, когда рм =  ри и ды ~  дИ, полученное 
соотношение можем переписать в виде

1 и1

откуда видно, что аг  - а3. Для геометрически подобных систем = соп$1 (по всему 
объему); следовательно, и величины ар также должны быть одинаковыми для всех 
сходственных точек модели и натуры.

2°. Случай, когд а  иа ж идкость действую ! только силы  трения (вязкости).
Здесь для соблюдения динамического подобия выражение, определяющее 
масштаб сил, должно остаться прежним [см  равенство (16-20)].

Считая, что силы трения подчиняются зависимости Ньютона (4-22), можем 
написать

т  =  [ч ] [V] [р ]  Ц и ], (16-28)

откуда получаем
=  УмРм'мЦм (1 6 _Ю )

г „  V рв/нМ

где 1„ и 1м — какие-чибо сходственные линейные размеры натуры и модели. 
Приравнивая (16-29) соотношению (16-20), получаем

Р м М  умрм/мим 
ар =  — ,2 2 ■ -------- ?------* '  10-ЗЦ)

Как видно, для достижения динамического подобия в случае, когда на 
жидкость действуют сила Т  и сила инерции / ,  необходимо требовать, помимо
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кинематического подобия, соблюдения равенства (16-30). Это последнее равенство 
можно переписать в виде

(16-31)

или в виде
и..1м

(16-32)

где и — скорость в данной точке: / — какой-либо линейный размер, иаттример 
диаметр трубы С или гидравлический радиус Я и т. п.; V — кинематический 
коэффициент вязкости жидкости [см . зависимость (3-128)].

Следует подчеркнуть, что величина
ц |
—  — Ке (обозначение) (16-33)

является б е з р а з м е р н о й  и п р е д с т а в л я е т  с о б о й  м е р у  о т н о ш е 
н и я  с и л  и н е р ц и и  к с и л а м  т р е н и я .  С  этой ветичиной мы сталкивались 
ранее и называли ее ч и с л о м  Р е й н о л ь д с а  (§ 3-23).

Таким образом, когда на жидкость действуют только си ш  трения, 
динамическое подобие будет иметь меспю, если существует геометрическое 
и кинематическое подобие и если число Рейнольдса, вычисленное для 1юбой 
точки .модели, оказывается равным числу Рейнольдса, вычисленному для сход
ственной почки натуры:

|(Ке)м =  (Ке)„. (16-34)

3". Критерии подобия. Предположим, что жидкость сжимаема, в связи с 
чем на иее действуют силы упругости; будем считать, что каких-либо других сил, 
действующих на жидкость, нет.

Рассуждая, как и выше, можно показать, что динамическое подобие для 
модели и ивтуры получится в том случае, если при наличии кинематического 
подобия так нвзываемые ч и с л а  К о ш и  в сходственных точках модели и 
натуры будут одинаковыми.

Как ви шо. для достижения динамического подобия между моделью и натурой 
каждая система сил, действующих иа жидкость, требует равенства в сход
ственных точках модели и натуры некоторого с в о е г о  ч и с л а  (числа 
Фру аа, числа Рейнольдса и т. д.).

Эти безразмерные числа ( Фруда Рейнольдса, Коши и т. д.). равенство 
копюрых в сходственных точках модели и натуры указывает на на/шчие 
динамического подобия между моде »ыо и натурой, называются критериями 
подобия.

4°. Критерии подобия, выраженные через среднюю скорость о. Будем 
рассматривать плавио изменяющееся движение, когда живые сечения можио 
считать плоскими. Будем далее полагать, что для  сходственных живых сече- 
иий модели и натуры характер распределения скоростей и о д и н а к о в .

При этом для любой пары сходственных точек, иамечеиных на сходственных 
живых сечениях модели и натуры, можем иаписать

=  р (обозначение), (16-35)

где ым и ыи — местные скорости для упомянутых сходственных точек; им 
и 1>„ — средние скорости для упомянутых живых сечений.
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И з  уравнения (16-35) получаем

Им =  Р^Ч (16-36)

П о д ставл яя  эти  соотнош ения в (16-25) и (16-32) и сокращ ая  величину р2 
и Р получаем  вм есто  (16-26) и (16-33) следую щ ие вы раж ения д л я  чисел Ф руда 
и  Р ей н о л ьд са :

Р г -
в}_

VI
Ке — —

(16-37)

(16-38)

К аж видно, п ользуясь для оценки подобия вм есто  вы раж ений (16-26) и 
(16-33) вы раж ен и ям и  (16-37) и (16-38), н еобходим о тр еб о вать  соблю дения 
д о п о л н и т е л ь н о г о  у слови я; о ди н акового  характера  распределения скорос
тей  и д л я  м од ели  и н атуры  в сходственны х ж ивы х сечениях (в дан н ы й  м о м ен т 
вр ем ен и )1.

Необходимо подчеркнуть, что в литературе встречается, что число Фруда пред
ставляют выражениями, отличающимися от формулы (16-37). Иногда числом Фруда на
зывают о б р а т н у ю  ве1ичкн> по отношению (16-37), т .е .

Рг' в* Пб-ЗУ1)

в частности.

Гг0 =  ^  " 
]/в'

1/дЬ

(16-37")

(16-37")

где Н — глубина рассматриваемого безнапорного потока и с *  — скорость яви- 
жения лба волны перемещения, возникающей на поверхности безнапорного потота 
(см. § 9-15).

В некоторых случаях, рассматривая б е з н а п о р н о е  д в и ж е н и е ,  вместо числа 
Фруда пользуются так называемым п а р а м е т р о м  к н н е т н ч в о с т и  п о т о к а  
ПК, который представляет собой отношение удвоенной кинетической энергии к средней 
(в данном живом сечении) глубине к безнапорного потока:

, ауг/(2д) ^  у1
й еЛ

где Гг^ — число Фруда (16-37), выраженное через характерный размер \=Ь.
Необходимо учитывать, что параметр кинетичности ПК может быть представлен 

также в виде:

ПК = 2 - "Рг*,

где ш — площадь живого сечения и В — ширина живого сечения поверху. Из последнего 
соотношения видно, что для критической глубины потока ПК  =  1.0 [см. формулу (7-54)}.

1 Заметим попутно, что масштаб для средней скорости и равен, разумеется, 
масштабу для местных скоростей и, т. е. = а̂ .
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5е. Общий случай, когда на жидкость одновременно действует несколько 
разных систем сил. В этом случае для получения динамического подобия 
между моделью и натурой иадо требовать о д н о в р е м е н н о г о  соблюдения 
равенства соответствующих критериев подобия в сходственных живых сечениях.

Если, например, при постановке гидравлических опытов необходимо учиты
вать как силы тяжести, так и силы трения, то для достижения динамического 
подобия между моделью и натурой [см условие (16-7)] следует, помимо 
кинематического и геометрического подобий, о д н о в р е м е н н о  выдержать 
еще два условия:

(II (Нг)м =  (

(II) (Ке)м -  (Ке)*

причем эти условия должны относиться ко всем сходственным живым сечениям 
модели и натуры. П о течению жидкости величины Ег и Ке для динамически 
подобных систем, разумеется, могут изменяться

г)м =  (Гг)„; |  

е!.. =  (Ке)..-)
(16-39)

$ 16-4. ОСН О ВН Ы Е УКАЗАНИЯ О  М О ДЕЛИ РО ВА Н И И  
ГИДРА ВЛИ ЧЕСКИ Х ЯВЛЕНИЙ

П о л о ж и м , что  м ы  приняли  некоторы й  определенны й м асш таб  д ли н :

С1 =  /*,:/„• (16-40)

Б у д ем  счи тать , ч то  на ж идкость действую т две систем ы  сил. входящ их 
в уравнение (16-16): силы  тяж ести и силы  трения.

К ак  бы ло  отм ечено, д ля  достиж ения динам ического  подобия необхо
дим о, п о м и м о  кинем атического  подобия, одноврем енно вы держ ать два тре
бования (16-39). К аж дое и з  этих требований  п риводит нас к следую щ ем у:

1-е т р е б о в а н и е .  Здесь необходимо соблюсти равенство (16-27) или, 
что то  же, равенство

Зам ети м , что ускорение силы  тяж ести  д в случае м од ели  и  натуры  
оди н аково : ди =  дн =  д.

Н иж е пользуем ся  кри тери ям и  подобия, вы раж енны м и через средню ю  
скорость о, ко то р ы е получаем  из (16-41):

(16-42)
IV У *н

Т аком у  условию  д л я  сходственны х ж ивы х сечений д олж иы  уд овлетворять  
скорости  в иатуре и иа м одели, если соб л ю д еи о  равенство чнеет Ф руда 
[см . соотнош ения (I), (16-39)].

Расходы  ^уЛ и  долж н ы  здесь удовлетворять  условию

= = ̂ ,а‘ = (0,)5'2- (16_43)
М асштаб времени получаем следующим образом: 

I» /и (16-44)

деля иа VI, имеем 
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_кА (16-45)

откуда
л, I

. . п, =  1/0 , (16-46)
| / « |

2-е т р е б о в а н и е .  Здесь н еобходим о со б л ю сти  р авенство  (16-34) или, что 
т о  же, равенство

=  (16-47)
V»! V*

С читая

-  V. =  V. (16-48)

т. е. предполвгая, что  в л аб о р ато р и и  используется т а  же ж идкость, что  и в 
натуре (вода), и з  (16-47) получаем

=  — . (16^9)
Г, 1м О,

Т ако м у  условию  д о л ж н ы  у д о вл етво р ять  скорости  им и ун, если  соблю дено  
равенство чисел Рейнольдса.

Р асходы  @м и  (}„ долж ны  удо вл етво р ять  в это м  случае следую щ ему 
условию :

^ы  1 2 слч——  = -----------=  —  а, =  а,. (16-50)
Ом Щ ,  « ;

И м ен н о  при условиях (16-49) и  (16-50) будем  и м еть  р авенство  (16-39, II). 
В р езу л ьтате  приведенны х рассуж дений м ож но  состави ть  таб л . 16-1 (в 
предполож ении, что  ум =  ун).

И з  рассм отрен и я  приведенной таб л . 16-1 видно, что условия (16-39, I) 
и (16-39, II) н е с о в м е с т и м ы .  П оэтом у , если гидравлическое явление 
п ротекает п од  действием  двух или  иескольких систем  сил, и в  л аб оратории  
приним ается та  ж е ж идкость, что и  в натуре (ум =  V*), т о  д и н а м и ч е с к о г о  
п о д о б и я  д о с т и г н у т ь  н е в о з м о ж н о ,  так как оди н  критерий подобия  
требует при переходе о т  натуры  к м одели  изменения, наприм ер, скорости  в 
а , '5 раз, д ругой  ж е критерий  п о д о б и я  — в щ 1 р а з  и т. п.

В д анном  случае динам ического  п о доби я  м ож но  б ы л о  б ы  достигнуть, при
м еняя д л я  м о д ел и  и ную  ж идкость (с  други м  коэффициентом  V). О д н ако  
практически тако й  п уть  затруднителен  в связи с  тем , что д л я  сущ ествую щ их 
в п ри роде  ж идкостей, которы е м ож но  б ы ло  бы  использовать в  лаборатории , 
отнош ение ум :уи отн о си тель н о  м а л о  отли чается  от единицы.

У чи ты вая  сказанное, м одели рован и е  приходится осущ ествлять в общ ем  
случае т о л ь к о  с  н е к о т о р ы м  п р и б л и ж е н и е м .

К ак  б ы л о  отм ечено вы ш е, часто силы  о д н о го  р о д а  [и з  числа входящ их 
в соотн ош ен и е  (16-13)] в определенны х условиях п ревали рую т иад си лам и  
дру го го  рода. В связи  с эти м  в ряде случаев оказы вается  возм ож н ы м  исходить 
только  из о д н о г о  кри тери я  подобия, отвечаю щ его  г л а в н ы м  д е й с т в у ю 
щ и м  с и л а м .  П ри  эт о м  д руги м и  критериям и, отвечаю щ им и второстепенны м  
силам , пренебрегаю т.

В случае м одели рован и и  б е з н а п о р н ы х  турбулентных потоков, отве
чаю щ их к в а д р а т и ч н о й  о б л а с т и  с о п р о т и в л е н и я  (м ы  далее о гр а 
ничимся рассм отрен и ем  то л ь к о  это го  случая движения), и с х о д я т  и з  ч и с л а
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Ф р у д а ,  считая, что  тако го  р о д а  движ ение обусловливается  то л ьк о  
си лам и  тяж ести. Э т а  о б л асть  п арам етров  потока, когда движ ение ж идкости  ие 
зависит о т  числа Рейнольдса, н азы вается а в т о м о д е л ь н о й  в отнош ении 
чисел Рейнольдса (см. на рис. 4-24 область , располож енную  правее кривой 
АВ). П ри  м одели рован и и  гидравлических явлений, отвечаю щ их указанной 
авто м о д ел ьи о й  о бласти, п оступ аю т следую щ им  об р азо м : а) со зд аю т русло  
м одели , геом етрически подобн ое дей стви тельн ом у  (иатуриом у) руслу (вклю чая 
геом етрическое п одобие вы ступов ш ероховатости); б) зад аю т  в г р а н и ч н о м

с е ч е н и и  м о д ел ьн о го  р у сл а  движ ение 
ж идкости , кинем атически подобн ое (для 
начального м о м ен та  времеии) движ ению  
ее в натуре: в] д о п о лн ительн о  в гр а 
ничном  сечей ни м од ельн ого  русла соз
д а ю т  условия, при  которы х получается 
р авенство  д л я  м одели  и  д л я  натуры  
чисел Ф руда. В результате  указанны х 
операций  в пределах м о д ел ьн о го  русла 
а в т о м а т и ч е с к и  о б разуется  поток, 
динамически подобны й натурному по
току, что  и требуется д л я  проведения 
соответствую щ их исследований.

Вы полняя т ако го  р о д а  экспери
менты , н еобходим о ещ е учи ты вать  сле
д ую щ и е о бстоятельства :

1 М ож н о п оказать , что  б у р н о е  безнапорное движ ение получается, 
л2

если число Ф руд а  Рг/; = -----(где й — средняя  глубина потока) б о л ьш е единицы :
дЬ

Гг* > 1 .0 ;  (16-51)

при ргд <  1,0 получаем  с п о к о й н о е  движение. И м ея  д л я  м од ели  числа 
Ф руда т е  ж е, что  и для натуры , мы , естественно, д л я  м одели  автом атически  
будем  получать движ ение тако е  же, как и д л я  натуры  (бурное или  спокой
ное). Ранее б ы л о  показаио, что, наприм ер, при спокойном  движ ении условия 
движ ения в ниж ележ ащ их (по  течению) сечениях вл и яю т на ф орм и ровани е  
вы ш ележ ащ их (по  течению ) частей п отока , в связи с  эти м , м оделируя  с п о 
к о й н о е  движ ение, в качестве «исходного» граничного сечения следует 
п ри н и м ать  сечеиие. намеченное в к о  и н е  м од ел и р у ем о го  участка русла. 
В случае б у р  и о г о  движ ения и м еем  о б ратн ую  картину: «исходным » гранич
н ы м  поперечны м  сечением р усла  следует считать сечение, намеченное 
в н а ч а л е  м од ел и р у ем о го  участка.

2. Е сли  в натуре  пм еем  турбулентное движ ение жидкости, то , естественно, 
в условиях м од ели  долж н ы  и м еть  тако е  же движ ение; п оэтом у  при  м одели 
р овании  турбулен тн ого  движ ения возникает следую щ ее д о п о л н и т е л ь н о е  
условие м од ели рован и я:

(Ке)м >  (Ке,)*,, (16-52)

где (К е^м — критическое число д л я  модели. Е сли в натуре и м еем  турбулентное 
движ ение, отвечаю щ ее квадратичной  области  сопротивления  (т. е. о бласти , 
которую  м ы  здесь и р ассм атриваем ), т о  вм есте (16-52) н еобходим о тр еб о вать  
условия:

(Ке)„ З И К е ^ Д ,. (16-53)

Тстица 16-1
Требуемое и я  достижения динамического 
подобии отношение характеристики моде ти 

(\|) к харнщернсгике натлры (н)

Характеристики
потока

Масштабы характеристик 
при условии

ГРг)м =  (рг)н

Скорость а Г «Г1
Расхо ч о,2 * о;
Время а Г «г
Си ла - .
Работа
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где о  числе К е ^ д  — см. § 4-11. Если условие (16-53) при м оделировании  
потока по Ф руду не соблю дается, то  приходится отказы ваться о т  геом етри
ческого подобия и  вы п олнять  м о д ел ь  р уста в и с к а ж е н н о м  м а с ш т а б е  
(величину а, для плановы х р азм еров  м одели  приним ать отли чн ой  о т  величины 
а, д л я  вертикальны х ее размеров). Вы полняя такое (так назы ваемое 
аффинное) п реобразован ие  действительного русла, вертикальны е разм ер ы  м одели  
увеличиваю т сравнителъио с  гори зон тальн ы м и , что  позволяет увеличить 
скорости  движ ения ж идкости  и в  резу л ьтате  получить на м одели  турбу
лентное движ ение, отвечаю щ ее квадратичной  области  сопротивления. П ри  это м  
вопросы  м оделирования  п о то ка  в значи тельн ой  м ере услож няю тся.

3. Вопросы  м оделирования  п отока  такж е значительно услож няю тся, когда 
приходится учиты вать: р азм ы в  русла и  движ ение наносов, аэр ац и ю  потока, 
образование вакуум а в потоке.

В заклю чен и е отм ети м , что м оделирование н а п о р н о г о  движ ения, 
отвечаю щ его квадратичной  области  сопротивления (когда и м еем  б о л ь ш и е  
числа Рейнольдса), а  такж е м оделироваиие н а п о р н о г о  и б е з н а п о р н о г о  
движений при м а л ы х  числах Рейнольдса (когда  и м еем  лам инарны й 
реж им; см. иа ри с 4-24 зону, соответствую щ ую  прям ой  1 — 2 , которая 
такж е назы вается а в т о м о д е л ь н о й  зоной) осущ ествляю т, руководствуясь 
особы м и  п равилам и , которы х касаться  не будем ; он и  в значительной 
м ере ан алогичн ы  правилам , поясненны м  выш е (прим енительно к случаю  без
н апорного  движ ения, отвечаю щ его квадратичной  области  сопротивления). 
О собенно больш и е трудн ости  возникаю т при м оделировании  п отоков в зонах, 
леж ащ их м еж ду двум я упом януты м и вы ш е автом одельн ы м и  об ластям и  (см. 
на рис. 4-24 о б л асть , леж ащ ую  м еж ду п рям ой  1 — 2 и  гри вой  АВ).
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ГЛАВА СЕМНАДЦАТАЯ

ПЛАВНО ИЗМЕНЯЮЩЕЕСЯ УСТАНОВИВШЕЕСЯ 
БЕЗНАПОРНОЕ ДВИЖЕНИЕ ГРУНТОВОЙ ВОДЫ

§ 17-1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫ Е УКАЗАНИЯ

В од опроницаем ы й гр у н т  состои т из отдельны х частиц (песчинок), меж ду 
которы м и  им ею тся  поры. С у м м арн ы й  объем  пор со ставл яет  часто 35 — 40%  
от об ъ ем а всего грунта. Я вл ен и е  движ ения воды  в этих порах  назы вается 
ф и л ь т р а ц и е й .  В ода в п оры  м ож ет попасть р азли чн ы м  о б р азо м . Н апрп- 
м ер, вы п ад ая  на поверхность зем ли  в виде д ож дя, о н а  затем  просачивается 
в грунт. Н а  н екоторой  глубине такая  вод а  м ож ет бы ть задерж ана слоем
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