
ГЛАВА 14

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
МЕХАНИКИ ЖИДКОСТИ И ГАЗА

14.1. Предварительные замечания

В гл. 4 были выведены уравнения, выражающие основные законы 
механики применительно к модели сплошной среды: 

закон сохранения массы; 
закон изменения количества движения; 
закон изменения момента количества движения; 
закон изменения кинетической энергии; 
закон сохранения энергии.
Эти законы были сформулированы для движущегося объема жидко­

сти V , ограниченного произвольной замкнутой поверхностью А, а за­
тем представлены в форме, позволяющей рассматривать А как зафикси­
рованную в пространстве “контрольную” поверхность, сквозь которую 
протекает жидкость.

На основе указанных уравнений были получены зависимости — урав­
нение Бернулли, формула Борда, гидравлическое уравнение неразрывно­
сти, уравнение гидравлического прыжка и другие для интегральных харак­
теристик потоков в трубах и каналах, таких, как средняя скорость V, напор 
Н и т.п. Эти зависимости позволяют решать многие практические задачи, 
часть которых рассмотрена в предыдущих главах. Вместе с тем, многие 
практически важные задачи требуют, чтобы в процессе решения были 
найдены не только интегральные, но и локальные (мгновенные местные) 
значения гидромеханических характеристик. Например, при решении за­
дач о силах, действующих на тело, обтекаемое жидкостью или газом, или
о тепло- и массопереносе в движущейся жидкой или газообразной среде не­
обходимо, в частности, иметь возможность определить скорость в любой 
точке пространства. Для определения локальных значений гидромеханичес­
ких характеристик необходимо представить законы механики для бесконеч­
но малых объемов жидкости. Другими словами, следует записать их не в ин­
тегральной форме, как в предыдущих главах при решении одномерных за­
дач, а в дифференциальной. Для этого обычно интегралы по поверхности 
А, ограничивающей контрольный объем V , преобразуют в объемные ин­
тегралы, а затем, объединяя объемные интегралы в один интеграл и учиты­
вая, что размеры и форма контрольного объема V  произвольны, из равен­
ства нулю интеграла, выражающего тот или иной закон механики, следу­
ет, что подынтегральное выражение равно нулю. Приравняв нулю подын­
тегральное выражение, получают дифференциальное уравнение, выражаю­
щее соответствующий закон механики.

14.2. Дифференциальное уравнение, 
выражающее закон сохранения массы

Уравнение, выражающее закон сохранения массы для контрольно­
го объема жидкости V , имеет вид
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Используя выражение для субстанциальной производной в форме
(3.51), представим (14.1) в виде

|рсГС + } р и пс1А = 0. (14.2)
V А

Чтобы получить искомое дифференциальное уравнение, преобразу­
ем поверхностный интеграл в объемный с помощью теоремы Остро­
градского—Гаусса (3.25), получим

—  + ДрсПуи + (и-§гас1)р]с1‘У' = 0, (14.3)
6 1 V V-

8 д д 
где и • яга<1 = и„ —  + и —- + и , —  — символическое равенство. 

х дх у ду г дг
Поскольку объем V  ограничен зафиксированной в пространстве (не- 

изменяющейся во времени) поверхностью А, то частную производную 
по времени можно подвести под знак интеграла. Объединив после этого 
объемные интегралы, получим

| Ц р ^  = 0 . (14 .1)

(IV = 0. (14.4)} —  + (и • Егай) р + р сПу и

Уравнение (14.4) получено для произвольной области V , поэтому 
подынтегральное выражение должно быть равно нулю во всех точках 
пространства, занятого жидкостью. Действительно, если в какой-либо 
точке пространства подынтегральное выражение не равно нулю и, на­
пример, положительно, то в ближайшей окрестности этой точки (при 
условии непрерывности подынтегрального выражения) значения этого 
выражения также будут положительны. Если же в качестве объема V 
возьмем эту окрестность, то получим, что интеграл (14.4) больше нуля 
(не равен нулю), что противоречит равенству (14.4). Следовательно, во 
всех точках пространства, занятого жидкостью, имеет место равенство

^  + (и ■ §га<1) р + р сПу и = 0, и л и  + р&Уи = 0 , (14.5)

которое и представляет собой дифференциальное уравнение, выражающее 
закон сохранения массы при использовании модели сплошной среды для 
описания движения жидкости.

Наиболее важен частный случай этого уравнения, когда жидкость 
несжимаема и ее плотность не зависит ни от времени, ни от простран­
ственных координат (р =  сопзг):

911 диу ди7
сИуи = 0 и л и  + —г— + —г г  = 0. (14.6)дх ду дг

Уравнение (14.6) называют дифференциальным уравнением несжимае­
мости.
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Отметим, что если движение жидкости безвихревое и и = §га<3 ф , то 
потенциал скорости ф для несжимаемой жидкости должен удовлетворять 
уравнению Лапласа. В этом легко убедиться, подставив и = §га<3 ф в (14.6):

Э2ф 9 2 ф 9 2 ф  . . . .
сИу и = (Ну §га<1 ф =  = Аф = 0 . (14.7)

14.3. Дифференциальные уравнения, 
выражающие закон изменения количества движения 
(уравнения движения в напряжениях)

Выражение закона изменения количества движения для контрольного 
объема V  имеет вид (см. (4.7))

~  |р и < 1У  = (148)
V V  А

Используя векторную форму теоремы Гаусса—Остроградского (3.36), 
преобразуем поверхностный интеграл в объемный. Учитывая (3.47), под­
ведем субстанциальную производную под знак интеграла и в результате 
представим (14.8) в виде

Д  + ри Шуи -  рГ -  Б 1у п ]  (IV = 0 . (14.9)ш  г  Г-- }

Вследствие произвольности объема V  следует считать, что подын­
тегральное выражение равно нулю, т.е.

Ори
Б 1

■ + ри сПуи = рГ + Б1уП . (14.10)
Это уравнение можно упростить, используя уравнение неразрывно­

сти (14.5); для этого преобразуем его левую часть:
Бри Е>и Бр Е)и

+ рис11уи = р т ^  + и ^  + рис11уи = р т ^  + и [ ^ -  + рс11уи|=р— - (14.11)ЕН --------  В1 ' р--------- Р В1
Подставим (14.11) в (14.10) и получим

В ч  г  ТЛ- 1-гр -г—  =  01 + Б1УП
Б*

Ор
Б 1

(14.12)
или в проекциях на координатные оси

° и х 1
---- -  = :Г + —

х р

Би.

Би 2

Б*

^ х х  ЭР 
дх

др

ух дР?
ду

ху ар УУ

дт.

др ху

1

дх

дРхг
дх

ду

др

дт

ду
У 2  +Р̂ 2

дг

(14.13)

Уравнения (14.13) называются уравнениями движения в напряжениях 
или уравнениями Коши. Эти три уравнения содержат три неизвестные 
проекции скорости и девять неизвестных составляющих тензора напря­
жений. В разд. 14.5 будет введена связь между составляющими тензора 
напряжений и характеристиками поля скорости, которая позволит со­
кратить количество неизвестных.
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14.4. Дифференциальные уравнения,
выражающие закон изменения момента количества движения

Уравнение, выражающее закон изменения момента количества дви­
жения для контрольного объема, имеет вид (см. (4 . 10))

| ( г х и )р с 1 ^ =  { (г х Г )р с П /ч { (г х р п)1А. (14.14)
V  V А

В соответствии с (3.47) преобразуем левую часть (14.14):

7^7 | ( г х и ) р № =  Л  Т^"[(г * и)р] +  (г х и) рЙ1У иШ /- =

= Л 1 § г р иМ г>< ^ М гт. г  х  и ^ с П у и р - с ^ .
V I ' 171 ✓ ч ^  ]

По определению субстанциальной производной (3.56)
Б г дт , ч Зг дт дг—  = —  + и -Егас! г = 0 + и х —  + и„ —  + и , —  = 
Б 1 д! '• 1 х дх у ду 2 дг

= их(1Д 0) + и у(0, 1, 0) + иг (0 , 0, 1) = 
=  (и*, 1̂ , и2,) =  и,

при этом

Следовательно, 
Б

Вт
Б 1

х р и  =  (г х и) р  =  0 .

- { ( г х и ) р № = [ (IV.

(14.15)

(14.16)

(14.17)

г х ) + (г х и) рфуи 
V VI. 4 '

Чтобы преобразовать поверхностный интеграл 
|( г х  рп)<1А ={(гх пП)с1А
А А

в объемный, приведем его к виду, соответствующему формулировке те­
оремы Остроградского—Гаусса. Для сокращения выкладок вместо сис­
темы координат (х, у, г) используем обозначения (х1; х2, х3). Это позво­
ляет ввести сокращенную форму записи сумм; одночленные выраже­
ния, в которых целочисленный индекс повторяется дважды, представ­
ляют собой сумму по всем возможным значениям индекса, например:

п 1Р13 _ 2  П1Р1З -  П1Р13 + П2Р23 + ПЗРЗЗ- 
1 = 1

Используя эту форму записи, преобразуем подынтегральное выра­
жение в правой части (14.17):

гх(пП) = (х,,х2,х3) Х ^.П ^П з)

П,Р12 П 1Р 13

Рц Р12 Р п 

Р21 Р22 Р23 

^Рз1 Р32 РЗЗ  ̂

х 3 X! 

П 1Р 13 П 1Р ,1

= (х1,х2,Хз) х(п1Р11,п1Р12,п1Р1з) =

П 1Р 11 П 1Р 12

=  ( х 2 П !Р 1З - Х 3П , р , 2 , Х з П . р , !  - Х ^ . р ^ ,  Х | П , Р 12 - Х т П . Р ц ) .
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Непосредственными вычислениями можно проверить, что такой же
вектор получится из выражения

/ >
Х2Р13 -  ХЗР12 ХЗР11 -  Х1Р13 Х1?12 ~ Х2Рп

(п 15 п 2 , п 3) х 2р 23 -  х 3р 22 х 3р 2 1 - х ! р 23 Х [Р22 — х 2р 21

1 Х2РЗЗ ~  ХзР32 Х3Р 31 - Х , Рзз  Х [ Р 32 -  Х2Р 31/

Обозначив последнюю матрицу через П г, полученный результат 
представим в виде

гх (п П ) = пПг. (14.18)
При этом согласно теореме Остроградского—Гаусса (3.36) имеем

}(гхп )Ш А  = }пПг(1А= }Б1у П гс1 ^ . (14.19)
А А V

Вычисляя Б гуП гв соответствии с определением (3.33), получим

Б 1у П г =
Зр13 а р 12 9ри др !3

Хт — — х3 — —+ Р 2з “ Рз2> хз Х1 +I 2 3 ах ; ^ 23 32 3 а х ( ах ;

ЭР;, 9Р:т 
+ Р31 _ Р13’ Х1 - ^ _Х 2 - ^ -  + Р12 "  Р21

= г х Ш П  + (р23 - Р 32, Р 31 — Р1 з > Р12 -  Ри) -  (14*20)

Подставляя (14.20) в (14.19), а затем (14.10) и (14.19) в (14.14), 
получим

1 |г>< [ • ^  + ри(Й У и-рГ-П уп)+(р23- р 32, р31- р 13, р 12- р 21) |с№ = 0 . (14.21)

Выражение в круглых скобках равно нулю согласно закону измене­
ния количества движения (14.10), а вектор в фигурных скобках равен 
нулю вследствие произвольности объема V . В результате получим

Р12 =Р21>Р13 =Р31>Р23 =Р32- (14.22)
Проведенные преобразования показывают, что три равенства, вы­

ражающие правило попарного равенства касательных напряжений, экви­
валентны векторному уравнению, выражающему закон изменения мо­
мента количества движения, при условии выполнения закона измене­
ния количества движения.

14.5. Обобщенный закон Ньютона для вязких напряжений

В разделе 1.8 отмечено, что вязкость жидкости проявляется при 
сдвиговом, слоистом равномерном движении (см. рис. 1.8) следующим 
образом: между слоями жидкости возникают касательные напряжения, 
пропорциональные производной от продольной скорости по координа­
те, направленной поперек потока:

ди*
Р ^  = Л - ^ -  (14.23)
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Характерной особенностью вязких напряжений является то, что они 
не зависят от давления р, а зависят от изменчивости в пространстве 
поля скорости жидкости, которая в общем случае характеризуется тен­
зором Ога<3 и .

Обобщим зависимость (14.23) на случай, когда все три составляю­
щие скорости отличны от нуля.

В качестве первой простейшей рабочей гипотезы предположим, что 
тензор вязких напряжений Пв пропорционален тензору Ога<3 и :

Пв =

р в * 2Х

\

Р̂ У р в * Х2

к РВ = Т1

Р‘у РВ2̂2.)

д и X да У даг
дх дх дх

^ х диу даг
ду ду ду

^ х диу даг
дг дг 32

(14.24)

а при сдвиговом течении — = 0. Следователь- 
Эх дх

Согласно этой гипотезе зависимость вязких напряжений от произ­
водной скорости при сдвиговом течении (14.23) оказывается выполнен­
ной (элементы выделены прямоугольниками). Вместе с тем, вследствие 
симметричности тензора напряжений (см. (14.22)) р ^  = ры , но соглас-

Ян Я11
но (14.24) р ^  = л

но, гипотеза (14.24) не может рассматриваться как обобщение зависи­
мости (14.23). В качестве следующей (второй) гипотезы можно предпо­
ложить, что симметричный тензор Пв пропорционален симметричному 
тензору, характеризующему изменчивость в пространстве поля скорос­
ти. Таковым, в частности, является тензор скорости деформации 
° 1 / \
5 = — (Огас! и + Ога<3* и). При этом обобщающая (14.23) зависимость при­

обретает вид

р в 
г  XX

р в^ху Р в

р в г  ух р в
^УУ

р в
р у г

р в^ г х Р в р в
* 12.)

= 2л

дх

1 X
2 , ду дх ,

1 Г^х + ^ |
2 { дг дх у

Э11у
----  +--- -

ду дх 

ду
да да. 
— -  + — -  
д1 ду

\

дг дх

\

да
— -  + —- 
дг ду 

да, 
дг

(14.25)

Согласно этой гипотезе выполняются как зависимость (14.23), так и 
условие симметричности тензора напряжений. Вместе с тем, как было 
отмечено в разд. 1.8 , вязкие напряжения не зависят от гидродинамичес­

кого давления р = -^ (р х х  + Руу + Ри)- Это означает, что на поле вязких
напряжений можно наложить произвольное поле гидромеханического 
давления р, которое не изменит значения вязких напряжений. Поэтому 
полные нормальные напряжения в жидкости (не только обусловленные
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вязкостью) должны представлять собой сумму вязких нормальных на­
пряжений и давления:

Рхх = Р « - Р
Р уу =Р™ РУУ (14.26)
Рг* =  Р^г - Р ]

Складывая эти равенства, получим

Рхх +Руу +Ргг =  Р «  +Р?У + Р ^ - 3Р- (14.27)
Принимая во внимание, что по определению гидродинамическое

давление р = —̂ (рю +рда +Ра), из (14.27) найдем, что сумма диагональных 

элементов тензора вязких напряжений Пв равна нулю:

Р « + Р^у+ Р !г = 0 - (14-28)
Тогда согласно тензорному равенству (14.25) следует потребовать, 

чтобы сумма диагональных элементов в правой части этого равенства 
также была равна нулю.

Для несжимаемой жидкости это выполняется само собой согласно 
уравнению несжимаемости:

ди.
сНуи = ■

ди„ ди.
=  0 .дх ду д2

Для сжимаемой жидкости равенство нулю суммы диагональных эле­

ментов тензора 5 обеспечивается введением в каждый из них слагаемо­

го В результате получаем

Рй р в р «
Р̂ Х РВуу р ^ = 2ц

чР» К Р к)

ди.
-^сПУи

ди ди,

ди.. ди.

ду
ди

дх

ди?
дг + дх

ди
ду дх )

у 1 --Ш Уи

21. дг
/

ди2 

дх

ду
''ди

диу 9иг
дг + ду

ди.
дг ду

V

ди2 *1

(14.29)

ИЛИ

где Е

П в = 2т| 3- 

единичный тензор,

2л сНуи - Е,

Е =
1 0 0'
0 1 0 

.0 0 1.

(14.29а)

(14.30)

Связь между полными напряжениями в жидкости, определяемыми 
тензором П, и вязкими напряжениями, определяемыми тензором Пв, 
с учетом (14.26) представим в виде
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Рхх Рху Р Х2

(
Р Й - Р Рху Р В 'г  Х2

п = Рух Руу Руг = Рух р » - р РВНуг

чР гх Р ,у Р гг ) Ч Р » Ргу Ргг -  Р)

= П в - р Е .  (14.31)

Подставляя из (14.29) Пв в (14.31), получим выражение обобщенного 
закона Ньютона для вязких напряжений:

П = 2т|5 -  [ р + сНуц |Е . (14.32)

Для несжимаемой жидкости выражение (14.32) упрощается с помо­
щью уравнения сНуи - 0 . Преобразуем уравнение движения жидкости в 
напряжениях, используя обобщенный закон Ньютона.

14.6. Уравнения движения вязкой сжимаемой жидкости 
(уравнения Навье—Стокса)

Подставляя (14.32) в уравнение движения в напряжениях (14.12), 
получим

р ^  = рГ + Ш  2т!$-(р + ^сИуи|Е (14.33)

Рассмотрим проекцию вектора Б1у | 2г|3 — [ р + ^у-сПуи|Е на ось х:

ЕЖ\ 2г|5 — [ р + ̂ сЦуи^Е
_Э
дх

2л ^ - - [ р + ч 1^ л  +2Ц ,, 
3 2Ч

ад,
су + дх

дг
Эиу Зи,

+ ■
дг дх

др 2ц д . , .  . д 
дх 3 дх дх

\Эиу Эи ди7 
— -  + — -  + — - 

к дх ду дг у

+ Л
Э2и х Э2иу Э2и„
Эх2 ду2 д г2

Вычислив аналогичны е выражения для двух других проекций, 
подставим их в (14.33) и получим искомые дифференциальны е  
уравнения движения вязкой сжимаемой жидкости, или уравнения 
Навье— Стокса:

Р^Х
ЕК

ЕК

гх

_ ^ х + и* ^ х + + и7 ^ х
а X Эх У Эу 2 Эг

Эи
-  у

Эи
у + и„

Эиу
+ и7

Эиу

а X Эх У Эу 2 Эг
Эиг

ч - и у ■4" и ^ г + и7
Эи,

а X Эх У Эу 2 дг

г 1 Эр V д ,.-  Г ------ -  + - — шуц + уДиу;
р Эх 3 Эх

г 1 Эр V Э 
= С — -77 + -  — Луп + уДц ; 

у р Эу 3 Эу
г  1 Эр V Э= Г ------ -  + ----- йтх + уДи,.
2 р дг 3 ст. 2

(14.34)
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Эту систему уравнений можно представить в виде одного векторно­
го уравнения:

^  = Г -^ § га с 1р + у § гас1 с11Уи + уДи. (14.34а)

Три уравнения (14.34) и уравнение (14.5) образуют систему четырех 
уравнений с пятью неизвестными: и х, иу> иг> Р и р. Такие системы урав­
нений называются незамкнутыми. Эту систему следует замкнуть, т.е. до­
полнить пятым уравнением, связывающим те же неизвестные, но не вы­
текающим из использованных при выводе уравнений (14.34) и (14.9) за­
конов. Таким пятым уравнением может быть, например, изотермическая 
(1.26) или адиабатическая (1.27) связь между плотностью и давлением.

Плотность несжимаемой жидкости постоянна и не является неиз­
вестной. Система уравнений гидромеханики при этом состоит из четы­
рех уравнений:

Ри  1 ,—  = Г —  §гасЗ р + уДи; 
и 1 р

сИуи = О,
(14.35)

которые содержат четыре неизвестных их, иу, и2 и р, т. е. эта система 
замкнута.

Уравнения (14.35) содержат производные первого порядка по вре­
мени и производные второго порядка по координатам. Чтобы найти 
решение системы, необходимо задать начальные условия (поля скорос­
ти и давления в момент 10):

и (х, у, 2 , 10) = и0(х, у, г);1

р(х, у, 2 , 10) = р 0(х, у, г ) .]  (14.36)

где и0(х, у, г) и р0(х, у, г) — известные функции.
На границах области, занятой жидкостью, учитывая второй поря­

док уравнения по пространственным координатам, должны быть зада­
ны два граничных условия. В частности, если область ограничена твер­
дыми стенками, то, как известно из физики, скорость жидкости на стенке 
совпадает со скоростью стенки: если границы неподвижны, то гранич­
ные условия имеют вид

и =  0 (14.37)
ИЛИ

ип = 0; (14.38)
и, = 0 , (14.39)

где ип и — соответственно нормальная и касательная составляющие 
вектора скорости жидкости на границе.

Система уравнений (14.35) должна обеспечивать возможность вы­
числять скорость и давление в любой точке потока жидкости во все 
моменты времени I > 10. Однако математические трудности, возникаю­
щие при решении этой системы вследствие нелинейности уравнений 
. Эи* Эи
( о н и  содержат слагаемые вида их — - ,  и — -  и т.п.), в настоящее

Эх Эу
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время не преодолены, и даже использование мощных ЭВМ не обеспе­
чивает пока получения решений подавляющего большинства задач без 
их предварительного упрощения. Основная проблема заключается в том, 
что все практически важные виды движения жидкости имеют место при 
турбулентном режиме, и, следовательно, имеет смысл рассматривать толь­
ко нестационарные и трехмерные решения указанной системы.

Для решения задач механики жидкости с помощью дифференци­
альных уравнений движения вязкой жидкости наиболее эффективно 
использование модели Рейнольдса—Буссинеска (см. гл. 17). На основе 
этой модели из системы уравнений Навье—Стокса получают систему 
уравнений Рейнольдса, в которой неизвестными являются осредненные 
скорость И и давление р. Однако в систему уравнений Рейнольдса вхо­
дят дополнительные неизвестные величины, и ее решение без привле­
чения экспериментальных материалов пока не выполняется. Реше­
ние инженерно-строительных задач с помощью системы уравнений 
Навье—Стокса и Рейнольдса представляют собой сложную задачу, по­
этому в данном учебнике не описаны.

Решение уравнений Навье—Стокса без использования модели Рей­
нольдса—Буссинеска дает исчерпывающую информацию о распределе­
нии скорости и давления в потоке, однако получить это решение удает­
ся исключительно редко.

Если попытаться искать такие решения уравнений Навье—Стокса, 
при которых поле скорости имеет потенциал ср, то согласно уравнению 
несжимаемости (14.6) имеем Дер = 0, следовательно, и ди = 0; при этом 
очевидно, что слагаемые, учитывающие влияние вязкости V в уравнени­
ях Навье—Стокса (14.35), исключаются.

Для потенциала скорости вследствие того, что он удовлет­
воряет уравнению Лапласа, на твердой границе можно задать только 
одно условие; обычно это условие непроницаемости границы (14.38) 
в виде

Таким образом, если предположить, что поле скорости при движе­
нии вязкой жидкости имеет потенциал, то не удается удовлетворить 
проверенным в физических экспериментах условиям “прилипания” 
(14.38) и (14.39). Если же на границах области, для которой отыскивает­
ся решение уравнений Навье—Стокса, можно обеспечить выполнение 
только условия непроницаемости (14.38) и не требовать выполнения 
условия (14.39), то допустимо рассмотрение потенциального движения 
вязкой жидкости.

14.7. Модель невязкой несжимаемой жидкости 
(гидродинамические уравнения Эйлера)

При решении задач о течении жидкости на большом удалении от 
твердых границ эффективно использовать более простую модель невяз­
кой несжимаемой жидкости, принимая V = 0. Уравнения движения для 
такой модели можно получить из (14.35) в виде
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Ои г 1 л—  = Г --в г а с 1 р  
Б 1 р

или в проекциях на координатные оси

(14.40)

<*х
а

а
Зи^
31

+ и

■ + и

х дх
д*У

х дх 
Эи,

+ и

■ + и

• + и у
Зх

• + и„

^ х
у Зу 

Зи у
у Зу 

Зи,

Зи х г 1 Зр
р дх

Зу

дЧу , 1 3 р .
г " з Г  11

+ и  а ± = ,  . ‘ а .
г дг г р Зг

Р ду
(14.41)

Эти уравнения называются дифференциальными уравнениями движе­
ния невязкой несжимаемой жидкости, или уравнениями Эйлера.

Наиболее важны в практическом отношении такие решения урав­
нений Эйлера, при которых поле скорости имеет потенциал, т.е. явля­
ется безвихревым. В этом случае отыскание поля скорости сводится к 
решению уравнения Лапласа для потенциала скорости ф, которое хо­
рошо исследовано. Кроме того, если внешние объемные силы Г имеют 
потенциал И , т.е. Т = §гас1 II (а наиболее важная на Земле объемная 
сила — сила тяжести — имеет потенциал И = -§ 2 ), и движение было 
безвихревым в некоторый начальный момент времени, то оно оста­
нется безвихревым и во все последующие моменты времени (теорема 
Лагранжа).

Итак, если поле скорости имеет потенциал и = §гас1 ср, то согласно 
уравнению неразрывности сИу ц  = 0 имеем

Дф = 0.
Зф

Если твердая граница потока неподвижна, то на ней и п = —  = 0.

На других границах может быть задано либо направление скорости, либо 
значение нормальной к границе составляющей скорости, либо какая- 
нибудь другая характеристика скорости жидкости. Таким образом, фор­
мулируется краевая задача для уравнения Лапласа, которое имеет при 
корректно заданных условиях единственное решение.

Решив уравнение Лапласа и отыскав значения скорости в каждой 
точке потока, для определения поля давления р используем уравнения 
Эйлера. Для этого преобразуем их следующим образом. Поскольку дви­
жение потенциальное, а следовательно, безвихревое, воспользуемся ус­
ловием го1 и = 0 :

Зи, 5и,
32

Зи, 9и ди.
Зу дг ’ дг дх ’ дх ду (14.42)

и заменим производные в левой части уравнения системы (14.41) с помо­
щью (14.42) так, чтобы в каждом из уравнений содержались производ­
ные только по одной пространственной переменной, например, в пер­
вом из уравнений (14.41) — только производные по х; при этом получим
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+ и ^  + п ^  + „
д1 х Эх у дх 2 дх дх р дх 

дЦ* „„ л Э<р----X 1У\и
слагаемом - ^ -  заменим и х на —  и поменяем порядок диффе­

ренцирования. Значения проекций скорости подведем под знак диффе­
ренциала и, учитывая, что и2 + и2 + и 2 = и2, где и — модуль вектора 
скорости, получим

Эх
По аналогии из двух других уравнений системы (14.41) получим

^ + 4 _ и + Р | ,  0 . 
а  2

д_
Эу
д_

дг

' 2 Е + ^ - и + р ] . 0 ;а  2 р)

^ + ^ _ и + р ' ]  = 0. а  2 р)
Три последних равенства равносильны одному векторному:

тт^ Р

откуда следует, что для безвихревого движения невязкой жидкости в 
поле силы тяжести (II = -§г) во всем пространстве, занятом движущей­
ся жидкостью, имеет место равенство

Р ^  + Р§2 + Р + Р ^ Г  = Г(1). (14.44)
а  I

С помощью этого уравнения, называемого интегралом Л агранж а- 
Коши, после того как найдено поле скорости, можно вычислить давле­
ние в каждой точке потока.

Из равенства (14.44) следует, что при установившемся движении 
невязкой жидкости сумма трех слагаемых

и2
Р §2  + Р + Р — =  С0П81 (14.45)

во всем объеме, занятом жидкостью. Это равенство известно как уравне­
ние Бернулли для невязкой жидкости.

Основная особенность, облегчающая решение задач механики жид­
кости с помощью изложенного приема, заключается в том, что задача 
отыскания поля скорости при потенциальном движении жидкости сво­
дится к решению линейного уравнения (Л<р = 0), в то время как при 
вихревом движении она сводится к решению нелинейных уравнений 
Эйлера, методы решения которых и даже существование и единствен­
ность их решений недостаточно изучены.

14.8. Дифференциальные уравнения, выражающие закон 
изменения кинетической энергии

Уравнение, выражающее закон изменения кинетической энергии 
для контрольного объема, имеет вид (см. (14.16))

^  |-^ -с 1 У =  |р(и-0<1У+ |(и -р „ )1 А - |ф<№. (14.46)
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Чтобы преобразовать поверхностный интеграл в объемный, как и в 
разд. 14.4, используем для обозначения проекций на координатные оси 
(Хр х2, х3,) подстрочные индексы. Тогда

и р„ = и-пП = (и1,и 2 ,и 3)-

г \  
пкРк1
пкРк2
•пкРкЗ.

= и 1(п кРи) + и 2(п кРк2) + из(п кРкз) =

= и1(п ,р11 + п ,р 21 + П3р31) + и^г^р^ + п2Р22 + П3р32) + и3(п 1р13 + ^ р ^  + п3р33) = 

= пД рц • и! + р12 • и 2 + р 13 • и3) + п 2(р 21 • и! + р 22 ■ и 2 + р 23 • и 3) +

+ пз(Рз1 ' и 1 + Р32 ‘ и 2 + Рзз' из) = п 1 (р и ' и з) = п • П и .

В результате появляется возможность использовать теорему Остро- 
градского—Гаусса:

|  (и • рп )<1А = |(п  ■ Пи)(1А = \  ШуЩи^У. (14.47)

Используя (14.47), а также (3.54) для того, чтобы подвести субстан­
циальную производную под знак интеграла, перепишем (14.46) в виде

Р Г р и 2
ЕН

ри^
Шуи -  р(и - Г) -  сИу (Пи) + Ф (IV = 0.

Вследствие произвольности контрольного объема подынтегральное 
выражение равно нулю:

Р  Шуи = р (и • Г) + Шу(Пц) - Ф.
К  2 2 ^  '

(14.48)

Упростим левую часть (14.48), используя дифференциальное урав­
нение неразрывности (14.5):

О ри2 ри2 и 2 Б р  В  ( и 2 Шуи = —  — + р —  —  
2 V I  Р ЕК1 2

\
Ри л- + - —  Шуи =

и2 ГОр ^ О и2 О и 2
2 I + ^ 7  + р Ё п Т  "  р Ё п Т  ' (14.49)

Плотность распределения мощности внутренних сил выразим через 
характеристики потока жидкости на основании следующих соображе­
ний. При плоском параллельноструйном течении (рис. 14.1) слой 2 сколь­

зит вдоль слоя 1 с относительной скоростью ^ . д у , -  на площадке А ,,
Зх3 3’

разделяющей эти слои, действует вязкое напряжение р31, следователь- 
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но, в объеме V  = А 3Дх3 сила р31А 3 работает на перемещении — Дх,
дх3

за каждую единицу времени. Других сил, совершающих работу, в этом 
объеме нет (сила, обусловленная нормальными напряжениями, совер­
шает работу, если есть линейные деформации (см. разд. 3.6)), касатель­
ные напряжения р31 не выполняют работу, так как по площадкам, пер­
пендикулярным оси х ,, нет относительного смещения элементов

жидкости ди3
дх.

= О В результате имеем плотность распределения

мощности внутренних сил:

Ф = —  =
V

(Рз1А з)
"ди,
дх.

Дх,

А 3Дх3 =  Р31
ди,
дх,

(14.50)

где N — мощность внутренних сил в объеме V .
В общем трехмерном случае зависимость (14.50) обобщим, полагая, 

что каждая составляющая тензора напряжений П (см. (1.19)) совершает 
1х3

и ,+
ди1
Их-. Дх,

Х1
Рис. 14.1. Мощность касательных сил при сдвиговом 

течении

работу на соответствующем ему перемещении, определяемом составля­
ющей тензора градиента скорости Огаб и (см. (3.31)), так что Ф пред­
ставляет собой скалярное произведение тензоров П и Огаб и :

Ф = П - Огай и (14.51)
ИЛИ

з з  ^  ^
Ф = Ц р а а Г  = Р 1 к ^ р  (14.51)

к=11=1 От1 т 1

Учитывая полученный результат, преобразуем выражение сНу(П ц): 

Шу(Пи) = - ^ - ( р п и1 + р 12и2 + Р в из) + -^Г~(Р21и1 + Р22и2 +Р23из) +ОХ| &Х2

+ ^ ( Р з . “ . + Рз2и2 + Рззиз) = ^ - ( Р 1 ки к) = -  иК (14-52)

По определению (3.33):
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Ф и  дРн + дРз!
йх, йх.

Эр,2 [ др22 [ 32
Эх,

дРп
Эх,

йх2

а Р  23 

ЙХт

Эх3

арзз
ЙХ-,

\
Гз р и 1

Йх,

дРа
Йх,

ЗР.з
1 а х , ;Ч 2

Скалярное произведение векторов и и БЬТ! равно:

и - Б 1уП = ( и , ,и 2,и 3)

" д р /
йх,

дРа
Эх,

Ф ,:
йх,

(14.53)

= и, Ф,1
Эх,

+ и- Ф?12 , „ Ф |3 • + и3
Эх, Эх,

з з
= Ц и  

к = 11 = 1 к Эх, ик Эх, (14.54)

Подставляя (14.51) и (14.54) в (14.52), имеем

сИу (П ц) = П-Огайц + и-БгуП. (14.55)
Подставив (14.49), (14.51) и (14.55) в уравнение (14.48), получим

Б
= р(ц ■ Г) + П • Огас1ц + ц • 01уП -  П • Огайи = 0;

или

Б
= р(и-Г) + ц-В1УП. (14.56)

Полученное дифференциальное уравнение, выражающее закон из­
менения кинетической энергии, в отличие от уравнения, выражающего 
этот же закон для контрольного объема (4.16), не является независимым 
в ряду дифференциальных уравнений механики жидкости (см. гл. 4). 
Оно может быть получено из дифференциального уравнения движения 
жидкости (14.12) с помощью тривиальной операции — скалярным ум­
ножением всех его членов на вектор скорости и.

Поэтому при описании движения жидкости с помощью дифферен­
циальных уравнений закон изменения кинетической энергии не исполь­
зуется
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