
И з приведенны х значений  коэф ф ициентов вязкости  следует, что 
вязкость воды уменьшается с увеличением температуры от 0 до 100°С 
почти в семь раз, а вязкость воздуха возрастает с увеличением тем пера
туры от 20 до 50°С на 25%. Для расчетов в инж енерно-строительной 
практике пользуются значением кинематического коэф ф ициента вязко
сти воды V =  0,01 см2/с  =  0,01 Ст.

Ж идкости, для которых справедлива зависимость (1.30), назы ваю т
ся н ью тоновским и . О днако сущ ествует много ж идкостей , для кото
рых закон Н ью тона не вы полняется. Н аука о характере зависимости

Ргх = ? 'йих
ё г

называется реологией (рео — течь, Хоуоа — учение).

Если представить зависим ость 
(1.30) в виде граф ика (рис. 1.9), то 
она будет иметь вид прямой линии 1. 
При экспериментальном исследова
нии некоторых жидкостей зависимость

Ргх = *
5 4

Й2
может иметь вид 2. Такие

< 4
дх

Рис. 1.9. Реологические законы 
в жидкостях:

1 — ньютоновская; 2 — жидкость 
Бингама—Шведова; 3 — псевдо- 
пластическая; 4 — дилатантная

ж идкости , которы е сопротивляю тся 
небольш им (Рг х < Р 2Х) сдвигаю щ им 
напряж ениям как твердое тело, а при

ид к и
Б и н гам а—

Ргх > Р ^  ведут себя как жидкие тела,
ж идкостям иназы ваю тся 

Ш ведова.
Ж идкости, поведение которых оп и 

сы вается кривы м и 3, 4, назы ваю тся 
ж идкостям и О ствальда—Вейля. Если 

они подчиняю тся зависимостям 3, то они называю тся псевдопластичес- 
кими, а если следуют зависимости 4 — дилатантными. М еханика движ е
ния таких жидкостей (это смолы, нефтепродукты, растворы полимеров 
и т.п.) очень сложна.

ГЛАВА 2

ГИДРОСТАТИКА

Г и д р о с т а т и к а  — раздел гидромеханики, в котором изучают жид
кости, находящ иеся в условиях равновесия (покоя).

2.1. Гидростатическое давление в точке

Из определения текучести среды следует, что в состоянии покоя в 
жидкости касательные напряжения равны нулю, и в каждой точке про
извольно ориентированной в пространстве площ адки действуют только 
нормальные напряж ения. Возьмем произвольную  площ адку (рис. 2.1),
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имеющую единичны й вектор нормали п =  (пх, п , пг). Т ак  как вектор 
напряжений на этой площ адке рп параллелен п, то можно записать

Рп = Р п п П =  (Рп пП х>РппП у > Р г т П г)> (2-1)

где рпп — проекция рп на нормаль к площ адке; очевидно, 

С другой стороны , согласно (1.19) имеем
Р пп Р п

Рп = ( п х, п у ,п_)
Рхх

О
О

О

Руу
О

О
О

Ра У
(Рхх^х’Руу^у’Р и ^ г ) ’ (2.2)

С равнивая выражения (2.1) и (2.2), найдем

Рхх — Рпп 1 Руу — Рпп ’ Ргг — Рпп • (2-3)

Это означает, что значение нормального напряжения в фиксированной 
точке покоящ ейся жидкости не зависит от ориентации площадки.

П ри рассм отрении н ап ря
ж енного состоян ия сплош ной 
среды принято растягиваю щ ие 
н апряж ения считать полож и
тельными. В то же время в боль
шинстве задач технической ме
ханики жидкости во избежание 
разрывов сплош ности (см., н а
пример, п. 1.6) растягиваю щ ие 
нап ряж ени я в ж идкой среде 
считаю тся недопустим ы м и — 
это еще в больш ей степени от
носится к газообразной среде.
Поэтому в гидростатике в каче
стве основной величины, харак
теризую щ ей напряж енное со 
стояние жидкости, вводят взя
тое со знаком плюс нормальное напряжение (которое по всем площ ад
кам в данной точке имеет одинаковое значение). Эта величина, являю 
щ аяся частным случаем гидродинамического давления ( 1.21), называется 
гидростатическим давлением и также обозначается через р:

Ргг- (2-4)

Рис. 2.1. Гидростатическое давление: 
а — в точке сплошной среды; б — на 

поверхности произвольной формы

УУ

Выш еизложенное объясняет появление знака минус в зависимости 
( 1.21), определяю щ ей величину гидродинамического давления.

М атрица тензора напряжений в условиях гидростатики имеет вид

(2 .5)
Г - р 0 0 ^ ( 1 0 0'

п = 0 -  р 0 = - р 0 1 0

, 0 0 -V ) ,0 0 1

Если обозначить через Е тензорную единицу
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( 1 0 0%
Е = 0 1 0

1о 0 1

то тензор напряжения в покоящ ейся жидкости можно представить' в виде

П = - р Е  . (2.7)

К ак видно, напряж енное состояние в покоящ ейся ж идкости опре
деляется величиной р, поэтому его характеризую т не тензором  П , а 
считаю т, что оно полностью  описывается величиной гидростатического 
давления, которое можно рассматривать как скаляр.

Сила гидростатического давления ДР (рис. 2.1,6), действую щ ая на 
малую площ адку ДА, — это вектор, направленны й со стороны жидкости 
по нормали к этой площ адке [такая нормаль обычно называется внут
ренней , и ее единичны й вектор равен (-п)]

ДР = - п - р - Д А .  (2.8)
Если давление на площ адке конечных размеров А (рис. 2.1,6) зави

сит от координат, то сила давления на эту площ адку определяется сле
дую щ им образом:

Р = { (-п )р с1 А . (2.9)
А

2.2. Дифференциальные уравнения равновесия жидкости 
(уравнения Эйлера)

др
Зх

с ! х  с ! у с 1 2

Пусть р = р (х , у, 2) — давление в жидкости; выделим внутри ж ид
кости куб с бесконечно малыми ребрами с!х, с!у, с!г и рассмотрим его 
равновесие под действием объемных и поверхностных сил (рис. 2 .2).

Приравняем нулю 
с! х с! у сумму проекций на ось х

всех сил, действующих 
на куб.

Плотность распреде
ления массовой (объем
ной) силы обозначим Г =  
=  (Гх, Гу, Гг), тогда объем
ная сила, действующая на 
куб, имеет проекцию  на 
ось х, равную Гхрс1хс1ус12.

Поверхностные силы 
на грани, нормальные 

осям у и 2, даю т нулевую проекцию  на ось х, так как касательные напря
жения в условиях гидростатики равны нулю. В пределах куба (ввиду того, 
что он мал) считаем, что в разложении р(х, у, г) в ряд Тейлора можно 
принять в расчет лиш ь члены, линейно зависящ ие от приращ ения коор
динат. Обозначим давление на левую грань куба, перпендикулярную  
оси х, через р ( \ ,  у, г), при этом на правой грани давление будет

Рис. 2.2. К выводу дифференциальных 
уравнений гидростатики
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равно р + —  <3х. Если считать эти грани элементарны ми площ адками в 
Эх

отнош ении давления, то проекция на ось х силы давления на левую

грань будет равна р с!у <32, а на правую - | р  + -~^<3х |<3у<32 . Сумма про

екций всех поверхностных сил на ось х при этом окажется равной

р <3у <32 -  ^р + <3х̂  <3у (32 = -  (Зх (Зу (32.

П риравняв нулю сумму проекций поверхностных и объемных сил на 
ось х, имеем

Г. р (Зх (Зу (Зг -  —  (Зх (Зу (Зг = 0.
хН дх

(2.10)

Разделив все слагаемые на р (Зх <3у <3г, получаем первое уравнение 
равновесия. Д ва других уравнения выведем аналогичны м образом, про
ектируя силы на оси у и 2. В результате получим систему диф ф еренци
альных уравнений покоя жидкости (уравнений гидростатики Эйлера)

]_др 
р дх

Г -  -  — = о-* X ^

г - ! ^ Р = о -
у Р ду ’

гг - 1 ^  = о.
р 32

(2.11)

Введем единичны е векторы 1, '] и  к, соответствующие координатным 
осям х, у и г:

1 = ( 1, 0 , 0) , ]  =  (0 , 1, 0), к =  (0 , 0 , 1). (2. 12)

У множ им уравнения системы (2.11) на I, ] и к соответственно и 
сложим их. Получим

I ( д р .  а р .  др Л  г„, + гу) + г , к - - [ - ,  + - )  + - к |  = о
32

или в векторной форме

1
(2.13)Г —  ёга<3 р = о. 

р
Векторное уравнение (2.13) равносильно системе трех уравнений

(2.12), где вектор §га<3 р определяется через свои проекции на коорди
натные оси в виде

, др . др . др . Ега<3 р = -г-1 + -5-.| + -г^к  
Зх ду 32

либо в матричной форме

Г Зр Эр Зр ёГа<3р% ’^

(2.14)

(2.15) 
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2.3. Интегрирование уравнений Эйлера

Пусть вектор Г имеет потенциал, т.е. существует такая ф ункция 
1Дх, у, г), что

г - 8ы и Ил И г , = § , г > = 1 ~ , г , : ! г  са .16)

При этом уравнение (2.13) в случае однородной несж имаемой ж ид
кости (р =  сопз!:) примет вид

§гас1 [II -  р/р] = 0. (2.17)

И нтеграл уравнения (2.17) дает равенство

И  -  р /р  =  сопз*, (2.18)
которое представляет собой общую форму интеграла уравнений гидро
статики в случае, когда объемные силы имеют потенциал.

Рассмотрим частные случаи объемных сил.
Внешняя объемная сила —  сила тяжести. Пусть в декартовой систе

ме координат ось г  направлена вверх. Используя (2.16), легко устано
вить, что потенциал силы тяжести

и § = - 8 2 ,  (2.19)
где § — ускорение свободного падения, § =  9,81 м /с2, при этом

Гх = 0, Гу = 0, Гг = - 8.

Подставим (2.19) в (2.18):
р

-  %г -  — = сопз!.
Р

О бозначив через у удельный вес (у =  р§), получим

2 + —  = СОП51 ИЛИ 2 + — = СОП51. (2.20)
РЕ У

Это закон распределения гидростатического давления. Обозначим через
р0 давление на свободной поверхности, или поверхностное давление, и най
дем форму свободной поверхности из условия, что на ней р = р 0 = соп51. 
И з (2.20) следует, что такая поверхность, координаты которой обозначим 
через 20, представляет собой горизонтальную плоскость

2 0 = СОП51 -  р 0/у . (2.21)
Если Ь — это расстояние до свободной по

верхности (заглубление точки), а начало коор
динат располож ено на свободной поверхнос
ти, так что Ь = -2  (рис. 2.3), то давление в 
точке С равно

р с = р 0 + у Ь с = р 0 + ( р в) с ,
где р в = у 1т — весовое давление, т.е. давление, 
обусловленное весом жидкости.

Обычно в инж енерно-строительной прак
тике использую т не абсолютное давление рл 
(выше оно обозначалось р), а его отклонение 
от атмосферного давления р а . Если р А > р а ,

2

V
Ро

X

С "

Рис. 2.3. Гидростатическое 
давление в поле силы 

тяжести
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то избыточным давлением р п называется превыш ение давления в точке 
над атмосферны м

Р „ = Р А - Р а -  (2 . 23 )

При условии р А < р а недостаток давления в точке до атмосферного 
называется вакуумом

Рвак “ Ра — РА' (2-24)
Относительный покой жидкости во вращающемся сосуде. Если п р и 

вести во вращ ение сосуд вокруг вертикальной оси г  с угловой скоростью
О, то через некоторое время жидкость будет вращаться вместе с сосудом 
как одно твердое тело, т.е. жидкость бу
дет находиться в покое относительно со 
суда. Чтобы воспользоваться уравнени
ем гидростатики (2.18), надо, чтобы жид
кость была неподвиж ной относительно 
системы координат, т.е. следует принять 
вращ аю щ ую ся со скоростью  систему 
координат. Но такая система не являет
ся инерционной , при переходе к ней не
обходимо ввести соответствующ ие силы 
инерции как внеш ние объемны е силы.
На элем ентарную  частицу жидкости 
(рис. 2.4) с массой 5 т  действует цент
робежная сила

8 Р ц6 =  6 ш а 2г ,  (2 .25 )

где г — вектор-радиус, определяю щ ий 
полож ение элементарной частицы отно
сительно оси вращ ения; г =  XI + у) или 
г = (х, у); х, у — координаты частицы. Очевидно, что 8 Рцб и г  имеют 
одинаковое направление. Найдем проекции 8 Рцб на координатные оси:

( з Р цб)х = З т О 2 х, (б Р ц6)у = 5 ш а 2 у. (2.26)
П лотность распределения массовой центробежной силы (т.е. сила на 
единицу массы) имеет вид

Гц6=^  = ° 2 г ’ = ° 2х> Ы у = ° 2У- <2-27)
Центробеж ны е силы с плотностью распределения Гцб нужно ввести в 
качестве дополнительной внеш ней силы при реш ении уравнения (2.18). 
Но, как  было показано, интегрирование уравнения (2.13) осуществляет
ся, если объемны е силы имеют потенциал. Непосредственным интегри
рованием выражений для (*цб)х и (^Цб)у легко найти функцию , являю 
щуюся потенциалом Гц6:

и „ 8 = п г — з 2 - .  Р-28)
К роме центробежных сил на жидкость действует и сила тяжести, 

потенциал которой, как и ранее, = - § 2.

Рис. 2.4. Относительный покой 
жидкости во вращающемся 
сосуде; центробежная сила, 

действующая на элементарный 
объем вращающейся жидкости
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П отенциал суммарной объемной силы, действующей на ж идкость 
во вращ аю щ ейся системе координат, имеет вид

X2 + у 2
(2 29)

' 8  ' цб  ~  ^  “  2

П одставляя (2 29) в (2 18), получаем уравнение для определения дав
ления в лю бой точке вращающегося объема жидкости

,2
_ 82  + 0 2 ^ ± У 1 (2 30)

О бозначим , как и в предыдущ ем случае, координаты  свободной 
поверхности через г 0 У равнение свободной поверхности найдем, под

ставив р = Ро в (2 30) Получим 
уравнение параболоида вращ ения

2 „ =

П_2 (х 2 + у 2) 
2 §

Рис 2 5 Осевое сечение жидкости, 
вращающейся вместе с сосудом

-  § 2 0 +  П 2 Х =  СОП51 +
2 р

Если поместить начало коор
динат в верш ине этого параболо
ида (рис 2 5), получим уравнение 
свободной поверхности в виде 

' 2 + у 2 
2 §  <2 3 1 )

Как видно, очертание парабо
лоида не зависит от плотности жид

кости Распределение давления внутри объема жидкости при этом имеет вид
, ,,2

р = р 0 -  У 2 + р О 2 (2 32)

Согласно (2 32) на каждой вертикали давление распределяется по 
гидростатическому закону (2 20)

2.4. Сила гидростатического давления 
на произвольную плоскую фигуру

Сила гидростатического давления на произвольную  плоскую ф игу
ру площ адью А (рис 2 6) характеризуется значением, направлением  и 
точкой приложения Значение силы определим согласно (2 9)

|Г| = |  р<ЗА = | ( р 0 + р в)(ЗА = |  р 0<ЗА + |  уМ А =
А А А А

= ро / с!А + }у у зш ос<ЗА = р 0А + у 5ш а  |у<ЗА = (2 33)

= р 0А + у з т  а  у с А = (р0 + уЬс )А = р с А,

I УЙА
где у с — координата центра тяжести фигуры Ус = за

глубление центра тяжести, р с — давление в центре тяж ести 
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С ила Г н ап р авл ен а  по норм али к площ адке, так как на ней в 
условиях статики отсутствую т касательны е напряж ения. Точку п р и 
лож ения определим  для силы  весового давления Гв; сила, обуслов
лен н ая поверхностны м давлением , 
прилож ена в центре тяж ести  ф и 
гуры С, так  как  оно равном ерно 
распределено по поверхности п ло
щ адки.

Точка прилож ения Б  силы ве
сового (а в случае р0 =  ра силы из
быточного) гидростатического дав
ления называется центром давления.
Эту точку найдем, используя тео
рему о моменте равнодействующей.
С одной стороны, момент относи
тельно оси Ох (см. рис. 2.6) силы 
Г равен

М „ (г .)  = (р ,)у 0 , (2.34)

с другой стороны , этот же момент 
можно представить в виде

Рис. 2.6. Сила весового давления на 
плоскую фигуру произвольной формы 
(плоскость (х,у), в которой находится 
фигура, условно повернута на 90° так, 

чтобы горизонтальная ось х и сама 
фигура оказались в плоскости чертежа)

М 0(г 8) = I У - й |р в| = 1 у -Р в<ЗА = |у у  Ь -с!А =
А А А

= у | у 2 з т  а  • с!А = у з т  а  | у 2с!А =
А А

(2.35)

= у з т  а у^-А + |( у  -  у с )2ёА = у з т а [ у с А  + I].

Здесь I — момент инерции фигуры относительно горизонтальной оси, 
проходящ ей через ее центр тяжести С.

Сравнивая два выражения для М 0 — (2.34) и (2.35), найдем

Уо
у 51П а у ^ А  + 1] у $ т а [ у с А  + 1] I

р |  у з т  аА ус  ' у с А '

И з этой формулы следует

У0 = У с + е ’ (2-37)
е = 1/ус А > 0 называю т эксцентриситетом. Очевидно, что у 0 > у с .

Рассмотрим  важны й частный случай силы гидростатического дав
лен и я на плоскую  прямоугольную  поверхность. Н айдем  силу избы 
точного  д авл ен и я , действую щ ую  на плоский щит в прямоугольном  
лотке ш ириной Ь (рис. 2.7). Согласно (2.22) давление р линейно уве
личивается с глубиной. В случае вертикального щ ита (см. рис. 2 .7 ,а) 
отлож им  на н орм али  к поверхности  щ ита в точке В отрезок ВЕ, 
равны й заглублению  этой точки Нв , и, соединив точки А и Е, полу
чим эпю ру избы точного  гидростатического давления, выраженного

(2.36)
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в единицах длины  (метрах) столба ж идкости . Согласно (2.9) сила д ав 
лен и я равна

О ^2
Г = { ( -  п)р<ЗА = -  п | ( -  р § г )м г  = -  П р§-^-Ь  ,

а  ьв

где с!А =  Ъс12 — элементарная площ адка (рис. 2.7,в). Другими словами, 
значение силы Р равно площади построенного треугольника АВЕ (в м2), 
умноженной на р§Ь, или весу призмы с основанием АВЕ и высотой Ь, 
заполненной жидкостью. С ила направлена со стороны жидкости на щит

! *)

<32
"I

I А  Л — ‘(1А=Ь(32

Рис. 2.7. Определение силы гидростатического давления на плоские 
прямоугольные фигуры: а — вертикальный щит, перегораживающий 

прямоугольный канал; б — наклонный щит; в — поперечное сечение канала

по нормали п к его поверхности и проходит через центр тяж ести тре
угольника АВЕ, так как согласно (2.37) центр давления О расположен 
ниже центра тяжести прямоугольного щита С на величину эксц ен три 
ситета

ЬЬ3В

е = 12

А
■ Ь • Ь,

В случае наклонного щита (рис. 2.7,6) для построения эпюры гидро
статического давления отложим по нормалям к поверхности АВ, восста
новленны м в точках А и В, заглубления этих точек и соединим прямой 
линией полученные точки Е и О. Направим вспомогательную  ось у вдоль 
АВ и примем в качестве элементарной площ адку с!А =  М у. Силу избы 
точного гидростатического давления найдем по формуле (2 .9):

Уа

Р = |  ( -  п) рс1А = -  п |  ( -  р§г)Ьс!у = пр§Ь |  гс!у.
А  Ув Ув

Заглубление г в полученном интеграле отложено на рис. 2.1,6  по 
нормали к поверхности АВ; следовательно, интеграл численно равен
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площ ади эпю ры А В ЕС . Таким образом, значение силы Р равно весу 
призмы  с основанием  АВЕО и высотой Ь; эта сила направлена по нор
мали к поверхности щ ита и проходит через центр тяжести фигуры АВЕО. 
Д ля определения линии  действия силы рекомендуется следующий при
ем. О трезок АВ делится на три равные части точками 1 и 2, из точек Е и
О  через точки 1 и 2 проводятся лучи, точка пересечения лучей опреде
ляет линию  действия силы, нормальной к АВ.

Полученные выше результаты, согласно которым сила гидростатичес
кого давления на выделенную поверхность не зависит от формы резервуа
ра или сосуда, частью поверхности которого является выделенная поверх
ность, объясняют так называемый гидростатический парадокс. Он иллюст
рируется на примере силы, действующей на дно сосуда (рис. 2.8). Три раз-

Рис. 2.8. Иллюстрация гидростатического парадокса: сила, 
действующая на дно сосудов, не зависит от веса воды в сосудах

личных по форме сосуда имеют одинаковую площадь Ап плиты, закрываю
щей дно. Сила избыточного гидростатического давления, отрывающая плиту 
от сосуда, во всех трех сосудах одинакова, и ее значение равно

Рп = Р8ЬАп,
в то же время вес Ре воды, содержащ ейся в сосудах, различается в н е
сколько раз.

2.5. Сила избыточного гидростатического давления 
на цилиндрические поверхности

Д ля того чтобы найти силу, действующую на цилиндрическую  п о
верхность АВ (рис. 2.9), образующая которой имеет длину Ь, рассмот
рим равновесие отсека жидкости АВСО, где С Б  — вертикальная плос
кость. Обозначим через К = ( к х, Я 2) реакцию  цилиндрической поверх
ности на силу давления воды; Р = (р х,о) — реакция плоскости С Б .

В проекции на ось х имеем

Рх - К х = 0  или К Х = РХ. (2.38)
И спользуя (2.22) и (2.33), легко найти, что значение и точка прило

ж ения Р определяю тся треугольной эпю рой давления на поверхность 
С Б . В гуроекции на ось г
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К + К  - С  = 0 , (2.39)

где реакция дна К д = уНд • ВС • Ь = уАв,в со Ь, а вес рассматриваемого 
отсека С  = у  А а в с о Ь.

Из (2.39) получим

К 2 = С  -  К д = (А авсо -  А в,в со )уЬ = у А ДВВ,Ь. (2.40)
Так как К х и К 2 — это проекции реакции цилиндрической поверхнос
ти, то проекции силы давления воды на эту поверхность имею т проти

воположное направление.
И сходя из вы ш еизлож енного , 

м ож но сф орм улировать алгоритм  
графического определения силы из
быточного гидростатического давле
ния (рис. 2 . 10).

1. Выделить цилиндрическую  
поверхность, сила давления на ко
торую подлежит определению , и 
обозначить концы ее направляю щей 
через А и В.

2. Через точку свободной поверх-

Рис. 2.9. Определение силы 
гидростатического давления на 
цилиндрическую поверхность

ности или ее продолжения провести вертикаль и линию  ЕР под углом 
45° к вертикали.

3. Из точек А и В провести два горизонтальных луча так, чтобы они 
из построенны х в п. 2 клиньев вырезали замкнутую фигуру (или две 
фигуры). На рис. 2.10 это трапеция 1234. Горизонтальная составляю щ ая 
силы избы точного гидростатического давления Р

Рх = уЬ А 1234. (2.41)
Эта составляю щ ая силы Р приложена в центре тяжести фигуры 1234 

и направлена со стороны ж идкости на цилиндрическую  поверхность,
если фигура 1234 располож ена ниже 
свободной поверхности жидкости (на 
рис. 2.10 слева направо).

4. И з точек А и В опустить пер
пендикуляры  на свободную  поверх
ность жидкости или ее продолжение. 
Ф игура (или несколько  ф игур, на 
рис. 2.10 их две: 56В и 5А87), ограни
ченная построенными перпендикуля
рами, свободной поверхностью  ж ид
кости и направляю щ ей цилиндричес

кой поверхности, определяет вертикальную составляю щ ую  Р. Значения 
этих составляющих равны:

Рг1 = уЬ А 56в, Рг2 = уЬА5А87. (2.42)
В ертикальная составляю щ ая направлена вверх, если оп ределяю 

щая ее фигура и ж идкость располож ены  по разные стороны  от ц и л и н 
дрической поверхности (на рис. 2.10 — Рг1), или направлена вниз, если 
фигура и ж идкость располож ены  по одну сторону (на рис. 2.10 — Р ^ ) .
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Эти составляю щ и е прилож ены  в центрах тяж ести соответствую щ их 
фигур. Вектор Г находится геометрическим слож ением составляю щ их 
( Рх , Р21, Р22 на рис. 2 . 10).

2.6. Способы измерения гидростатического давления

Н аиболее простой и надежный способ измерения давления в поле 
силы тяжести основан на использовании гидростатического закона рас
пределения давления (2.20). Отметим два наиболее важных в данном 
случае следствия этого закона:

распределение давления в жидкости (или газе) не зависит от формы 
сосуда, в котором она покоится;

на любой горизонтальной плоскости, пересекающей рассматриваемый 
(покоящ ийся) объем однородной жидкости или газа, давление постоянно.

Приборы для измерения давления называют пьезометрами (пьезо — 
давление) или манометрами.

Рис. 2.11. 11-образные пьезометры для измерения: 
абсолютного (а) и избыточного (б) давления; 

вакуума (в); 11-образный пьезометр 
с одной измерительной трубкой (г)

Самым распространенным прибором для измерения небольших (име
ющих порядок атмосферного) давлений является У -образный пьезометр. 
Пусть необходимо измерить давление в газе, содержащемся в замкну
том объеме (рис.2 .И ). Присоединим к сосуду один конец У-образной
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трубки, заполненной частично жидкостью  с плотностью  р (рис. 2 . 11,а). 
Второй свободный конец трубки запаян , и на свободной поверхности 
жидкости создано поверхностное давление р 0 ~ 0. П риравняв давление 
в коленах трубки в точках, лежащ их на горизонтальной плоскости 0—0, 
получим значение абсолю тного давления в сосуде р А :

Ра = Ро + РёЬА = РёЬА- (2.43)

П ри этом следует иметь в виду две вносимые этим методом измерений 
погреш ности:

погреш ность, связанную  с пренебреж ением изм енением  весового 
давления в газе, заполняю щ ем сосуд и часть измерительной трубки. Это, 
как правило, допустимо, так как плотность газов на три порядка мень
ше плотности жидкостей;

погрешность, обусловленную наличием насыщающих паров ж идко
сти над свободной поверхностью рабочей жидкости в свободном колене с 
запаянны м концом; давление насыщающих паров рнп =  р нп(Т) может быть 
учтено при вычислении р А, но во многих случаях им можно пренебречь, 
так как оно на два порядка меньше атмосферного давления.

Чащ е всего на практике требуется измерить отклонение абсолю тно
го давления от атмосферного, т.е. избыточное давление р и или вакуум 
р вак. В дальнейш ем изложении для избыточного давления вместо р н 
будем использовать обозначение р. Д ля измерения отклонения абсолю т
ного давления р А от атмосферного ра используют У -образную  трубку 
со свободным концом, открытым для атмосферного давления (рис. 2. 11,6). 
П риравняв давления в точках на плоскости 0—0, найдем избыточное 
давление р (рис. 2.11,6):

Р а = Ра + Р А -  Ра = Р =  РвЬ;  ( 2 . 44 )
или вакуум р вак (рис. 2 . 11,в):

Р а = Р А + Р в Ь влк; Р а - Р А = Р ё Ь вак : (2-45)

В некоторых случаях, когда диапазон изменения измеряемого дав
ления невелик по сравнению  с атмосферным, использую т У -образную  
трубку, свободное колено которой имеет площ адь поперечного сечения 
во много раз (на два-три порядка) больше, чем колено, присоединяемое 
к точке, в которой измеряется давление (рис. 2 .И ,г). При такой конст
рукции У -образной  трубки изменение уровня свободной поверхности 
левого колена под действием изменения давления р А в резервуаре прак
тически не изменяет уровня жидкости в правом (ш ироком) колене. Это 
позволяет следить за давлением в резервуаре, контролируя уровень ж ид
кости в одном (левом) колене (а не в обоих, как в случае с обычным У- 
образным пьезометром).

Подобная конструкция используется в приборах для измерения ат
мосферного давления, которые называются барометрами (рис. 2.12). Они 
состоят из широкой чашки, в которой на свободную поверхность рабочей 
жидкости действует атмосферное давление, и присоединенной к ней вер
тикальной трубки с запаянным свободным концом; эта трубка заполне
на жидкостью , и на свободной поверхности в ней создаю т давление 
Ро ~  Рнп “ 0- Приравняв давление в точках на плоскости 0—0, имеем
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С огласно (2.46), изм еряя Ъа , легко вы числить атм осф ерное д авл е
ние р а.

При конструировании пьезометров и барометров важен рациональ
ный выбор рабочей жидкости. Так, нормальное атмосферное давление

Ра = Р о + Р ё Ь а = р § Ь а. (2.46)

а)

Ро ~  Рн

Рис. 2.12. Барометры: а — принципиальная схема; б-
в — водяной

ртутный;

на уровне моря равно р а = 1,012 -105 Па. Если выбрать в качестве рабо

чей жидкости воду ( р = 0,0 0 1 то

1,012 105
10,33 м

Р в 0,001 9,8
и, следовательно, высота водяного барометра будет более 10 м (рис. 2. 12,6). 
Чтобы уменьш ить габарит барометра, в качестве рабочей жидкости ис-

кг
пользуют ртуть [ р = 0 , 0 1 3 6 При этом

М -

Ра 1,012 - 105
= 0,760 м.

р§ 0,0136 ■ 9,8
Высота ртутного барометра не превышает 1 м (рис. 2.12,»).

Отметим, что зависимости (2.44) и (2.45) позволяют выражать зн а 
чение давления не только в паскалях, но и в единицах высоты столба 
рабочей жидкости. В частности, атмосферное давление измеряют, как 
правило, в миллиметрах ртутного столба.

Для измерения абсолютного и избыточного давлений используют 
разнообразные механические приборы, называемые манометрами.

В зависимости от чувствительного элемента различаю т поршневые, 
деф ормационны е, пружинные манометры и манометры, использующие 
пьезоэлектрические и пьезомагнитные эффекты . М анометры тарируют
ся (калибруются) в основном с помощью У -образных пьезометров.

41



2.7. Распределение давления в атмосфере Земли

А тмосферу Земли обычно разделяют:
на тропосф еру — слой толщ иной 11 ООО м, примыкаю щ ий непос

редственно к  земной поверхности;
стратосферу — слой толщиной 25 ООО м, 

располож енны й над тропосф ерой  (рис. 
2.13).

Рассчитаем распределение давления 
в атмосфере, полагая, что движение ат
м осф ерного воздуха (ветер) оказы вает 
пренебрежимо малое влияние на распре
деление давления, которое в основном 
определяется ф изическим и свойствами 
воздуха (его плотностью, температурой) 
и силой земного притяжения. Кроме того, 
воздух считаем соверш енным газом.

В тропосф ере тем пература воздуха 
уменьш ается; в зависимости от расстояния ъ от уровня моря эта зависи
мость может быть аппроксимирована в виде

(2.47)

25 ООО м стратосфера 
11 000 м тропосфера'

Из =  6 400 км

Рис. 2.13. Схематизация 
атмосферы Земли

гДе Тум 
Ра

Т  =  Т у м - ^ ;

температура на уровне моря; X. =  6,5°С/км.
■^определение давления в поле силы тяжести согласно закону гид

ростатики подчиняется уравнению

<*Ра = -Р&

И з уравнения состояния (1.25) имеем

РаР = К Т ’
где для воздуха К =  0,287 кД ж/(кг-К).

П одставим (2.47) и (2.49) в (2.48) и запиш ем

Ф а

Ра
И нтегрируя (2.50), получаем

Ра(2>

§ <32

(2.48)

(2.49)

(2.50)

1 п р г

Отсюда
Рум

2

0 ‘

Ра(2) = Рум 1 -
\ 2 ЯХ

ум /

П риняв Тум =  15°С =  288 К, рум == 100 кП а, имеем
9,81

0,00 6 52 1 2870,0065
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или

р а (2) = 100(1 -  0,226 ■ 10-4 г )5,260. (2.51)

Вычислим температуру и давление на высоте 2 = 1 1  ООО м, используя
(2.47) и (2.51):

Т(ПООО) =  -5б,5°С = 217 К; 
ра( 11000) =  22,5 кПа.

В стратосфере температуру можно считать постоянной и равной тем 
пературе на границе с тропосферой: Т  =  -5б,5°С  =  сопз1. П ри этом урав
нение для давления имеет вид

Ф а
Ра

ГЙ2.
КТ

И нтегрируя, получаем 

Ра (г )  Е

(2.52)

] П Р а |Ра (11000)

1п Р а

КТ(ПООО) [11000’

9 ,8 1 -(2 -1 1 0 0 0 )
22,5 287-217 К  ' 

О кончательно для стратосф еры  
имеем

р  =  22 5е-®’®®®1575(2-1 (2 53)
Рис. 2.14. Распределение атмос
ферного давления по вертикали

Зависимости (2.51) и (2.53) представлены на рис. 2.14.

2.8. Нормальные напряжения 
в стенках круглоцилиндрической трубы 
(котельная формула)

Рассмотрим круглоцилиндрическую  трубу длиной Ь, диаметром Б  и 
с толщ иной стенок 5, внутри которой жидкость (или газ) находится под 
избыточным давлением  р (рис. 2.15). О чевидно, под действием этого

У

Рис. 2.15. Напряжения в стенках круглоцилиндрической трубы: 
а — поперечное сечение трубы; б — расчетная схема

давления стенки трубопровода оказываются растянутыми, и для выпол
нения, в частности, расчетов на прочность необходимо знать нормаль
ные напряж ения в стенках. Разрежем мысленно трубопровод плоско-
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стью, проходящ ей через его ось, и приравняем нулю силы, действую щ ие 
на половину трубопровода и заполняю щ ую  ее жидкость.

В проекции на ось у имеем:
нормальны е сж имаю щ ие напряж ения Руу на поверхность ж идко

сти АВ со стороны  отброш енной части равны р(руу =  -р ) , они действую т 
на площ адь А ж = Б Ь  и определяю т силу давления в направлении оси у 
в виде

нормальны е растягиваю щ ие напряж ения в стенках трубопровода, 
которые в соответствии с обозначениям и, принятыми в курсе “ С опро
ти влени е м атери алов” , обозначим  ст; эти напряж ения на площ адке 
А,. =  25-Б определяю т силу, действующую в направлении противопо
лож ном  у:

П риравняв нулю сумму этих проекций, после очевидных преобра
зований  получим

Это формула, позволяю щая связать нормальные напряж ения в стен
ках трубопровода с давлением внутри него, называется котельной формулой.

Вычислим силу избыточного гидростатического давления, действую 
щую на неподвиж ное тело, погруж енное в покоящ ую ся в поле силы т я 
жести жидкость. Разделим тело вертикальными плоскостями на призмы, 
ограниченны е сверху и снизу элементарны ми площ адками (принадлеж а

щ ими поверхности  тела) <ЗАВ и с!Аи (рис. 2.16); единичны е нормали 
к этим  площ адкам обозначим  пв и пн. Из геом етрических соображ ений  
(рис. 2.16,6) найдем

(рж )у = р б ь ; (2.54)

(Рт )у = - а - 2 5 - Ь . (2.55)

(2.56)

2.9. Закон Архимеда. 
Плавание тел

2

Рис. 2.16. Схема для доказательства закона Архимеда
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Здесь <1А2 — площ адь сечения призмы горизонтальной плоскостью. Знак 
минус во втором выражении (2.57) связан с тем, что вектор пн направ
лен вниз, так  что (пн)2 < 0 .

Рассмотрим сумму поверхностных сил, действующих на выделен
ную элементарную  призму. В соответствии с (2.8) сила гидростатическо
го давления на площ адки (1АВ и сЗА,̂  равна:

= - п вРвс ^ в, <№„ = - п нРнс!Ан, (2.58)
где избыточное гидростатическое давление

Р в = Рё^в = -Р 22в, р н = рёИн = -р§2 н. (2.59)

Н а вертикальные грани призмы действуют силы со стороны сосед
них призм, сумму которых обозначим (1РВГ.

П роекция на ось г  всех поверхностных сил, действующих на приз
му, равна

( 2 .60)
Подставив в это равенство (2.58), (2.59), (2.60) и (2.57), найдем

(4Ра )2 = р ё2 вс1А2 -р § 2 н(1А2 + ( йР вг)2. (2.61)

Запиш ем аналогичные уравнения для всех элементарных призм, на 
которые было разделено рассматриваемое тело, и сложим все эти урав
нения; при этом силы взаимодействия соседних призм по вертикаль
ным граням компенсирую т друг друга, и слагаемые (<ЗРВГ)2 взаимно унич
тожаются. Сумма первых двух слагаемых представляет собой вес ж идко
сти в объеме призмы

Р8(2в “  2н)с1А2 = р§сГС, (2.62)

где (З'У' = ( г в -  2н)с1А2 — объем призмы.

Таким образом, подставляя (2.62) в (2.61), в результате суммирова
ния всех элементарны х сил (с!Ра) получим

(Ра )г = р ^ ,  (2.63)

где V  = |  (IV — объем тела.
V

Выражение (2.63) представляет собой знаменитый закон Архимеда: 
на неподвижное тело, погруженное в покоящ уюся в поле силы тяжести 
жидкость, действует выталкиваю щ ая сила, равная весу жидкости в объе
ме данного тела. И ногда эту силу называют архимедовой.

Проделав аналогичны е вычисления (т.е. разбив тело на элементар
ные призмы плоскостями, параллельными координатны м осям х и у), 
можно доказать практически очевидный ф акт — равенство нулю суммы 
горизонтальны х составляю щ их силы избы точного гидростатического 
давления, действую щих на погруженное тело.



Точку прилож ения архимедовой (вы талкиваю щ ей) силы XV назы ва
ют центром водоизмещ ения. М ож но доказать (доказательство не приво
дим, хотя оно сравнительно простое и требует лиш ь использования тео
ремы о моменте равнодействую щ ей), что центр водоизмещ ения тела со
впадает с центром тяжести тела, если тело однородное.

Если вес тела больше, чем выталкиваю щая сила, то тело тонет. Если 
вес тела равен выталкиваю щ ей силе, то тело плавает внутри жидкости; 
если вес тела меньш е выталкиваю щей силы, то оно всплывает и, достиг
нув свободной поверхности, выходит из воды настолько, чтобы выталки
ваю щая сила, действующая на погруженную часть, была равна весу тела.

П ри рассм отрении  плавания тел представляет интерес вопрос об 
устойчивости плаваю щ его тела. Различаю т устойчивое равновесие пла
вающего тела, при котором сила тяжести приложена ниж е центра водо
изм ещ ения, и неустойчивое равновесие в противном случае (на рис. 2.17 
и на всех последующих в этом пункте круглоцилиндрические тела счита
ются полы ми и невесомыми).

Рис. 2.17. Устойчивое равновесие плавающих тел: а — внутри жидкости;
6 — на свободной поверхности; в — момент сил возвращает тело 

к состоянию равновесия

Н а рис. 2 .17,а и б  показаны  плаваю щ ие тела в условиях устойчи
вого равновесия. Если по каким -либо причинам  равновесие нару
ш ается (рис. 2.17,»), то архимедова сила Ра и сила тяж ести созда
ют мом ент, возвращ аю щ ий плаваю щ ее тело в исходное устойчивое 
состоян ие.

Когда парусные корабли имели легкие деревянны е корпуса и над
стройки, то их проектировали и строили так, чтобы они были устой
чивы при лю бом крене (рис. 2.18). Д ля этого устраивали больш ой 
киль, который заполняли балластом. К иль, кроме того, был необхо
дим парусны м судам для эф ф ективного  использования бокового и 
встречного ветра, чтобы они могли плыть в направлении, не совпада
ющ ем с направлением ветра.

С п оявлением  пароходов и теплоходов необходим ость в киле 
больш их разм еров отпала, более того, больш ой киль создавал д о 
полнительное сопротивление движ ению  и требовал больш их глу
бин  у причальны х сооруж ений. Вместе с тем  и сп ользован и е ме-
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талла для корпусов и появление тяж елы х надстроек (наприм ер, ору
дий н ы х  баш ен на военны х кораблях) поставило вопрос о возм ож 
ности  плаван ия при центре тяж ести , расп олож ен н ом  выш е центра 
водоизм ещ ения. В простейш ем случае неустойчивого равновесия пла-

Рис. 2.19. Неустойчивое равновесие тел, плавающих на свободной поверхности: 
а — равновесное состояние; б — момент сил опрокидывает тело; 

в — заключительное состояние

Рис. 2.20. Остойчивость плавающих тел: а — равновесное состояние; б — момент 
сил при малом крене возвращает тело к состоянию равновесия; в — момент сил 

при большом крене опрокидывает тело; г — последствия большого крена

ваю щ его тела (рис. 2.19) при лю бом отклонении  от равновесия ар
химедова сила Ра и вес тела Р8 создаю т м ом ент, которы й увеличи
вает это  о ткл о н ен и е и п риводит к о п роки ды ван ию  судна. О днако 
система из двух плаваю щ их тел, назы ваем ая катам араном  (рис. 2.20),

V

Рис. 2.18. Устойчивость парусного судна

в)

б)

г)
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которая такж е, строго говоря, не является устойчивой  (центр тяж е
сти выш е ц ен тра водоизм ещ ения), при небольш их кренах не о п р о 
киды вается. К ак  видно на рис. 2.20,6 , при небольш ом  крене во зн и 

кает момент сил Ра и Р8, ко то 
ры й  возвращ ает си стем у  в и с
ходное п о ло ж ен и е . П ри очень 
сильном  крене (рис. 2.20 ,в) воз
н и к ает  м ом ен т , о п р о к и д ы в аю 
щ ий систему; таким  образом , ее 
н ельзя  н азвать  у сто й ч и во й  в 
полном  см ысле. Т акие тела, ко 
торы е плаваю т в у слови ях  н е 
устойчивого р авн овеси я, но при 
небольш ом  крене возвращ аю тся 
в исходное п олож ение, н азы ва
ю тся ост ойчивыми. С о в р е м ен 
ны е ко р абл и , как  п р ави л о , 
проектирую тся исходя не из у с

ловий  устойчивого равновесия (они при этом  бы ли бы очень н и з
ким и), а из условия обеспечения остойчивости  при крене до 35—45° 
(рис. 2 .21).

Рис. 2.21. Остойчивость 
современных кораблей

ГЛАВА 3

КИНЕМАТИКА СПЛОШ НОЙ СРЕДЫ

3.1. Методы описания движения сплошной среды

Когда в теоретической механике рассматривается движ ение мате
риальной точки, то для полного описания движ ения необходимо знать 
уравнение движ ения точки, т.е. г = г(1), где г =  (х, у, г) — вектор-ради
ус точки. Чтобы найти скорость точки, надо взять производную  от п ра
вой части уравнения движ ения (рис. 3.1, а)

йг Аг г(1 + Д1) -  г(1) 
у = — = 1 н п — = 1 и п --------------------. (3.1)

СП Д1—>0 Д1 Д1 —>0 Д1 4 ’
Ускорение материальной точки определяется зависимостью (рис. 3.1,6)

(1у Ду у(1 + Д1) -  у(1) 
а = —  = кш —  = Нт —--------- ------ — . И 2)

Й1 Д1-+0 Д1 Д1—>0 Д1 '  ’
У скорение материальной точки а входит во второй закон Н ью тона, 

согласно которому сила Р, прилож енная к материальной точке с массой 
ш, придает ей ускорение а в соответствии с равенством

Г йу
—  = а = — . (3.3
ш (К 4 '

При изучении движ ения сплош ной среды можно также выделить 
бесконечно малые объемы, полож ение которых в пространстве характе
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