
фильтрации воды в нем Величину д здесь определяем предварительно по той же 
формуле (17-143), лолставив в нее вместо х  величину Ь (см. рис. 17-49} и  вместо А 
величину И\.
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ГЛАВА ВОСЕМНАДЦАТАЯ

Р И К О  ИЗМЕНЯЮЩЕЕСЯ УСТАНОВИВШЕЕСЯ 
НАПОРНОЕ ДВИЖЕНИЕ ГРУНТОВОЙ ВОДЫ

* 18-1. ОБЩИЕ МСА1АН11Я

Будем рассматривать движение грунтовых вод: ламинарное, подчиняющееся 
закону Дарси; установившееся- напорное; неравномерное резко изменяющееся, 
т. е. характеризуемое наличием криволинейных живых сечений.

Такая фильтрация 
имеет место, например, в 
основании бетонных пло­
тин, расположенных на не­
скальном грунте. Предста­
вим на рис. 18-1 попереч­
ное сеченне плотины. П о­
верхность водоупора здесь 
показана линией О —О. 
Лнння 2 —3 —4 —5 — 
6 ~ 7 .  ограничивающая 
снизу водонепроницаемые 
части сооружения, называ­
ется п о д з е м н ы м  к о н ­
т у р о м  сооружения

Д ля увеличения длины подземного контура под плотиной устраивают 
свайный шпуитовьга ряд ( ш п у и т )  а перед плотиной — так называемый

1 На рис. 18-1 показан один шпунт. В практике встречаются случаи, когда под 
плотиной делают два шпунта (в точках 3 и б) или три (в точках 7, 5 и б).

А/ ю ГМ Б
а  , П™УР '  ------

И \ П ^ н  рХ Х Ж Ц к • '■ ^  г г ~  Г Н  I
V . \т  ^  ^ Алания топе

Нибве сегеное 1} •>■>?>>»
Рис 18-1. Напорный фильтрационный поток в 

основании бетонной плотины
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п о н у р ,  обычно представляющий собой относительно тонкий водонепрони­
цаемый слой бетона н т. п.

В ет ч и н а  2. (см. чертеж) называется н а п о р о м  н а  с о о р у ж е н и и :
7. представляет собой разность отметок горизонтов воды верхнего и ниж­
него бьефов. При отсутствии воды в ннжнем бьефе величина 2  является 
превышением горизонта воды верхнего бьефа над дном ннжнего бьефа

Под действием иапора на сооружении X  вода фильтрует через дно верхнего 
бьефа, движется под сооружением и выходит наружу через дно нижнего 
бьефа (см. стрелки на чертеже). В этом случае получаем напорный фильтрацион­
ный поток, ограниченный сверху водонепроницаемой поверхностью I —2 —.. .—7: 
свободной поверхности рассматриваемый поток не имеет. Линии тока (см. на­
пример, линию я — Ь—с) здесь криволинейны; ортогональные к ннм ж и в ы е  
с е ч е н и я  т а к ж е  к р и в о л и н е й н ы .  В связи с этим и получается р е з к о  
и з м е н я ю щ е е с я  д в и ж е н и е  в о д ы .  Поэтому пользоваться з д е с ь  п о ­
н я т и е м  с р е д н е й  с к о р о с т и  г н е л ь з я .

Изучение такого фильтрационного потока необходимо в связи с проекти­
рованием подземного контура плотины. Вообше говоря, фильтрация воды под 
сооружением порождает следующие обстоятельства, которые должны учиты­
ваться прн проектировании подземного контура:

1) вода, омывающ ая плотину снизу, оказывает давление \У на ее подошву 
(см. чертеж); сила \У давления воды, действующего на плотину снизу, назы­
вается п р о т и в о д а в п е н и е м .  Для статического расчета плотины необходимо 
знать величину И/:

2) фильтрация обусловливает потери воды из верхнего бьефа: в связи 
с этим возникает вопрос о величине зтнх потерь, т. е. о  величине фипьтрацион- 
ного расхода {?;

3) в основании плотины получаются некоторые скорости фильтрации и. 
Если эти скорости в том  или другом месте основания оказываются боль­
шими, чем допускаемые, то при этом может возникнуть так называемая 
с у ф ф о з и я  грунта (размыв грунта фильтрационным потоком). В связи со ска­
занным необходимо знать скорость и в разных точках основания:

4) фильтрационный поток, пронизывая грунт основания, стремится сдвинуть 
этот грунт в сторону нижнего бьефа Очевидно, при статическом расчете 
основания плотины необходимо знать сдвигающую силу, развиваемую потоком. 
Эта сдвигающ ая сила зависит от величины пьезометрических уклонов 7  в раз­
ных точках основания.

Проектирование подземного контура с учетом перечисленных обстоятельств 
изучается в курсе «Гидротехнические сооружения». При этом задача гидравли­
ческого расчета ставится следующим образом:

д а н ы :  а) подземный контур сооружения, б) напор на сооружении 2 ,
в) область фильтрации; ее размеры и коэффициент фильтрации к;

т р е б у е т с я  и а й т и  в е л и ч и н ы :  Щ {?, а также и и  /  (для разных 
точек основания).

Поскольку в данном случае имеется р е з к о  и з м е н я ю щ е е с я  движение 
воды, то решение указанного вопроса усложняется. Д ля полного решения ею  
приходится отказываться от  обычных г и д р а в л и ч е с к и х  приемов и пере­
ходить к особым гидравлическим методам, основанным на использовании 
методов математической гидромеханики.

Решение задачи о напорной резко изменяющейся фильтрации на основе 
методов математической гидромеханики было впервые разработано (в 1920— 
1922 гг.) Н. Н. Павловским, показавшим, что область фильтрации в основании 
сооружения следует рассматривать к а к  в е к т о р н о е  п о л е  с к о р о с т е й  
ф и л ь т р а ц и и ,  и м е ю щ и х  н е к о т о р у ю  п о т е н ц и а л ь н у ю  ф у н к ц и ю
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(см. § 2-4). Ниже мы только в общих чертах поясним исходные позиции 
этого решения, которое явилось основополагающим в области развития так 
называемой математической т е о р н н  ф и л ь т р а ц и и .

Сле 1ует сказать, что ввиду сложности математического решения Н. Н. Пав­
ловского оно в практике не применяется. В практике используют иногда только 
некоторые расчетные графики, построенные на основании указанного решения. 
Вместе с тем  математическое решение Н Н. Павловского представляет боль­
ш ой научный интерес, поскольку на его основе оказывается возможным раз­
рабатывать широко используемые в практике отмеченные выше гидравличе­
ские, а также э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  методы расчета, которые мы ниже 
кратко осветим

Далее всюду будем иметь в  виду случай и з о т р о п н о г о  о д н о р о д н о -  
г о  гранта основания плотины (к =  сопкЦ. причем будем рассматривать только 
п л о с к у ю  з а д а ч у .

§ 18-2. ОСНОВНЫ Е ДИФ ФЕРЕНЦИАЛЬНЫ Е УРАВНЕНИЯ 
УСТАНОВИВШЕГОСЯ ДВИЖЕНИЯ ГРУНТОВОЙ ВОДЫ

Представим на рис. 18-2 некоторое напорное сооружение. Полагаем, что 
фильтрационный поток, возникающий в основании этого сооружения, может 
быть заменен сплошной «фильтрующей средой», причем мы имеем возможность 
пользоваться понятием скорости фильтрации м (см § 17-2).

Рис. 18-2 К выводу уравнений (18-5)

Согласно Н. Н Павловскому, считаем, что отмеченная модеть «сплошного 
фильтрационного потока» может рассматриваться в предположении, что здесь 
мы имеем движение воды:

а) ламинарное, к которому приложима формула Дарси (7-13);
б) потенциальное (безвихревое), имеющее соответствующую потенциальную 

функцию.1
В разных точках основания скорость фильтрации и, вообще говоря, различна 

как по величине, так и по направлению. В связи с этим обстоятельством 
область основания можно рассматривать как п о л е  с к о р о с т е й  р а з л и ч ­
н о й  в е л и ч и н ы  и н а п р а в л е н и я .  Равным образом и гидромеханическое 
давление р  в разных точках основания в общем случае р а з л и ч н о .

1 Обратим внимание на то, что рассматриваемый здесь случай ламинарного 
потенциального движения принципиально отличается от рассмотренного ранее случая 
ламинарного движения жидкости в напорной трубе 4-4). г-)с мм имеем ламинарное 
в и х р е в о е  движение
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Таким образом, в случае п л о с к о й  з а д а ч и  имеем три неизвестные: 
ы„ иу. р. Эти величины изменяются при переходе от одной точки основания 
к другой, т. е.

и, 11 (х. 2}. их = / 2 (х. г); р  = / 3 (л, г*). (18-1)

О бозначим напор1 в точке а через И.
Д ля данной точки а можно написать:
а) проекция пьезометрического градиента на ось х (пьезометрический 

уклон вдоль оси х)

Л  —  ~  ; (18-2)ох

б) проекция пьезометрического градиента на ось г  (пьезометрический уклои 
вдоль оси г)

/ , =  - у  (18-3)дг

Выше, согласно Дарси, имени

и « Л Л  (18-4)

Учитывая (18-2)-(18-4), можем для компонентов скорости фильтрации 
в произвольной точке а написать

их = и ж, иг = к / х. (18-5)

Подставляя в эти зависимости выражения (18-2) и (18-3), получаем два 
дифференциальных уравнения; в качестве третьего уравнения используем урав­
нение несжимаемости жидкости в дифференциальной форме (3-51). В результате 
дня отыскания трех величин их> иг и р  получаем следующую систему трех 
уравнений-

0) их = — к ~  ;
дх

(II) * ‘’Н ; (1 8-6)
02

(Ш1 -Т^+^Г^0-дх дг

Уравнения (18-6) и называются основными дифференциальными уравне­
ниями установившегося движения грунтовых вод Эти уравнения и кладутся 
в основу математического решения Н Н. Павловского. Обратим внимание, 
что первые два уравнения системы (18-6) представляют собой, собственно, 
формулу Д ара!, записанную в дифференциальной форме.

§ 18-3. НАПОРНАЯ Ф УНКЦИЯ. ПОТЕНЦИАЛ СКОРОСТИ.
ЛИНИИ РАВНОГО ПОТЕНЦИАЛА

1 . Напорная функция. Известно [см (17-3)], что в рассматриваемом случае 
иапор Н выражается зависимостью

И  =  * +  (18-7)
У I

1 Напомним. Ч|<» в слу«яе грунтовых в«ч поиятия полно* «> и потенциального 
н&лорой с  .•**••• 'с м  •оамсммт ть (17-ЯУ]
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Н апор Н  в общем случае неодинаков в разных точках области фильтрации, 
т. е. Н  есть функция координат х  н г

Н ^ Н ( х ,  г). (18-8)

Чтобы подчеркнуть это обстоятельсгво, величину Н  называют н а п о р н о й  
ф у н к ц и е й .

2Г. Потенциал скорости фильтрации. Выше получили основные дифферен­
циальные уравнения движения грунтовых вод ($ 18-2). Д ля упрошения записи 
нх введем новое обозначение:

| <р =  — кН .| (18-9)

Функция ф так же. как и функция И. зависит только от координат:

Ф =  Ф ( х 4  (1 8 -1 0 )

П отьп ясь  обозначением (18-9). два первых дифференциальных уравнения 
с н с е с м ы  (18-6) можно переписать в форме:

=  (18-11)дх

« , = ^ . 1  (18-12) 
02

И з (18-11) и (18-12) видно, что компоненты скорости фильтрации (ых, и2) 
являются частными производными по соответствующим координатам функции 
ф, зависящей только от координат. Именно поэтому заключаем, что ла\шиарпое 
движение грунтовых вод является движением нотенциа ъ н ы ч  (безвихревым). 
имеющим потенциал скорости ф (потенциальную функцию  ф  по 1Я скоростей* 
фи гьтрации). см. § 3-5.

3 . Лпиии равною но ти ш а л а  скорости фильтрации. Выше бьпа прнве юна 
зависимость 118-10). Рассматривая ее. можно виде гь. что уравнение

ф(х. г) =  соп*»! (18-13)

дает некоторую кривую, во всех точках которой потенциал скорости одинаков: 
Ф  =  соп51. Такая кривая называется л и н и е й  р а в н о г о  п о т е н ц и а л а ,  илн 
э к в и п о т е н ц и а л  ью .

В пречелах области фильтрации можно наметить ряд эквинотенниалей: ф,. 
Ф2. фэ....... причем получим семейство эквипотенциальных линий.

Так как ф связана с Н  зависимостью (18-9). в которой к =  сот1 , то 
ясно, что линии равного значения ф (эквнпотенциали) будут в то  же самое 
время н л и н и я м и  р а в н о г о  н а п о р а  Н

И з (18-11), (18-12) и (18-6) видно, что по течению (по направлению скоростей) 
величина ф должна увеличиваться, а величина Н  должна уменьшаться. Поэтому 
величины ф, вь(ражающие наименование линий ф — соп$1, по течению должны 
увеличиваться (фа <  ф2 <  ф з . -.); величины же Н, выражающие наименование 
линий Н — соп51 (которые совпадают с линиями ф =  соп^О, но течению должны 
уменьшаться (Нг > И г >  ...).

Легко убедитьси, что жвипптенциа ш ф =  соп51, представ ьчющне собой тнии 
равного напора Н  =  сопк(, являются в то ж е времч и живыми сечениями 
(см. например, линию АВ  на рис 18-2).

Действительно, линии равного напора (линин равной удельной энергии) 
должны характеризоваться тем, что линии тока по отношению к ним, так же 
как и по отношению к живым сечениям, должны быть ортогональными.
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Справедливость этого положения легко доказать от противного. Предпо­
лагаем. что скорость, которая является касательной к шик и юка. ие о р ю ю - 
нальна к линии Н — сопй . Эту скорость можем разложить на тве составляющие:
о  тну — нормальную к линии Н = соп 81  и другую — касательно ю к линии Н =  
=  сопя!:. Очевидно, наличие касательной составляюшей скорое ги показывает, 
что движение воды происходит частично вдоль тиний Н  =  сопя , что дтя 
реальной жидкости в случае у с т а н о в и в ш е г о с я  движения невозможно 
(удельная энергия И потока вдоль течения должна уменьшаться)

§ 18-4. У Р А В Н Е Н И Е  Л А П  ЧАСА

Учитывая выражение (18-9), систему грех дифференциальных уравнений, 
полученную в § 18-2. можем переписать в виде

дН д(р

(II) д~ дх 
ди, ди. _- + —- = 0.т г)х дг

(18-14)

Задача о резко изменяющемся движении гр>итовых вод заключается в сов­
местном решении этих уравнений, выраженных в частных производных

Данные три уравнения можно привести к о д н о м у  дифференциальному 
уравнению в т о р о г о  порядка. С  этой целью дифференцируем основные 
>равиения (I) и (II) системы (18-14), соответственно по х и г, при >том 
получаем

Им л г н
(18-15)

(18-16)

дих _ д2н
дх дх2
< 4  = к д1Н
дг

Далее подставляем (18-15) и (18-16) в уравнение (III) системы (18-14). 
в результате чего имеем (после сокращения величины /с)

Э то соотношение дает зависимость Н  от координат в дифференциальной 
форме.

Уравнение вида (18-17) называется у р а в н е н и е м  Л а п л а с а .
Как видно в случае движения грунтовых вод напорная функция И  (х, г) 

во всех точках области фильтрации должна удовлетворять уравнению Лапласа. 
Другими словами, во всех точках области фильтрации сумма вторых частных 
производных от Н по х  и по г  должна равняться нулю  Функция, обладающая 
таким свойством, т. е- удовлетворяющая уравнению Лапласа, называется г а р ­
м о н и ч е с к о й  ф у н к ц и е й .  Следовательно, напорная функция Н ( х ,г) толжна 
быть гармонической функцией.

Так как Н и ср связаны между собой зависимостью (18-9). то уравнение 
Лапласа (18-17) можно переписать в виде

й2ш д2ф 0. (18-18)
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О тсю да ясно, что потенциал скорости ср также .должен быть гармонической ' 
функцией.

Математическое решение задачи о резко изменяющейся фильтрации заклю- I 
чается в отыскании такой функции Н  (х. г) нли функции ф(к,  г), которая бы I 
удовлетворяла уравнению Лапласа, а также особым г р а н и ч н ы м  у с л о ­
в и я м .

§ 18-5. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ

Наметим на уровне дна ннжнего бьефа сооружения (рис. 18-3) плоскость I 
сравнения ОО Через А обозначим превышение 7на верхнего бьефа нал плос- I 
костью сравнения. Н ачало оси г  распо южмм на уровне плоскости сравнения 0 0  I

Выше было указано, что I 
напорная функция Н  в каждой I 
точке области фильтрации 
до  ч ж на удовлетворять уравне­
нию Лапласа Выясним теперь | 
каким и с п о л н и т е л ь н ы м  
условиям данная функция долж­
на удовлетворять н а  г р а н и ­
ц а х  области филырации

Границы об част и фильтра­
ции обозначим следующим об- 
разом .

С. ш н и й  дна верхнего 
бьефа. С2 -  лнння дна нижнего 
бьефа: С3 — поверхность водо- 

упора: иногда величина Т, определяющая положение поверхности водоупора (см. 
чертеж), в расчетной схеме сооружения принимается Г — г  : при этом, естественно, 
граница С3 исчезает (уходит в бесконечноегь). С* — пш земны й контур соору­
жения. Линнн С!. ( .)  и С0 ограничивают О&.'ЯСП ф»'льтрашш-

Рассмотрим каждую из указанных граничных линий в отдельности.
Л и н и я  С | .  Напор во всех точках линии С1 одинаков и равен

Н — Н 1 =  Ь, +  А =  соп84, (18-19)

где кг — глубина воды в верхнем бьефе.'
Таким образом, линия С , является л и н и е й  р а в н о г о  н а п о р а - 

Н г =  сопя! (Н г — превышение горизонта воды в верхнем бьефе нач плоскостью 
сравнения). Линия С1 является также входным жииым сечением фильтрацион­
ного потока.

Л и н и я  С2. Напор во всех точках линии С2 также одинаков и равен

Н = н 2 =  к2 =  СОП51, (18-20)

где к2 — глубина воды в нижнем бьефе.
Линия С'г — л н н н я  р а в н о г о  н а п о р а  Н 2 =соп51 (Н2 — превышение 

горизонта воды нижнего бьефа над плоскостью сравнения). Эта линия кроме 
того является выходным живым сечением фильтрационного потока

Л и н и я  С3. Наметим нормаль ил к лннин С3. О бозначим через ы„ 
скорость движения воды вдоль этой нормали. С  одной стороны, величину

1 Напомним, что напор в данной точке (например, в точке < ,) представляет собой 
превышение горизонта воды в пьезометре П. при к гюченном к рассматриваемой точке 
над плоскостью сравнения

Я 1Г7 ъГВб „

Р,

Г ^ “ ‘Н,
ж *
у /А к  ъ гн в  |ГЯ )

^—"р''Начало
оорбинат

ж я ъ у т т

Ф .П У //Ш Л  1 '  '

>♦я
й  !л 1

Рис. 18-3. Граничные условия 
Границы потока- Г,, Сэ,
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, дН
ип — ~  к —г — : (18-21)ип

с другой же стороны, учитывая, что линия С3 является л и н и е й  т о к а  
(см. ниже), можем написать, что

=  (18-22)

Сопоставляя (18-22) н (18-21). видим, что для всех точек границы С$ 
напорная функция Н  (л, у) должна удовлетворять условию

^Р~ = 0. (18-23)оп

Э то условие показывает, что линии равного напора Н  — сопб! должны под­
ходить к С 3 н о р м а л ь н о ;  только при таком положении будет иметь место 
равенство (18-23).

Л и н и я  С0 О на является в е р х н е й  г р а н и ч н о й  л и н и е й  т о к а .  
Проводя в лю бом месте этой линии нормаль к ней (ил) и рассуждая так же, 
как и выше, можно показать, что в любой точке пиши Со должно удовлет­
воряться условие (18-23).

Следовательно, линии равного напора И =  соп51 должны подходить те р ­
мально и  к С0 (к подземному котуру).

скорости и„ можно выразить (согласно Дарси) так'

§ 18-6. ЛИНИИ ТОКА. ФУНКЦИЯ ТОКА.
ГИДРОДИНАМ ИЧЕСКАЯ СЕТКА

Г . Дифференциальное уравнение линии тока. Как известно, при устано­
вившемся движении линии тока представляют собой траектории жидких частиц. 
При этом вектор скорости движения жидкой частицы в тюбой точке касателен 
к липни тока, прохолящей через эту точк)

Изобразим (рис. 18-4) произвольную 
линию тока V. Наметим на ней точку 1, 
имеющую координаты \  и г .  Наметим далее 
на этой же линии точку 2- имеющую 
координаты (V +  йх) и  (г +  Л:).

С  точностью до бесконечно малых 
величин высшего порядка малости кривую 
/ —2 можно заменить касательной прямой
1 — В. Прн этом  получаем

(18.24)

*

I •у

Г "  }|/2

* " V
X

с йх

Т̂ ис- 18-4. К выводу дифференциаль­
ного уравнения линии тока

Рассматривая треугольник I —А —В и треугольник скоростей /  — а —Ь, вндим, 
что они подобны. В связи с  этим можно написать, учтя дополнительно 
(18-24), что

—  =  —  (18-25)

ихйг — и^Лх=  0. (18-26)

Так как точки / н 2 взяты на линии тока произвольно, то  (18-26) спра­
ведливо для лю бой точки этой линии тока. Следовательно, выражение (18-26) 
мож но рассм атри вав  как дифференциальное уравнение линии тока.
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2 . Функция тока *]/. Уравнение (18-26) можно проинтегрировать следуюшим 
образом.

Положим, что существует некоторая функция координат ф (*, г), которая 
удовлетворяет условиям

; их = —<)\|/

Подставляя равенства (18-27) в уравнение (18-26), получаем:

дх дг

(18-27)

(18-28)

Рис. 18-5. Физический смысл Рис. 18-6. При1шмаемые наимено- 
функций тока \1> вания функций ^

Выражение, стоящее в левой части этого уравнения, является полным 
дифференциалом функции ф (л, г). Поэтому (18-28) можно переписать в виде:

Л|/ =  0, (18-29)

что после интегрирования дает
(X, 2) =  сол$1. (18-30)

Таким образом, оказывается, что с у щ е с т в у е т  н е к о т о р а я  ф у н к ­
ц и я  ф (х, г), к о т о р а я  в о  в с е х  т о ч к а х  д а н н о й  л и н и и  т о к а  п р и ­
о б р е т а е т  о д н о  и т о  ж е  з н а ч е н и е .  Д ля разных линий тока будем 
получать различные значения \|/.

М ожио сказать, что каждая линия тока характеризуется своим численным 
значением ф и является линией равного значения функции ф. Функция *|/ назы­
вается ф у н к ц и е й  т о к а  или ф у н к ц и е й  т е ч е н и я .

Если в уравнении (18-30) будем задавать разные ф (фх =  соп81, \[/2 — сопз1 
и г. д.) й строить по этому уравнению соответствующие кривые, то в резуль­
тате получим семейстио линий тока.

3е. Физический смысл функции <|/. Представим себе две линии тока: ^  
и ф2 (рис. 18-5). Обозначим через Ад величину расхода воды, текущей между 
двумя названными линиями тока. Можно показать, что

Л$ =  ^ 2 - '1 '1 .  (18-31)
т. е. разность вет чин  ф, относящихся к двум соседним линиям тока равна 
расходу воды, протекающей между этими линиями пюка.

Изобразим на рис. 18-6 какое-либо сооружение, прн помощи которого 
создается подпор 2 . Как известно, первой (самой верхней) линией тока является 
линия подземного контура сооружения. Обозначим эту линию тока через фь  
причем припишем величину, равную нулю. При таком условии можем 
сказать, что наименование следующей линии тока \|/2 выражает расход воды, 
п р о т е к а ю щ е й  м е ж д у  п о д з е м н ы м  к о н т у р о м  н д а н н о й  л и ­
н и е й  т о к а .
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Ясно, что при указанном условии (в отношении величины весь расход 
воды, протекающей под сооружением, будет выражать наименование последней 
линии тока, совпадающей с поверхностью водоупора (см на рис. 18-6 линию 
тока ф4; ф4 =  д =  соп81).

Как видно, чннин тока (пинии ф =  сопь1) могут рассматриваться как 
«лннии равных расходов» (д =  сопн!). и указанном выше смысле.

■Г. Сивзь между функцией тока ф и потенциалом скорости ф. Сопоставляя 
уравнения (18-27) и (18-12), получаем следующие соотношения:

Йф
дх
дц>
дг"'

дф 
дт 

_  дф 
Ах

(18-32)

Именно эти соотношения н связывают 
функции ф и ф.

М ожно показать, что функция ф 
так же, как и функция ф, должна 
удовлетворять уравнению Лапласа.

дх2
г = 0 : (18-33)

сегки
Н, >  На > Ну >.И*; <р, <  <  <р9 <  <р.

счедовательно. х|/ является гармониче­
ской функцией.

Функции ф  и ф есть сопряженные гармонические функции; зная <р, можно 
найти функцию ф.

5 . Гйдро динямическая сетка. Так как линии ф представляют собой живые 
сечения, то можно утверждать, что лннии ф и ф образуют о р т о г о н а л ь ­
н у ю  с е т к у ,  которая называется г и д р о д и н а м и ч е с к о й .  Ее можно 
построить для заданной области фильтрации, решив уравнение Лапласа для 
этой области.

Представим иа рис. 18-7 некоторый фрагмент такой сетки. Поскольку 
линии ф являю тся в то же время и линиями равного напора И. то  горизонты 
воды в пьезометрах П, приключенных к разным точкам одиой и той же 
линии ф, должны устанавливаться в одной горизонтальной плоскости; пре­
вышение этой плоскости иад плоскостью сравнения ОО будет давать величину Н 
для данной лннии ф.

О бозначим через Дф и Дф следующие величины

ЛФ =  ФЛ - Ф „ - , ;  ) (1М 4)

Дф =  Ф„ -  Фи-1- *

Если линии ф =  соп81 и ф — соп$1 проведены так, ч т о 1 Дф — Дф, т. е. если 
указанные линии проведены через одинаковые интервалы Дф и Дф, то  сетка 
должна получиться к в а д р а т и ч н о й :  любаи клетка такой сетки, например 
клетка аЬЫ, будет представлять собою криволинейный квадрат, характери­
зуемый условием

Д 5 - Д о ,  (18-35)

где величины Дх и До показаны на чертеже.

1 Заметим, что ф и ф имеют одинаковую 
см2/с или м2/с [см. зависимость (18-9) н (18-31)].

размерность- [^ ] :[г ]  напрнмер.



Если в сыном случае линии АА. ВВ, СС и т д. (см чертеж) представляют 
собой лииии ф. а линии 1 — 1. 7~ 2. 3 —1 и г. д . - линии ф. то  в другом 
возможном случае (однородного грунта) А А, В В, СС  и т  л будут представлять 
собой линии а 1 — 1, 2—2, 3 —3 и т. д .-л и н и и  ф

Таким образом, данная сетка характеризует две кинематические схемы Эти 
схемы называются в з а и м н ы м и  (прямой и обратной).

в 18-7. ОБЩИЕ УКАЗАНИЯ 
О М А Т Ь М А I ИЧЕСКОМ РЕШЕНИИ Н. Н. ПАВЛОВСКОГО. 

МЕТОДЫ ТЕХНИЧЕСКОЙ ГИДРОМЕХАНИКИ

Как отмечалось выше, при решении вопросов резко изменяющейся 
фильтрации методами мвтематической теории, нам приходится отыскивать 
такую функцию Н {х ,г )  или ф (л. г), которая удовлетворяла бы уравнению 
Лапласа, а также соответствующим граничным условиям. Зная указанную 
функцию, 1егко найти ч]/( х, Д  причем пользуясь зависимостями ф(х. г) и 
\|/(х, г), мы можем построить гидродинамическую сетку Располагая же гидро­
динамической сеткой, полученной для данного конкретного случая, можио легко 
реш ать (см. ниже) все практические задачи, поясненные в $ 18-1.

Основным и самым трудным вопросом здесь является решение уравнения 
Лапласа (отыскание функции Ф или НУ При решении этого уравнения для 
различных схем подземного контура прихидип* но юваться спениачъными 
математическими методами: метоШши функции ко '' ем «го ог ременного, 
в частности, методом конформных отображений и г п. Этот вопрос рассматри­
вать ке будем -  он изучается в математической физике

Надо отметить, что окончательные распет м е  зависимости, полученные 
Н. Н. Павловским методом математической теории фичьтрасии. оказались на­
столько сложными, что по 1ьзоваться ими в практической обстановка, как пра­
вило, ие представляется возможным (в эти ; иV сти входят различные 
специальные функции: эллиптические интегралы гиптн кие синусы и т. п.) 
Громадное большинство практически важных . 1яч юо- а  не может быть 
решено до конца методами математической гидр механики, в связи со слишком 
большими трудностями, встречающимися при таком решении

Как отмечалось ранее, математическая теория фи ьтрации представляет 
главным образом научный интерес На бл ч» этой теории можио разрабатывать 
практические приближенные способы расчета Кроме того, пользуясь данной 
теорией, можно для некоторых простейших частных случаев составлять расчет­
ные графики, которые иногда могут находить применение в практике.

Учитывая такое положение, при построении ги ..релина чнческой сетки 
обычно приходится вовсе отказывагь■-■я пт указание.1 -» вьпие теоретического 
метопа и пользоваться или особым эксп ери ^  >вым м -тачом  — методом 
электрогидродинамических аиалогий (предложенным Н Н. П авю вским , см 
§ 18-11), или графическим методом (предложенным Ф. Форхгеймером). согласно 
которому линии ю ка и равного напора провс гятся сперва п р о с т  на глаз; 
затем  положение их уточняется до тех пор Пч вг-лочу (по всей обаасти 
фильтрации) не получим квадратичную о; 1ою налып>о сетку, образованную 
линиями ф и Д ля не очень < южных ехгм ри и м  тн м опыте гидра 
намическая сетка может быть построена графическим достагочио
правильно.

В связи со сложностью построения гидродинамической сетки в литературе 
появились гак же различные инженерные (технические) методы, которые позво­
ляют решать главнейшие практические задачи, не прибегая к построению 
гидродинамической сетки. В основу и х  разработки обычно кладется теория
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фильтрации Н. Н. Павловского Это «метод фрагментов» Н. Н Павловского, 
относящийся только к особому (частному) случаю плотины -  плотины системы 
А. М. Сенкова при неглубоком расположении водоупора; методы виртуальных 
длин В. С. Козлова и асимптотических решений С Н. Нумерова, относящиеся 
только к редко встречающемуся частному случаю обычных плотин при неглу­
боком расположении водоупора (когда водопроницаемое основание плотины 
можно рассчитывать, как горизонтальную трубу, имеющую далеко отстоящие 
друг от друга отдельные местные сопротивления; см. гл. 5); метод коэффи­
циентов сопротивления Р. Р. Чугаева, относящийся к общему случаю обычной 
плотины, расположенной иа однородном водопроницаемом основании любой 
мощности [18-10].

|  18-8. ГИДРОДИНАМ ИЧЕСКАЯ СЕПСА 8  СЛУЧАЕ 
ГИДРОТЕХНИЧЕСКОГО СООРУЖ ЕНИЯ

Представим, для примера, на рис. 18-8 гидродинамическую сетку в случае 
одношпунтового флютбета В отношении этого чертежа сделаем следующие 
замечания.

Рис. 18-8. Гичргммгаммческая г-етка в случа* гидрот •• 'и ч п м ю  .ооружеиия

1) две линии тока всегда заранее известны. С0 и Сэ: равным образом 
заранее (до- выполнеггия расчета) известны две лннии равного напора: С| и С2 ;

2) так как линии равного напора ортогональны линиям тока, то
аг все линии равного напора должны быть ортогональны подземному 

контуру и поверхности водоупора;
б) вс •- линии тока должны быгь ортогональны дну верхнего и дну ниж­

него бьефов;
3) величина фильтрационного расхода воды, движущейся между даумя 

линиями тока, постоянна по длине потока
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Рассмотрим линию тока АСВ. В ее точке А напор Н  =  Н1у в точке В 
напор И = И2. Очевидно, жидкая частица, двигаясь вдоль линии тока АСВ  
о т  границы С\ до  границы С2, теряет напор:

(Ь,)ив =  Ь, -  ^  =  2 . (18-36)

Таким образом, можно сказать, что «напор на сооружении» 2  представляет 
собой потерю напора при фильтрации воды под сооружением.

Рассмотрим линию рав­
ного напора (живое сечение) 
абщ приключив к ее точке С 
пьезометр П. Горизонт воды 
в этом пьезометре будет 
стоять иа уровне некоторой 
горизонтальной пьезометри­
ческой плоскости Р —Р. ОТ-и 
вечаюшей данному живому 
сечению. И з чертежа видно, 
что величина (Ь,Ьс (отмечен­
ная на чертеже) представляет 
собой потерю напора на 
длине А С рассматриваемой 
лннии тока: в е т ч и н а  же (Мее 

является потерей напора на длине СВ  рассматриваемой линии тока:
(Ь,)лс +  (Ь,)св =  2 .  (18-37)

Если линии равного напора условимся проводить так. чтобы их наимено­
вания отличались друг от друга на величину, равную 0,12, то наименование 
этих линий будет таким, какое указано на чертеже. С амо собой разумеется, 
что снижение напора вдоль любой линии тока, на участке ее между соседними 
линиями равного напора, должна составлять при указанном условии величину, 
равную 0,12 . х

В заключение укажем, что Н. Н. Павловским были, в частности, теорети­
чески решены две следующие простейшие схемы сооружения, так называемые:
а) ч и с т ы й  ш п у н т  (рис. 18-9,а); б) п л о с к и й  ф л ю т б е т  (рис. 18-9,о).

В результате такого решения оказалось, что в случае Т =  сс  (т. е. когда 
водоунор находится нв бесконечной глубине) линии тока для этих схем пред­
ставляют собой эллипсы, а  линии равного напора — гиперболы.

|  НЕКОТОРЫ Е ОСОБЫ Е СВОЙСТВА Г1|Л1’О Д И 1К М И ЧЕГК О Й  * Е1КН 
ПРИВЕДЕННЫ Й НАПОР н  п р и в е д е н н ы й  РАСХОД

В теории фильтрации доказываются следующие четыре положения.
I) если две о д н о р о д н ы е  области фильтрации геометрически подобны, 

то гидродинамические сетки для этих двух областей также геометрически 
подобны (здесь имееется в виду, что для указанных двух областей имеет место 
надлежащее соответствие и геометрическое подобие граничных живых сечений 
С! и С2, а  также граничных линий тока С0 и С3; см. рис. 18-8):

1 Говоря о  снижении напора по длине линий тока (или элементарных струек) лами­
нарного потока грунтовой воды, следует учитывать, что поясненная в § 4-13 «функция 
диссипации механической энергии», найденная для так называемой «жидкости Ньютона», 
не относится к рассматриваемому здесь случаю движения грунтовой воды (когда мы 
пользуемся другой моделью — так называемой «жидкостью Дарси»).

Рис. 18-9. Гидродинамические сетки в случаях чистого 
шпунта (а) и плоского флютоета (б)
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2) в случае однородного грунта форма гидродинамической сетки и наиме­
нование линий равного иапора вовсе ие зависят от коэффициента 
фильтрации; от коэффициента фильтрации зависит только расход (см. 
ниже п. 4);

3) ф орма (начертание) гидродинамической сетки, полученной тля сооруже­
ние (см., например, рис. 18-8) вовсе не зависит от величины напора на соору­
жении X, а также от величин Л, н И2 (глубин воды в верхнем и нижием 
бьефах); с  изменением величии 2 .  И1 и И2 изменяется только наименование 
имеющихся линий равного напора и пиний тока,

4) величина расхода </ прямо пропорциональна напору на сооружении X  
и прямо пропорциональна коэффициенту фи 1ьтра>ши к.

Учитывая эти положения, заключаем, что исходя из имеющегося решения 
квкой-либо схемы (обласш  фильтрации), легко можно получить решения для 
любой другой схемы, характеризуемой лю бым коэффициентом фильтрации, 
и любыми X . в* и если только зта схема геометрически подобна решенной 
схеме.

Представим на рис 18-10. а д е й с т в и т е л ь н у ю  (заданную) схему соору­
жения. И зобразим далее иа рис. 18-10,6 схему, отличающуюся от действительной 
только величиной коэффициента фильтрации и гчубинами воды в бьефах. 
Примем для схемы на рис. 18-10.6:1

*= 1; иг = 0; 2 = 1. (18-18)
Схема, характеризуемая условиями (18-38), называется п р и в е д е н н о й  

с х е м о й .  Величины напора и удечьного расхода для приведенной схемы 
принято обозначать соответственно через Нг и цг Этн величины связаны с  И  
и 17 для действительной схемы (рис. I К-10. а) следующими зависимостями 
(пчоскость сравнения считаем проведенной на уровне лиа нижнего бьефа).

(18-39)\НА =  Н2 + Х { Н ,и

ЛГ2<7гТ) (18-40)

где И А — напор в некоторой произвольной точке А действительной схемы; 
(Иг)л  — напор в соответственной точке А приведенной схемы.

1 Выписывая (условно) в соотношениях (18-38) к — 1 и X  = 1, имеем в виду, что 
обе эти именованные величины должны выражаться с испотьчованием одного и того 
же линейного размера (м, см н т. п).
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Заметим, что Иг называется п р и в е д е н н ы м  н а п о р о м ,  а ^ - п р и ­
в е д е н н ы м  р а с х о д о м  Выполняя расчет, решают часто не действительную, 
а приведенную схему, так квк от  нее легко перейти при помощи зависи­
мостей (18-39) и (18-40) к действительной, которая: а) геометрически подобна 
приведенной и б) для которой

к  ф  1; 2 Ф  I.  (18-41)

При таком переходе учитываем прежде всего, что начертание гидродинами­
ческой сетки при замене условий (18-38) условиями (18-41) не изменится Далее, 
используя формулу (18-40), находим действительный удельный расход ц. Наконец, 
используя формулу (18-39), определяем наименование действительных линий 
равного напора (исходя из известного наименования линий равного напора 
для приведенной схемы).

Если условимся проводить линии равного напора через интервал в н \ 
наименовании, равный 0,12, то  для приведенной схемы получим следующие 
наименования линий равного напора (при плоскости сравнения ОО, показанной 
на чертеже): 1) 1.0; 2) 0,9; 3) 0,8;...; 10) 0,1; 11) ОД

Пересчитывая эти тайные по формуле (18-39), получаем для действительной 
схемы соответственно следующие наименования отдельных линий равного 
напора:

п н 1 = и 2 +  (я,),г = и2 +  1,02 =  и2 +  2 .
2) И2 = И2 +  0,92;
3) И ъ =  Иг + 0,82;

10) Н ю  = И2 + 0,12;
11) Н1 ] — И2 + 0,02 — И2.

$ 1И-1П. Р1 ШЕНИЕ ИРАК I ИНКС КИХ 1АДАЧ ПНИ ПОМОЩИ
ПРЕДВАРИТЕЛЬНО ПОСТРОЕННОЙ ГИДРОДИНАМИЧЕСКОМ СЕТКИ

Будем пользоваться чертежом иа рис. 18-8, причем будем как и выше рас­
сматривать только плоскую задачу.

1 . Построение зпюры нротиводавления. Эпюра противодавления выражает 
величину давления, действующего снизу на сооружение со стороны фильтра­
ционною потока

Как отмечалось выше, напор в данной точке при направлении вертикальной 
оси « вверх выражается зависимостью (18-7). Введем обозначение-

а = — г.

где а — заглубление рассматриваемой точки под плоскостью сравнения О —О. 
которую будем намечать на уровне дна нижнего бьефа

Необходимо запомнить правило: пьезометрическая высота р/у в данной 
точке фи гыпрационного потока равна напору И  в *люй точке плюс заглубление 
ее под плоскостью сравнения:

(18-42)=  II  +  а.
I1

И мея в виду такое правило, можем наметить следующий ход построения 
эпюры противодавления:

1) разворачиваем подземный контур сооружения (рис. 18-8) в горизонталь­
ную прямую 1 —2 —3 — ... — 7 (рис 18-11);

2) строим эпюру папоров вдоль развернутого подземного контура (см. 
фигуру / —А ~ В —7 —1 на рис. 18-11); ес !и  й точке т  подземного контура
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(рис. 18-8) ивпор равен И„, то при построении эпюры напоров величину Нп 
откладываем, как показано иа ряс. 18-11, саму величину Нп легко можно 
определить, руководствуясь имеющимися линиями равного напора (см. рис. 18-8);

3) откладываем вниз от прямой 1—7 (рис. 18-11) заглубления точек под­
земного контура под плоскостью сравнения; при этом получаем эпюру заглуб­
лений 1 — 2 '—3‘—4 '— 7 — 1 точек подземного контура. Очевидно, полученная 
фигура 1 — А — В —7 —6 —4' —2 '—1 будет представлять собой искомую эпюру 
давлений вдоль подземного контура, так как квждая вертикальная ордината 
этой фигуры равна И  +  а.

Рнс 18-11 Изменение напора и давления Рис. 18-12 Эшора даале-
вдолъ подземного контура пня, действующего на го­

ризонтальные элементы 
подземного контура.

Д ля статического расчета плотины обычно представляет интерес только 
давление, действующее на горизонтальные элементы подземного контура 2 —3 
и 5 —6. И мея это в виду, остальные части найденной эпюры (см. плогцади, 
заштрихованные на рис 18- 1 1 ) отбрасываем; сдвинув фигуры 1 и / / ,  оконча­
тельно получаем эпюру противодавления в виде, изображенном на рис 18-12. 
Вертикальная сиза противодавления выражаемая 
этой эпюрой, должна прохслить через центр тя­
жести эпюры Ц Т  (рис. 18-12). Величина силы № 
приходящейся на 1 ед. ширины фильтрационного 
потока (измеренную перпендикулярно к плоскости 
чертежа), равна плошали построенной эпюры, умно­
женной на удельный вес воды

Высота уступа Им% показанного на рис 18-12, 
дает потерю напора на шпунте, т. е разность напо­
ров в точках 3 и 5 подземного контура (рис 18-8).

2 . Оиределенне У и и в  любой точке области 
фильтрации. Положим, что необходимо иаити пьезо­
метрический уклои У в точке М (рнс 18-13). С  этой 
целью через точку М  проводим вспомогательную 
линию тока аЬ. При этом величина 3  выразится 
зависимостью

3 =  " "  (18-43)
аЬ

Где Н„ и Ня+г — наименование ближайших к точке М  линий равного иапора; 
аЬ — длина участка вспомогательной линии тока между указанными линиями 
равного напора; на длине аЬ теряется напор, равный Ия — Ия+1.

Рис 18-13. Определение гра­
диенте У и скорости и в точке 
М  (по гидродинамической 

сетке)
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Зная величину 3, определяем скорость фильтрации и в точке М  по формуле

и = и  = к И ' ~ Л " - 1 ; (18-44)
иЬ

само собой разумеется, что вектор скорости и должен быть касагелен к линии 
аЬ и направлен в сторону падения напора.

Заметим, что в точках перелома подземного контура 2, 4. 6 (рнс. 18-8) 
величина У согласно решению теоретической гидромеханики равна бесконеч­
ности.

3е. Опредс тение фильтрационного расхода. Зная скорость и в  точке М. можем 
найти расход Ад воды, текушей между соседними линиями тока и *К+т 
(рис. 18-13). Очевидно,

Д ̂  =  ис^, (18-45)

где ей — длина линии, показанной на рис. 18-13 (расстояние между и фя-ц).
Чтобы найти полный удельный расход ц воды, фильтрующей под сооруже­

нием, выбираем какие-либо две линии равного напора (например, линии Ну 
и Н%, показанные на рис. 18-8), причем рассматриваем отсек основания, заклю­
ченный между нимн; вверху этот отсек должен упнрагься в подземный контур, 
внизу -  в водоупор. Данный отсек основания разбивается линиями тока на 
несколько криволинейных квадратов, из которых каждый сходен с квадратом, 
изображенным иа рис. 18-13. Найдя для каждого квадрата величину Д<? по 
формуле (18-45), подсчитываем полный удельный расход </. суммируя величины 
Дд для всех квадратов.

Подставляя в (18-45) величину и по (18-44), получаем

ДЧ =
аЬ

Так как Дд = соп51 (вдоль течения] для той части области фильтрации, которая

«/
ограничена двумя соседними линиями тока, то отношение =  для всех криволинеииыхоЬ
прямоугольников сетки, образующих эту часть области фильтрации, должно быть оди­
наковым (если линии равного напора проведены через равные интервалы: Нл — *=

=  соп$1). Для кватратичной сетки указанное отношение 4= =  1.0.
аЪ

4 . Построение эпюры выходных скоростей. Практически важно знать вы­
ходные скорости и по линии дна нижнего бьефа (по тин и и С2). так как именно 
здесь скорее всего может произойти размыв грунта фильтрационным потоком. 
Д ля построения эпюры выходных скоростей (см. график в верхней правой 
части рис. 18-8) помимо формулы (18-44) можно использовать также зави­
симость

где и„ы* — скорость в некоторой точке М, намеченной иа линии С2 (рис. 18-8); 
Д о — расстояние между соседними линиями тока (между которыми намечена 
точка М), измеренное вдоль пинии С2; Д# — элементарный расход, относящийся 
к элементарной струйке, ограниченной упомянутыми линиями тока и найденный, 
как указано в п. 3 .
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§ №11. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЙ МЕТОД 
ЭЛ1КПРОГИДРОДИНАМИЧЕСКИХ АНАЛОГИЙ (МЕТОД ЭГДА)

б) в случае электрического
тока

Ь = - 1 ~ ,  118-47")
Д5

где 6 — плотность тока (т. е. 
величина тока, приходящаяся 
на 1 кв. единицу площади по­
перечного сечения проводника), 
с — коэффициент электропро­
водности ; V  — электрический 
потенциал.

Как видно нз (18-47') и 
(18-47") величинам и. к. И  (в 
случае движения грунтовых вод) 
отвечают соответственно вели­
чины 6, с, I / (в случае электри­
ческого тока). Известно, что 
функция V  так же, как и функ­
ция Я , должна удовлетворять 
уравнению Лапласа.

При построении гидроди­
намической сетки по методу 
ЭГДА поступают следующим 
образом.

Положим имеется схема гидросооружения показанная на рис. 18-14. и. 
Из какого-либо электропроводящего материала (с миколя, электропроводной 
бумаги и т . п.) вырезают модель основания, которая должна быть геометрически 
подобной дейстянтельному водопроницаемому основанию (рис 18-14.6). После 
этого к границам модели С , и  С2 прилагаю т шектрические шины, которым 
сообщ аю т потенциалы (ОшЬ и (1/шЬ- П од действием разности потенциалов 
А1/ = (1/ш)| — в модели основания возннкае! электрический ю ь  (постоян­
ный).

Разность потенциалов АН  считают равной единице.

Рис 18-14. К методу ЭГДА. а — аействительиое 
сооружение, б —мотель основания, выполненного 

из электропроводной бумаги

М етод ЭГДА был предложен Н Н. Павловским в 1921-1922 гг. По этому 
методу можно построить гидродинамическую сетку для области фитьтрации 
сколь угодно сложной формы Данный м етод основан на математическом 
подобии, имеющемся между движением воды в грунте и постоянным этевпри- 
ческим током в проводнике.

Действительно:
а) в случае грунтовых вод

и =  - к —  : (18-47)Д5

ДС =  1,0; (18-48)

линии равною  потенциала на электропроводной модели нащупывают иглой 
при помощи особого устройства (оси спи иного на прииинпе мостика V н тстоиа).
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Полученные линии |/= с о п 5 1  (С- ж =  1.0; 1/2 = 0 .9 ; У 3 = 0 ,8 ; ... .  17,о =  0.1: 
Е.‘ц  — 0) принимают за линии равного напора (за живые сечения фильтра­
ционного потока). Наименование их устанавливают по известной формуле 
(18-39):

И  =  И2 +  2 Н Г

1де Иг считается равным V :

\Н ,)г — 1.0:
1Нг)2 =  0,9;

(//г)1О-0Д.
(*,),! = 0.

Линии тока обычно строят графически проволя их ортогонально х най­
денным линиям И  =  соп81 Д ля однородного грунта тинии тока можно построить 
гак же как и линии Я  =  соп5Г; при этом только этектрические шины следует 
прикладывать к границам Сп и С 3 модели и рассматривать схему, о б р а т н у ю  
заданной (см. § 18-6, п. 5 ).

Как видно, при работе по методу ЭГДА следует различать два разных 
устройства.

1) модель области фильтрации, выполненную из электропроводного ма­
т е р и а л ;

2) электрическое приспособление, при помощи которого можио пропускать 
через модель постоянный электрический ток в нужном направлении и измерять 
величину электрического потенциала в различных точках модели

Выше мы рассмотрели плоскую задачу о напорной фильтрации в одно­
родной изотропной среде. Надо име1ь в виду, что метод ЭГДА при исполь­
зовании соответствующего электропроводящего материала позволяет поем роить 
ги фодинамическую сетку и для неоднородной области фильтрации (к ^  соп«1), 
а также для случая анизотропного грунта. П о методу ЭГДА можио решать 
задачи и о б е з н а п о р н о й  фильтрации. Здесь только кривую депрессии 
приходится находить п о д б о р о м ,  постепенно подрезая электропроводную 
бумагу и добиваясь при этом, чтобы для всех точек кривой депрессии было 
соблю дено известное условие г  ~  И

Создавая электропроводящие моде 1и пространственного вида (с приме­
нением иногда электропроводных жидкостей), мы можем реш ать по методу 
ЭГДА и пространственные задачи: впрочем решение таких пространственных 
задач иногда оказывается сопряженным со значительными трудностями (чнето 
технического характера).

I  18-12. МЕТОД КОЭФФИЦИЕНТОВ СОПРОТИВЛЕНИЯ Р. Р. ЧУГЛЕВа

М етод коэффициентов сопротивления был предложен Р. Р. Чугаевым 
в 1953—1956 гг. Этим методом следует пользоваться при фильтрационном 
расчете гидротехнических сооружений, расположенных на однородном нескаль­
ном основании, когда в таком основании возникает п л о с к и й  напорный 
фильтрационный поток *. Как было отмечено в конце § 18-7, метод коэффи­
циентов сопротивления, являясь чисто инженерным методом, позволяет решать

1 Данный метод включен в Технические условия и нормы Министерства электро­
станций (ТУиН № 125—571, а также был утвержтен в СИнП П-И. 1 2 -6 7  для приме­
нения в практике плотиностроення [18-10, 18-7].
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глввнейшие практические задачи фильтрации, например, определять величину 
противодавления, находить максимальный выходной градиент напора иа поверх­
ности дна нижнего бьефа и т. п Эти главнейшие задачи решаются без 
построения гидродинамической сетки. Впрочем, согласно методу коэффициентов 
сопротивления, с некоторым приближением в ряде случаев представляется 
возможным построить и гидродинамическую сетку [18-7].

1 . Общая идея метода. При фильтрации воды под плотиной в общем 
случае получаем р е з к о  и з м е н я ю щ е е с я  движение (рис. 18-15,а); обозначим 
для такого случая плотины противодавление и максимальный выходной пьезо­
метрический уклон соответственно через и (Лы*)о-

В частном случае, когда водоупор расположен близко к поверхности 
земли (величина Т  м ала; см. рис. 18-15,6), задача значительно упрощается, 
в этом  случае мы получаем по существу т и н е й н у ю  задачу о  ламинарной 
фильтрации воды в г о р и з о н т а л ь н о й  т р у б е ,  имеющей отдельные местные 
гидравлические сопротивления (на шпунтах и т. п.)1 Расчет такой трубы при 
т у р б у л е н т н о м  движении воды в ией изучался в гл 5; величину потерь 
напора Ьт в пределах отдельных фрагментов трубы мы вычисляли при турбу­
лентном движении по формуле

где С — коэффициент сопротивления, определяемый, как правило, на основании 
экспериментальных данных Зная величины С, для отдельных фрагментов трубы 
(Ць Сг» Са. •■■). затем считали, что общая потеря напора X  распределяется 
между отдельными фрагментами (последовательно расположенными) прямо 
пропорционально их реличинам ц.

В случае л а м и н а р н о й  фильтрации в горизонтальной трубе (рис. 18-15,6) 
расчет должен несколько измениться (упроститься). При таком движении, как 
отмечалось выше, скоростным напором следует пренебрегать, вместо же фор-

1 Этот частный случай являс гея особенно простым, когда отдельные местные сопро­
тивления располагаются достаточно далеко друг от друга (не влияют друг на друга). Как 
было отмечено в § 18-7, именно такой простейший случай (случай р а с п л и с т а н н о й  
схемы подземного контура) рассматривался ранее (иногда не совсем удачно) рядом авторов 
(С. Н. Нумеровым и др.: об этом случае см. ниже п 1 Г). Некоторые авторы доя расчета 
указанной трубы пытались использовать метод фрагментов Н Н. Павловского, предло­
женный им только для расчета плотины особого вила (плотины А М- Сенкова). Однако 
»ги попытки не име ж успеха.

Рис 18 15 К пояснению общей идеи метода коэффициентов 
сопротивления: а  - плоская задача о резко изменяющемся 
движении воды под плотиной. 6 -  линейная задача о фи !ьт~ 
рации в горизонтальной трубе (фиктивная эквнватентная труба)

(18-491)
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гиулы (18-49') для определения потерь напора в пределах отдельных фрагмен­
тов следует пользоваться лависимостью Павловского—Форхгеймера [18-7]:

Л/ =  С - | ,  (18-49 )

причем здесь величина коэффициента сопротивления ь может быть найдена 
теоретическим путем (см. ниже). Очевидно, и прн ламинарном движении во ты 
в трубе потеря напора 7, должна распределяться между отдельными фрагмен­
тами трубы прямо пропорционально их коэффициентам сопротивления 
Обозначим величину противодавления и величину максимального выходного 
градиента в случае ламинарной фильтрации в трубе (рис. 18-15.6) соответственно 
через IV 6 и (Ль,*)*.

И мея а виду исключительную простоту расчета указанной трубы (по обще­
принятому хорошо проверенному в практике методу коэффициентов сопро­
тивления) нами было предложено для расчета действительную схему сооружения 
(рис. 18-15,а) заменять ф и к т и в н о й  э к в и в а л е н т н о й  трубой (рис. 18-15,6), 
размеры которой подбираются таким образом, чтобы величины И'',, и (Л ых̂ , 
найденные для этой трубы, оказались равными искомым величинам \У0 
и (ЛыЛ:

к »  =  и '. ;  и , ы*)о =  (Л ы*)«. н  8-50)

Оказалось, что такая задача может быть решена. Несмотря иа го. что 
фильтрационный поток на рис. 18-15,6 не имеет никакого внешнего сходства 
с фильтрационным потоком на рис. 18-15, о. все же представляется возможным 
найти для трубы иа рис. 18-15,6, имеющей верхнее очертание тождественное 
заданному подземному контуру, такой размер Гр^,, ири котором будет удов­
летворяться условие (18-50) (см. [18-7]).

И з сказанного ясно, что расчет по методу коэффициентов сопротивления 
должен разбиваться на два этапа:

1-й э т а п  (основной): замена действительного основания плотины фиктив­
ной эквивалентной трубой, имеющей определенный размер (н верхнее 
очертание тождественное заданному подземному контуру);

2-й э т а п :  расчет полученной фиктивной трубы по методу коэффициентов 
сопротивления (см. гл. 5) с учетом формулы (18-49 ). Здесь, разумеется, прихо­
дится определять коэффициенты сопротивления ц для различных участков фик­
тивной трубы, выяснять взаимное влияние отдельных местных сопротивлений 
(в том  случае, когда они расположены на небольшом расстоянии друг от друга), 
интересоваться величиной скоростей в отдельных точках рассматриваемой 
фиктивной трубы и т. п.

Дополнительно, используя поясненный метод, вводим особое допущение, 
касающееся формы пьезометрической линии Р —Р  для подземного контура 
сооружения (рис. 18-16). Как видно из рис. 18-16, такую пьезометрическую 
линию принимаем, как и для обычного трубопровода, в виде п р я м о л и ­
н е й н о й  л о м а н о й  л и н и и  V —2 '—3’—4 '—5' —6‘. Из рисунка видно, что 
потери напора Ии  йпь являются м е с т н ы м и  потерями, отвечающими 
соответственно: входному шпунту 1—а —2 ; внутреннему шпунту 3 —6 —4; вы­
ходному шпунту 5 —в —6. Потери же напора №ц и являются потерями 
иапора по длине горизонтальных элементов подземного контура 2—3 и 4 —5

2°. Задачи, решаемые по методу коэффициентов сопротивление. Основные 
принимаемые обозначения. Пользуясь рассматриваемым методом, можно решать 
следующие т р и  основные задачи:

1) строить эпюру противодавления для горизонтальных элементов контура, 
определять напор на нижнем конце (на острие) низового (выходного) шпунта
600



или зуба и находить особый пьезометрический уклон контролирующий 
так называемую фильтрационную прочность грунта основания;

2) определять максимальный пьезометрический уклон ./вьи на поверхности 
дна нижнего бьефа (в точке 6; рис 18-16);

3) определять фильтрационный расход.
При решении перечисленных задач следует задаваться совершенно опреде­

ленным размером фиктивной эквивалентной трубы, т. е. размером Гр„сч 
(рис. 18-15,6) Оказывается что глубина Трасч, определяющая расчетное поло­
жение водоупора. должна быть в общем случае р а з л и ч н о й  для указанных 
выше трех фильтрационных за д ач 1.

Далее через Т'рлсч, Т'^1СЛ и Т"'асч бутем обозначать заглубления расчетного 
водоупора, принимаемые соответственно при решении 1-й. 2-й и 3-й фильтра­
ционной задачи. Через Тл условимся обозначать заглубление д е й с т в и т е л ь ­
н о г о  водоупора. Заметим, что Гр*., н Т п всегда должны измеряться по 
вертикали от поверхности водоупора до  той точки подземного контура, которая 
расположена наиболее высоко.

При решении той или иной задачи необходимо предварительно выполнить 
следующие операции

1) установить положение поверхности расчетного водоупора, т. е. найти 
размер фиктивной эквивалентной трубы, подвергаемой непосредственному рас­
чету по методу коэффициентов сопротивления;

2) исходя из найденных величин ТраСЧ, определить численные значения 
коэффициентов сопротивления ц д л я  о т д е л ь н ы х  э л е м е н т о в  п о д ­
з е м н о г о  к о н т у р а .

Решение первого отмеченного вопроса основывается на использовании 
введенного нами понятия а к т и в н о й  з о н ы  ф и л ь т р а ц и и .

3 . Понятие активной зоны фильтрации. Покажем на рис. 18*16 некоторое 
воображаемое положение водоупора В — В, определяемое размером Т. Пред­
ставим себе далее, что водоупор постепенно опускается и величина Т посте- 
пенно растет. Прн таком опускании водоупора пьезометрическая линия Р —Р

1 Обоснование этого положения здесь не приводим (см [18-7]).

'Поверхность расчетные войоупо/я* ЯлЩ 'ПС
'777777ГУ777777ТГ7*Ф 7// 7 / /  г' 'У / / /  V / / /  ■ ■ ' / /  ■ •

^Дейст вит ельный водоупор

Рис. 18-16. К расчету фиктивной эквивалентной грубы по методу 
коэффициентов сопротивления Р Р. Чугаева
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будет несколько деформироваться и фигура эпюры противодавления будет 
несколько изменяться. Интенсивность такого изменения вначале будет велика: 
по мерс дальнейшего опускания Л —Л интенсивность этого изменения будет 
постепенно уменьшаться, и, наконец, когда Т  достигнет некоторой величины

Т =  Т „  (18-51)

фигура эпюры противодавления при увеличении Т  практически перестанет 
^сформироваться В связи с этим можем утверждать, что эпюры противодав­
ления при Т =  оо и Т  — Г'як должны быть практически одинаковы. Величина Тщ. 
называется глубиной а к т и в н о й  з о н ы  ф и л ь т р а ц и и  п о  н а п о р у .

Если мы будем интересоваться не эпюрой противодавления а  выходным 
градиентом ./ВЫ|<, то оказывается, что с  увеличением Т  (по мере опускания 
водоупора) неличина Зъых вначале будет интенсивно расти, затем рост Л ых будет 
постепенно затухать, наконец, когда Т  сделается равным 7",',, рост 7 ВЫК практи­
чески прекратится. Величина называется глубиной а к т и в н о й  з о н ы  
ф и л ь т р а ц и и  п о  в ы х о д н о м у  г р а  д и е н т  у. Можно показать, что

Т « * 2 Г М -(18-52)

Для опрсде пения величины 7 ^  даются следующие формулы, подобранные 
в результате количественного анализа некоторых схем подземного контура, 
решенных Н. Н. Павловским.

Обозначим через /0 длину проекции подземного контура на горизонталь 
и через 50 длину проекции подземного контура иа вергикаль (см рис. 18-16); 
тогда:

а) для распластанного п о д з е м н о г о  к о н т у р а ,  когда

—  >  5, (18-53)
50

имеем

г;.=о,5 ̂
б) для п р о м е ж у т о ч н о й  с х е м ы ,  когда

3,4 « - ^ « 5 ,'о

(18-54)

(18-55)

Гв', =  2,55о; (18-56)

в) для з а г л у б л е н н о г о  п о д з е м н о г о  к о н т у р а ,  когда

1 « — >5 3,4, (18-57)

?аж =  0 ,8 %  4- 0 , 5 ^ ; (18-58)

г) для в е с ь м а  з а г л у б л е н н о г о  п о д з е м н о г о  к о н т у р а ,  когда

0 « —  «  1.0. (18-59)

а̂ж — +  0,31о. (18-60)

4Г. Определение разм ера фиктивной эквивалентной трубы . При определении 
размеров фиктивной трубы нам достаточно установить для нее величину 7 ^ ^
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(поскольку очертание трубы сверху принимается тождественным заданному 
подземному контуру). Здесь поступаем следующим образом.

1) При п о с т р о е н и и  э п ю р ы  п р о т и в о д а в л е н и я  величину Т^,ст 
принимаем равной:

а) если действительное заглубление водоупора Та К  Т ^.

Трасч =  Тп‘, (18-61)

б) если Та >  (например, когда Тв =  оо),

Трасч “  (18-62)

2. При о п р е д е л е н и и  м а к с и м а л ь н о г о  в ы х о д н о г о  г р а д и ­
е н т а  н а  п о в е р х н о с т и  д н а  н и ж н е г о  б ь е ф а :

а) если Гд <  Т ^ ,
Трщ,н ~ Тл; (18-63)

б) если Тл ^
Г ''асч= Г № (18-64)

3. При о п р е д е л е н и и  ф и л ь т  р а ц и о н н о г о  р а с х о д а  величину 
Т'^сч рсегда следует принимать равной

Т'^„ =  Та, (18-65)

т. е следует исходить из действительного положения водоупора.
Надо заметить, что при больших значениях Тд величину расхода по методу 

коэффициентов сопротивления можно найти только грубо приближенно.
5 . Общий ход расчета фнктнииого основания (фиктивной горизонтальной 

трубы). Имеем заданный подземный контур, а  также высотное положение 
горизонтов воды в бьефах; найдя расчетное положение водоупора Р —С (см. 
п. 4е), расчет, согласно методу коэффициентов сопротивления, выполняем сле­
дующим образом.

Разбиваем заданный контур на отдельные элементы (рис. 18-16)-.
1) входной и выходной элементы контура в виде, например, входного 

и выходного шпунтов (см. элементы 1—а —2  и 5 —в —6);
2) внутренний шпунт (см элемент 3 —6 —4); таких внутренних шпунтов 

может бы ть несколько; если величина 5  =  0, то вместо внутреннего шпунта мы 
получаем промежуточный вертикальный уступ 3 —4,

3) горизонтальные элементы контура (2—3; 4 —5).
Как видно, получаем только т р н  т и п о в ы х  элемента контура. Вдоль 

каждого из них теряется напор Нг . Потеря напора Н/ в случае ламинарной 
фильтрации выражается формулой (18-49').

Обозначим:
См и Свыл —к о э ф ф и ц и е н т ы  с о п р о т и в л е н и я  в х о д н о г о  и в ы х о д ­

н о г о  э л е м е н т о в  подземного контура;
Сш — к о э ф ф и ц и е н т ы  с о п р о т и в л е н и я  в н у т р е н н е г о  ш п у н -  

т  а  (при 5 =  0 вместо С,ш имеем ^ус);
^ —к о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я  г о р и з о н т а л ь н о г о  

э л е м е н т а  к о н т у р а ;
— с у м м а р н ы й  к о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я  всего под­

земного контура.
Для ри с 18-16

1 с = и + с ' г + и + с ; + и »  о в -е д
где Цг и Сг коэффициенты сопротивления соответственно для первого (2—3) 
и второго (4 —5) горизонтальных элементов.
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Можно показать, что численные значеиия коэффициентов  ̂ не зависят от 
направления фильтрации В связи с этим при одинаковых формах и размерах 
входного и выходного элементов контура и при одинаковых величинах Т  
имеем:

С.* =  Свы» (18-67)

Зная численные значения коэффициентов ^ для всех выделенных элементов 
контура, можно легко решать любые фильтрационные задачи.

6°„ Определение численных значений коэффициентов сопротивления. Для 
определения величин С, даю тся следующие расчетные формулы (подробнее см. 
[18-10; 18-8; 18-7]).

а) К о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я  в н у т р е н н е г о  ш п у н т а

и л и  у с т у п а  ^при 0 ,5 ^  1,0 и при 0 <  ^ - ^ 0 ,8 ^

0.5
и  = ^ - + 1 , 5 ^ - + -  ---- -- . (18-68)

Т' Тг 1 - 0 . 7 5 ^ -  * 2
где а — высота вертикального уступа; 5 — глубина шпунта; 7\ и Т2 — заглубле­
ния расчетного водоупора под подошвой сооружения с одной и с другой 
стороны ш п унта;1 всегда Т, >  Т2. причем Г, = Т 2 +  а.

В случае 5 =  0  получаем коэффициент сопротив тения вертика тьного уступа

(18-69)

когда Г , — Т2. формула (18-68) также несколько упрощается.
б) К о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я  в х о д н о г о  и в ы х о д н о г о  

э л е м е н т о в  к о н т у р а .
В общем случае

; . ,  = С.ых=Сш +  - ^  =  Сш + 0,44. (18-70)

где определяется, как указано выше (в п. «а»), в предположении, что 
данный входной или выходной шпуит является в н у т р е н н и м  шпунтом.

В частных случаях: 
когда 5 = 0 ,

С., =  и »  = С* +  0,44 =  ~  4- 0,44; (18-71)• I
когда 5 =  0 и а =  0, т. е. при так называемом п л о с к о м  входе или 

выходе,
С.* =  и ,  =0.44. (18-72)

В последнем случае входной ичи выходной фрагмент обращается в т о ч ­
к у , которой н отвечает указанное значение Су Э та величина “  0,44) может 
быть названа коэффициентом сопротивления ч и с т о г о  п о в о р о т а  потока 
на 90 .

1 На рис. 18-16 указаны три пары размеров 7\ н Т2\ каждая такая пара относится 
соответственно к I, 2 и 3 шпунтам. Заметим, что чертеж на рис. 18-16 выполнен 
в несколько искаженном масштабе-
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в) К о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я  г о р и з о н т а л ь н ы *  э л е ­
м е н т о в  к о н т у р а  (например, элемента 2 —3 ити 4 —5): 

при

\ > 0,5 (5, +  52) '(18-73)

величина
/ — 0,5 (^. +  л~а) ы т

(обозначения указаны на рис. 18-17); 
при

/ < 0 , 5 ^  +  52) (18-75)

величина цг для элемента 2 —3 принимается
Ь - а  (18-76)

7°. Построение эпюры противодавления. дей- 
ствуюшего на подошв; плогнны. Определив по 
найденной величине Т'р1КЧ (см. выше п. 3 ) по­
ложение расчетного водоупора н установив при 
таком его положении численные значения ко­
эффициентов сопротивления для отдельных эле­
ментов контура (см. п. 6"), строим пьезометрическую линию Р ~  Р  для 
горизонтальных элементов контура руководствуясь стедуюшим правилом.

полный напор на сооружении 2  [ т .е .  потеря напора вдень всего подземного 
контура) должен распреде гятъея между отдельными элементами контура 
пряно пропорционально численным значениям их коэффициентов сопротивления.

Согласно этому правилу, потеря напора (к/)„ на длине некоторого л-го 
элемента контура будет

( Ы , - - Д г ^  (18-77)2, ■э
где -  коэффициент сопротивления рассматриваемого п-го элемента контура.

Вычислив по форму ле (18-77) потерю напора на длине каждого элемента 
контура (Л*, Лп, Л|ц, й1У и йу)1, строим по этим потерям напора пьезометри­
ческую линию Р —Р  и получаем искомую эпюру противодавления (см плошадь, 
заштрихованную на рис. 18-16).

8°, Определение максимального выходною пьезометрическою уклона ка 
поверхности дна нижнего бьефа. Максимальный выходной градиент ./вых будет 
иметь место в точке б (см. рис 18-16).

Определив по величине 7 ^ст расчетное положение водоупора и установив 
при этом положении водоупора значения величину ./вых находим по фор­
муле, полученной исходя из решения С. Н. Нумерова, относящегося к схеме 
на рис 18-15,6,

Лы* =  4 -----^ г .  (18-78)
1 «2л

где

и*У51пВ К т г -1 г +1)}  (,8-79)
1 Вместо (ЛД|> №/-)ш и т. д. здесь пишем просто Ац, йщ и т. д.

Рис. 18-17. К пояснению фор­
мулы (18-74)
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здесь Г | — заглубление водоупора под дном нижнего бьефа (см. рис. 18-16, где 
указаны также величины Т2 и х, относящиеся к выходному шпунту).

Более точное значение я  можно определить по особому графику [18-10]. 
Для глубокого заложения водоупора, когда мы принимаем Т'^сч =  фор­
мула (18-78) дает несколько заниженное значение У1ЬМ. В связи с этим в правую 
часть формулы (18-78) следует вводить поправочный множитель, равный 1,1 

В случае так называемого ч и с т о г о  ш п у н т а  при действительном 
водоупоре, заложенном весьма п уб ок о , Звьп, согласно гидромеханическому 
решению Н Н. Павловского,

Лих = 0 .3 1 8 — (18-80)5

Умножая найденное Заык на коэффициент фильтрации к, находим наиболь­
шую скорость фильтрации иа поверхности дна нижнего бьефа (в точке 6).

9°. Оиределение фильтрационного рвсхота. Определив при Тр'а1Л = Та коэф­
фициенты величину удельного фильтраци0нн01 о  расхода находим по формуле

(18 81)

Как отмечалось, эгн ф орм \ла при больших значениях Та дает только грубо 
приближенное значение ц.

10°. Дополнительное замечание о пои росник эпюры протнводавлеиня. При
построении эпюры противодавления надо различать особый случай, когда вход­
ной или выходной элемент контура характеризуется соотношением (см 
рнс. 18-16)

у. <18-82)
г. е. когда подземный контур имеет входной или выходной элемент, близкий 
илн совпадающий с п л о с к и м  входом или выходом

При наличии соотношения (18-82) найденная выше потеря напора ^  или 
обозначенная на чертеже через Л; или йу. может инохда значительно 

отличаться от д е й с т в и т е л ь н о й  потери напора иа входном или выходном 
элементе. О бозначим л  у действительную потерю через (й^д или (й„ык)д

Расхождение в величинах Ь„, и (й„ж)я или й„ык и (й»ьп)л носит местный ха­
рактер в связи с  чем этим расхож лением часто можно пренебречь. Однако 
при желании указанную погрешность, возникающую при наличии соотноше­
ния (18-82), легко можно устрани 1 ь. При этом поступаем следующим образом

а) вычисляем действительные значения потерь напора (йаж)д и (й„ык)д по 
ф ормулам:

=  (Аш.Ол-бЙаш, (18-83)

где при

0Л ' ( Г 2 - 7 \ ) ^  1,0

(18-84)

предельное максимальное значение: 6 = 1 ;
б) зная н (/1вш)д, обращаемся к рис. 18-18, где РЛГР есть та пьезо­

метрическая линия, которая была построена выше (см. п. 6°).
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Откладывая, как показано на чертеже, отрезок (Л̂ иОц- получаем точку Л?; 
дачее на лниии РК 'Р  намечаем точку М  на расстоянии от  конца флютбета, 
равном 0.1/, где / — длина флютбета; затем соединяем точки N  и М  прямой. 
Искомая уточненная пьезометрическая линия будет иметь вид РМ/УР; участок 
М N 'N  отбрасываем.

11°. Способ удлиненной контурной .шмии. Этот весьма простой способ 
представляет собой графическое оформление метода коэффициентов сопротив­
ления. относящееся к распластанной схеме подземного контура [см. соотно­
шение (18-53)], а также к некогорым случаям 
промежуточной схемы [см. соотношение 
(18-55)].

Согласно данному способ) при построе­
нии >пюры противодавления поступаем сле­
дующим образом.

Определяем, как > казано в п. 4 , расчет­
ное заглубтение волоупора Т ^ .ч. Далее, исхо­
дя из этого положения водоупора, устанавли­
ваем величину Тср, представляющую собой 
с р е д н е е  заглубление водоупора под дном 
верхнего и нижнего бьефов, а также под 
отдельными горизонтальными участками под­
земного контура.

Затем разворачиваем заданный подзем­
ный контур (рис. 18-19, а) в горизонтальную прямую АВ, показанную на 
рис 18-19,6. Длина этой линии равна глине подземного конгура Ь,.

После этого от точек А и В  полученной линии соответственно влево 
и вправо откладываем горизонтальные отрезки, равные

Ао — 0,44 Т̂ р.

Рис. 18-18. Местное исправление по­
лученной пьезоме1ричсской линии 
в случае выходного элемента близ­

кого к «плоскому выходу»

При этом получаем у д л и н е н ­
н у ю  к о н т у р н у ю  л и н и ю  
А В', длина которой равна X.

Откладываем далее от точки 
А ’ по вертикали вверх отрезок, 
равный напору па сооружении 2 , 
получаем точку С . Соединяя точку 
С  с точкой В’ прямой тинией, 
получаем площади, показанные на 
рис 18-19,6 штриховкой. Эти пло­
щади представляют собой шюры 
напоров для горизонтальных эле­
ментов контура 2 —3 и 4 —5. При 
таком построении имеем в виду, 
что плоскость сравнения 0 0 ,  от 
которой отсчитываются напоры, 
проведена на уровне горизонта 
воды нижиего бьефа.

Получив указанные эпюры на­
поров, строим искомые эпюры 
противодавления. С  этой целью 

к ординатам найденных эпюр напора прибавляем величины заглубления соот­
ветствующих точек подземного контура под уровнем воды нижиего бьефа

Ту

Рис. 18-19 Построение эпюры п ретиво давлении 
для распластанных схем по способу удлиненной 

контурной линии Р. Р. Чугаева

607



Пользуясь данным способом, мож ио с некоторым приближением опреде­
лить также величину и величину напора на острие выходного шпунта 
[18-7].

Надо заметить, что введение в расчет двух поясненных выше отрезков л0 
позволяет нам учесть дополнительные потерн напора, возникающие в резуль­
тате поворотов фильтрационного потока (на 90 ). имеющих место в области 
входного и выходного элементов подземного контура. В остальном, согласно 
способу удлиненной контурной линии, напор вдоль линии подземного контура 
падает по т и н е й н о м у  закону (что и имеет место для рассматриваемых 
схем контура).

$ 18-13. ПОСТРОЕНИЕ ГИДРО ИЗО ГИ ПС БЕЗНАПОРНОГО ПОТОКА 
ПА ОСНОВЕ ЗАМЕНЫ ЕГО НАПОРНЫМ ПО  IОКО М  

(ПЛАНОВАЯ ЗАДАЧА)'

Рассмотрим два разных потока имеющих о ли паковое очертание (любого вила) 
в плане:

I п о т о к  {рис. 18-20, а): безнапорный, который назовем действительным, причем 
будем считать, что этот поток имеет вид, поэво!яюший заменить его >же знакомой нам 
«моделью Форхгеймера» (см. § 17-11);

*■&

Рис 18-20. К пояснению плановой задачи фильтрации

11 п о т о к  (рис. 18-20,6): напорный — в плоской горизонтальной «одели» (высотой, 
равной а), заполненной грунтом, имеющим тот же коэффициент фильтрации к, что 
и грунт, образующий упомянутую модель Форхгеймера; этот напорный поток будем 
называть «воображаемым».

Наметим на планах двух рассматриваемых потоков ряд линий тока 5. Обозначим: 
( пубины первого потока в различных точках его плана через Л; напоры второго 
потока в различных точках его плана через Н, причем плоскость сравнения ОО на­
метим, как указано на чертеже. Для любой точки плана первого и второго потоков 
( см. палример. точку /1) «расход в точке» ц (см. § 15-1) может быть представаен в виде:

а) для п е р в о г о  потока

Ч - - к к ~ .  (18-85)
*»

1 Данный вопрос был решен Ф. Форхгеймером. Некоторое развитие этого вопроса 
лано в работах В. И. Аравина.
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б) для в т о р о г о  потока

= —ка (18-86)

где Л и  И  являются функциями координат х  и >•.
Из сказанного ясно, что план каждого из двух потоков на рис. 18-20 может рас­

сматриваться как векторное поле «расходов в точке» д, выражаемых соответственно 
формулой (18-85) или (18-86).

Легко показать (см. § 18-4), что оба упомянутых векторных поля описываются 
уравнением Лапласа (18-18):

д2<р’ 1 Сгд> 
дх2 Су2

- =  0 , (18-87)

где <р' — потенциальная функция векторного поля ц, имеющая разные выражения для 
первого и второго пото- ,

для первого потока 
Лй;
г

для второго потока

<р =  ф'„ =  — каН. (18-89) , __Г _

р Тдьезомегприйес-
1------^Л.*(0Я мини я

4

Кривая 
/'депрессии

Щель
ш *’и в

Рис. 18-21. К пояснению замены безнапорного потока 
«плановым» напорным потоком

Действительно, вели- _  _  .1 |
ЧИНЫ ф', И ф'„ ЯВЛЯЮТСЯ )!?!■)1 чтИ....... ^
функциями только коор­
динат х  и у; частные же 
производные от функций 
(ф',) и (ф’п) по координа­
там даю т выражения, ко­
торые легко приводятся 
соответственно к зависимостям (18-85) и (18-86).

Подставляя (18-88) и (18-89) в (18-87), получаем, после сокращения постоянных, два 
разных дифференциальных уравнения второго порядка:

1 -е  у р а в н е н и е ,  относящееся к первому (действительному) потоку:

а» (А2) дг {ъ2)
дх2 ду*

=  0 ; (18-90)

2 -е  у р а в н е н и е ,  относящееся ко второму (воображаемому) потоку

е1н  в2н  „
1 ? -  +  1 7 - = а

(18-91)

Очевидно, что функции А (х, у) и И (х, у), входящие в эти уравнения, должны 
удовлетворять существующим условиям иа границах потоков.

Наложим друг на друга два рассматриваемых потока (рис. 18-21); пьезометрическая 
линня Р —Р  второго потока показана на этом чертеже штриховой линией. Дополни­
тельно поставим условие, чтобы иапоры Н1 и Н3 на границах второго (воображаемого) 
потока были равны:

=  А? и Н2 = /»г, (18-92)
где А, и А2 — глубины верхнего и нижнего бьефов действительного безнапорного потока 
(которые могут считаться заданными, как и очертание интересующего нас безнапорного 
потока в плане).

Сопоставляя при наличии пограничных условий (18-92) полученные выше уравне­
ния (18-90) и (18-91), видим, что д л я  в с е х  т о ч е к  о б л а с т и  ф и л ь т р а ц и и  
(рассматриваемой в плане) должно иметь место равенство (полученное Форхгеймером):

А2 =  И, (18-93)
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т.е. при соблюдении равенств (18-92) и при наличии плоскости сравнения ОО, про­
веденной по дну воображаемой щели, квадрат глубины И безнапорного потока 
(рис. 18-20, а) в т вой точке его плана равняется величине напора Я в соответственной 
точке плана воображаемого напорного потока, получающегося в горизонтальной щели 
(имеющей в плане то же очертание, что и действительный безнапорный поток).

Отсюда можно сделать следующий вывод: если наложить друг на друга планы 
действительного и воображаемого потоков (рис. 18-20), то линин И2 =  соп^, намеченные 
для действительного потока, будут в точности совпадать с линиями равного напора 
(линиями Я - сопя*.), построенными для воображаемого иапориого потока. Следовательно, 
линии Н = согоХ, т.е. г и д р о и з о г и п с ы  безнапорного потока, должны в точности 
совпадать с линиями Я  = соп$(. причем глубины Н, отвечающие гидронзогипсам дей­
ствительного безнапорного потока, будут определяться формулой:

Ъ - 1/ н ,  (18-94)

где Я  — величина напора, соответствующая чинии равного напора {Я = сопЯ), совпадаю­
щей с данной гидроизогипсой и построенной в предположении, что соблюдаются 
равенства (18-92) и что плоскость сравнения намечена, как указано выше.

Таким образом, для построения гидроизогипс (т. е в данном случае линий И *  
=  сот!) любого безнапорного потока, имеющего вид, близкий к «модели Форхгеймера» 
(рис. 18-20.а), необходимо найти (например, по методу ЭГДА) линии равного напора Я  
для воображаемого напорного потока в горизонтальной щели (рис. 18-20,6) с соблю­
дением отмеченных выше условий в отношении Я , и Нг [см. рис. 18-21 я формулу (18-92)]; 
далее, приняв эти линии за гидроизогипсы, следует определять для них глубины И 
по формуле (18-94).

Пользуясь этим методом, легко можно строить гидроизогипсы безнапорных пото­
ков, получающихся при фильтрации воды в берегах в обход устоев бетонных плотин, 
при фильтрации воды, поступающей в котлованы различной геометрической формы 
в плане и т. п. При решении таких задач исходную зависимость (18-93) иногда 
несколько преобразовывают: величину Я  выражают, например, через приведенный напор 
Я, (см. § 18-9) и т. п.
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