
ГЛАВА П Я Т Н А Д Ц А Т А Я

ПЛАНОВАЯ ЗАДАЧА 
ОБ \  СТАНОВИВШЕМСЯ БЕЗНАПОРНОМ 

ДВИЖЕНИИ ВОДЫ

§ 15-1. ОБШ ИЕ > КАЗАН ИЯ

Будем  р ассм атр и вать  то чь ко  турбулентное движ ение воды, отвечаю щ ее 
квадратичной о б л асти  соп роти влен и я  П редстави м  на рис. 15-1 безнапорны й 
резко и зм еняю щ ийся  в плане п оток воды . Н аправление осредненны х скоростей 
движения воды  эт о го  п отока  будем  с чи тать  близким  к горизонтальном у.

Д л я  р асчета  тако й  действительны й п о 
ток в соответствую щ их случаях м о ж н о  за 
менить с н еко то р ы м  приближ ением  услов
ным п о то к о м  («неполной воображ аем ой  
моделью »), и м ею ш им  внеш ние границы  
такие ж е, как  у  д ей стви тельн ого  потока, 
и о б л ад аю щ и м  след ую щ и м  свойством :

ж ивы е сечения устови ого  п о то ка  пред
ставляю т соб ой  цилиндрические поверх
ности с  верти кальн ы м и  образую щ им и.

Т ако го  р о д а  м о д ел ь  дей стви тельн ого  
потока х арактери зуется  р я д о м  особен 
ностей.

а) цилиндрические поверхности, п рове
денные о р то го н а л ь н о  к иамечеииы м  ци
линдрическим ж ивы м  сечениям  являю тся  
поверхностям и то к а ;

б) ж ивы е сечения в о о б р аж аем о го  п о 
тока и отм ечен ны е поверхности  тока, б у 
дучи сп р оекти рован ы  н а  го ри зон тальн ую  
плоскость, д аю т  н ам  д в е  си стем ы  линий 
(любой кривизны ), причем  совокупность 
этих двух си стем  о б р азу ет  в п лане ортого
нальную  сетку, ко то р у ю  м о ж н о  н азвать  
«гидродинамической сеткой».

в) в ерти кальн ы е с о ставляю щ и е осредненны х скоростей д л я  рассм атри ваем ой  
модели ту р б у л ен тн о го  п о то ка  р ав н ы  н улю ; при эт о м  давление вд о л ь  лю бой  
вертикали, проведенной внутри в о о б р аж аем о го  потока, распределится п о  линей
ному закону;

г) векторы  гор и зо н тал ьн ы х  осредненны х скоростей, относящ иеся к разл и ч
ным то чкам  л ю б о й  рассм атри ваем ой  вертикали , проведенной внутри  в о о б р а
ж аем ого п отока , леж ат в од н о й  верти кальн ой  плоскости.

О п и сан н ы й  условны й п оток  м ож ет бы ть н азван  м о д ел ью  В ер н ад ско го 2 
или « п л ан о вы м  потоком ».

1 Э та глава написана при участии А. А Турсунова.
2 Поскольку Н М. Вернадский в 1933 г. первый начал исследовать такого рода 

потоки и впервые применил такую модель [Н  М В е р н а д с к и й .  Теория турбу
лентного потока и ее применение в построении течений в открытых водоемах — 
В кн.: Материалы по гидрологин, гидрогряфии и водным силам.— М.: Теплоэлектро- 
проегт, 1933.}.

Рис. 15-1. Модель Вернадского («пла
новый поток»): а — вертикальный раз
рез потока, б — план потока (векторное 

поте рясходов ц\
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О б озн ачи м  через 1в скорость . я в л я ю ш \ю ся  средней из скоростей  и, отн о
сящ ихся к р азн ы м  точкам  верти кали  АВ , проведенной через произвольную  
точку А т а н а  п о то ка  (см. рис. 15-1). Л егко  видеть, что  в случае «планового  
п отока» каж д ая  то чка  е г о  п лана  характеризуется определенной ско р о стью  Vв.

Р авн ы м  о б р азо м  каж дая то чка  п лана  п отока  характеризуется вполне опре
деленны м  вектором  <?, д ли н а  (м одуль) к о т о р о го  равна

ц — й IV (15-1)

гд е  И — глубнна п о то ка  в  д ан н ой  точке. В связи  с  н и м  весь п оток в  плане 
м ож ет б ы т ь  представлен  как в е к т о р н о е  п о л е  вечнчин <?. м оду пи кото
рых вы р аж аю тся  зави си м о стью  (15-1).

В екторная величина ц пред
ставляет собой  п л о т н о с т ь  
р а с п р е д е л е н и я  р а с х о д а  в 
п л а н е  п о  р а с с м а т р и в а 
е м о м у  ж и в о м у  с е ч е н и ю ;  
эту  величину м ож но  н а зв а ть  «плот
ностью  расход а»  или « р а с х о 
д о м  в т о ч к е  п л а н а » -  Р азу 
м еется. не стечу ет  см еш и вать  у ка
зан н ую  векторную  величину со  
с к а л я р н о й  величиной ц, кото
рую  м ы  вы ш е н азы вал и  «удельны м  
расходом »

В дальнейш ем , пользуясь  зави
с и м о стью  (15-1), условим ся опус
к ать  индекс «в» у средней скорости  
ьв; о д н ако  это т  индекс всю д у  (в 

д ан н о й  главе) следует п од р азу м евать  у  скорости  г  н не см еш и вать  сред ню ю  
с ко р о сть  д л я  вертикали  (наприм ер, 1л я  вертикали  АВ: рис. 15-1.а )  с о  средней 
ско р о стью  д л я  ж и вого  сечення

Я сно, что  прн указанной постановке вопроса м ы  м ож ем , рассм атри вая  
план п отока, интересоваться, наприм ер, «удельной энергией вертикали» Э 
в т о ч к е  п л а н а  п о т о к а ;

Рис- 15-2 Пример потока 
охладитель)

плане /пруд-

Э = й  + (15-2)

(15-3)

а такж е критической глубиной  в т о ч к е  п л а н а  п о т о к а :

Г

где ц — д ли н а  (м одуль) векто р а  расхода  в точке п лана потока.
В качестве п ри м ера  действительны х потоков, ко т о р ы е  м ож но  д л я  расчета 

зам ен и т ь  м о д ел ью  В ернадского , приведем  следую щ ие:
1) н а  рис. 15-2 представлен та к  н азы ваем ы й  п руц -охлади тель; в то чке  А 

э т о г о  пруда сбрасы вается  расх о д  воды , прош едш ей через теп лоэлектро
станцию . где эта  вода нагрелась (при охлаж дении ею  тех илн д ругих агр ега
тов) д о  оп ределенной  тем п ер ату р ы ; в  точке В  п руда из н его  заби рается  рас
ход воды , охладивш ейся в пруде п п одаваем ой  снова на теплоэлектро
станцию . П ри  р асчете процесса охлаж дения воды  в пруде приходится интере
соваться поясненны м  вы ш е п олем  расходов

2) н а  рис. 15-3 представлен  план так назы ваем ой  подходной вы емки А, 
обеспечиваю щ ей п одвод  воды  к каком у-ли бо  водосливу Б . устроенном у, н апри
м ер, на берегу реки (сбоку плоти н ы  В). Здесь м ы  такж е получаем  поток,
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который можно для расчета заменить моделью Вернадского. Подобного рода 
подходные выемки проектируют так, чтобы получить безотрывное обтекание 
водой берегов этой выемки. В связи с этим берега данных выемох в плане 
должны очерчиваться по боковым граничным линиям тока рассматриваемого 
потока. Кроме того, подходная выемка должна быть запроектирована так. 
чтобы распределение удельных расходов ц воды вдоль фронта водослива Б 
было равномерным.

Примеры, приведенные на рис. 15-2 и 15-3, относятся к случаю с п о к о й 
н о г о  движения воды, когда И > Ик. т. е. глубины потока И всюду больше 
критической глубины А,.

Рио 15-3 Пример потока в плане (подход- Рис. 15-4. Пример потока в плане 
ная выемка А к водосливу Б) (бурный поток в ннжнем бьефе водо

сброса)

Достаточно часто в практике встречаются б у р н ы е  потоки, прн расчете 
которых также может быть использована поясненная выше модель. Д ля при
мера на рис. 15-4 представлен нижний бьеф какого-либо сооружения; бурный 
поток, поступающий в него го отверстия сооружения, шириной 6, растекается 
в пределах нижнего бьефа, как показано на чертеже [см. граничные линии 
тока 1 —2  растекающейся струи на схеме (а) и разрез этой струи по живому 
сечению 2 —2 на схеме (бД.

Надо подчеркнуть, что вопросы «планового движения» воды осложняются 
следующими обстоятельствами, существенными в практическом отношении:

1) в случае с п о к о й н о г о  движения (когда И >  0ц) при определенных 
условиях в том или другом месте потока мы можем получить отрыв «тран
зитной струи» от боковых стенок русла, причем в этом месте возникает 
в о д о в о р о т н а я  о б л а с т ь ,  имеющая (при рассмотрении осредненного 
во времени движения) вертикальную ось (рис- 15-2);

2) в случае б у р н о г о  движения (когда И < #1*) при определенных условиях 
на свободной поверхности потока могут возникнуть особые волны иногда 
большой высоты .1

С  тем чтобы в общих чертах пояснить вопрос об  этих волнах представим 
на рис. 15-5.а план быстротока, который имеет между сечениями 1—1 и I I  —I I

1 В случае бурного потока иногда могут возникнуть также и упомянутые выше 
водоворотиые области, но они здесь не имеют большого значения.
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сужение, образованное стенками АВ. При наличии такого сужения отдельные 
струйки бурного потока (см. на рис. струйки 1, 2, 3) набегают с большой 
скоростью на стенки АВ', прн этом свободная поверхность потока резко под
нимается кверху, что и обусловливает возникновение в о т .  Эти волны нала
гаю тся друг на друга и уносятся вниз по течению. В результате возникнове
ния гакнх волн (в данном примере положительных) и их интерференции 
свободная поверхность потока в месте его сужения и далее по течению при
обретает резко выраженную волнообразную форму [см. на рис. 15-5 схему (б),

где представлен продогьный 
разрез потока, н схему (в), где 
изображено поперечное сечеиие 
потока по линии МЛ/]|. Такого 
рода установившиеся, неизмен
ные во времени, волны (косые 
в плане по отношению к  про
дольной осн потока), возни
кающие на свободной поверх
ности потока в случае его 
деформации (в плане), суще
ственно изменяют ту картину 
движения воды в преде тах 
сооружения, которую мы опи
сывали в гл. 14, когда гово
рили только о  п л о с к о й  
з а д а ч е  движения воды в 
быстротоках. Волны (косые в 
плане) на свободной поверх
ности иногда достигают боль

шой высоты, причем нх часто приходится >читывать прн назначении размеров 
проектируемого сооружения (высоты бортов быстротоков и т. п.).

Вопрос об установлении границ водоворотных областей (в плане) в случае 
с п о к о й н о г о  потока, затронутый нами на стр. 511, как мы видели, осложняется 
в частности, тем, что при наличии спокойного движения всегда приходится 
учитывать потери напора; в этом случае силы трения являются соизмеримыми 
с силами инерции движущейся воды, и потому модель идеальной жидкости 
в данном случае является, как правило, неприемлемой. В случае бурного 
потока достаточно часто силвми трения можно пренебрегать и пользоваться 
моделью идеальной жидкости. В связи с этим буриые потоки оказываются 
более доступными для нх анализа.

Вместе с  тем. рассматривая бурный поток, приходится решать ряд спе
циальных задач, касающихся вопроса о возникновении на их свободной по
верхности указанных выше воли.

Стремясь «управлять» бурным потоком, т. е. изменять его форму и направ
ление (так, однако, чтобы при этом не образовывались большие волны и не 
нарушалось равномерное распределение расхода д по ширине русла), в настоя
щее время устраивают особые русла с криволинейным дном и криволинейными 
боковыми стенками. В воде, движущейся в таких руслах, возникают большие 
силы инерции, используя которые и добиваются практически приемлемой де
формации бурного потока.

Вопрос о плановой задаче может дополнительно осложняться, когда бурный 
плановый поток переходит в спокойный плановый поток. В этом случае в месте 
такого перехода получается иногда гидравлический прыжок особого вида — так 
называемый к о с о й  г и д р а в л и ч е с к и й  п р ы ж о к .

Рис. 15-5. Косые волны иа поверхности по
тока, возникающие прн его сужении



Н иж е приведем  соответствую щ ие дифференциальны е уравнения, описы ваю 
щие плановы й (двухразм ерны й в плане) п оток (спокойны й н бурный), а  также 
дадим общ и е указани я  о  реш ении этих уравнений. К ром е то го , приведем  ещ е 
краткое пояснение вопроса о косых волнах. В опроса о  расчете упомянуты х 
выше криволинейны х русел (так н азы ваем ы х в и р а ж е й  и р а с с е и в а ю щ и х  
т р а м п л и н о в )  касаться не будем.

, ]» .2  Ш Ф Ф Н Ч Н Ц Н  1'1Ы 1М | М>\В11Е п н я
>С1 \ н о ш и н н е ! о с я  Р и к о  т м г н я ю ш м о < я  (в  т л и * »

И гп А П О П К И  О  ДНИЖКНИЯ ВО 1Ы I I  ОЬШНГ П М * Ч \Н 1 !Я  О Б  И \  РИ11Н1НМ

Рассматриваемое движение воды, заменяемое для расчета воображаемой моделью 
Вернадского, может быть огшсано гремя дифференциатъными уравнениями: одним 
уравнением баланса расхода и двумя уравнениями динамического равновесия.

1°. Уравнение баланса расхода. Будем иметь 
в виду только случай русла с  плоским г о р и 
з о н т а л ь н ы м  дном (» =  0). Оси координат Од-
11 Ог расположим в плоскости этого дна 
(рис 15-6); глубины А потока будем измерять 
влоль вертикальной оси Ог.

Наметим иа дне потока произвольную 
точку А, причем у этой точки выделим в пре
делах потоха паралтелепипед (рнс. 15-6). имею
щий бесконечно малую площадь основания 
(равную и высоту, равную И. Считаем,
что данный параллелепипед неподвижен в про
странстве. причем вода протекает через его 
вертикальные (боковые) грани. Далее рассуж
даем так же, как и в § 3-10: подсчи
тываем объем воды, вошедший в наш па
раллелепипед, и  объем воды, вышедший из 
него, причем оба этих объема приравниваем друг другу. В результате такой 
операции и получаем искомое дифференциальное уравнение (относящееся к любой 
заданной точке плана потока) в виде

01 Щ' +  - ? - = 0  или ~ (Ь с ,)  = 0. 115-4)сх су  сх  ду

где цх и д , — проекции вектора ц на соответствующие оси координат (рис. 15-1); гх и 
р, -  проекции средней скорости для рассматриваемой вертика™ на те же оси ( 0 \  и Оу).

На основании уравнений (15-4) можем утверждать оледуюшее: на сколько увели
чивается расход д вдоль оси О.х, часто гько же он должен уменьшаться вдоль оси Оу. 
Только при этом условии вода (в случае безнапорного у с т а н о в и в ш е г о с я  движе
ния) будет двигаться сплошным потоком без образования разрывов (см. план потока 
на рис. 15-1).

2°. Уравнения динамического равновесия. Будем пренебрегать потерями напора, т.е. 
считать воду идеальной жидкостью: как и выше, будем рассматривать русло с гори
зонтальным дном (I =  О). При этом приложим известные уравнения Эйлера (3-6) (кото
рые представляют собой уравнения динамического равновесия, составленные для эле
ментарного объема жидкости) к единице массы жидкости, заполняющей в данный 
момент времени параллелепипед, представленный на рис 15-6.

Используя уравнения Эйлера, учтем следующее:
а) в случае рассматриваемого планового движения скорости их, и, и и„ входящие 

в уравнения Эйлера, пренебрегая неравномерностью распределения скоростей и по верти
калям, следует считать

=  Vя; и, =  г,; и1 =  ьх = 0;

б) для у с т а н о в и в ш е г о с я  движения т я ж е л о й  жидкости (т.е. жидкости, на
ходящейся под действием объемных сил тяжести) можно написать

Рис. 15-6. К выводу уравнения 
баланса расхода
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81
=  0 . фх = фу =  0; фв ~ - д .

где э  ускорение си ты тяжести
Подставляя указанные соотношения в уравнения Эй пера (3-6) и учитывая дополни

тельно равенство (3-8), получаем следующую систему уравнений, отнесенную к единице 
массы рассматриваемой воды

, Фх 
1’ 1у :

1 др
Р ЁХ * дх
1 ?р II е >

Р ду дх

■у -

оII
■&|

р дг

дуу 
ду '

(15-5)

Пренебрежем атмосферным давлением (положим, что р„ = 0) Учитывая, что для 
точек дна потока величина г  ■= 0. а для точек свободной поверхности потока 
лежащей на данной вертикали г  =  А, получаем, после интегрирования 3-го уравнения 
системы (15-5) по координате г, следующую зависимость

Р =  (А — г)у, (15-6)

где г — координата любой точки, намеченной иа рассматриваемой вертикали (возвыше 
ние точки над дном); р — гидродинамическое давление в этой точке. Ясно, что соглас
но (15-6), давление в точке свободной поверхности р  — 0, а давление в  точке у дна (для 
которой 2  =  0) равняется

Р =  УА (15-7)

Как видно из (15-6), для описанной выше модели Вернадского гидродинамиче
ское давление р изменяется вдогь любой верти кепи, намеченной внутри потока 
согюсно гидростатическому закону (что уже отмечалось выше)

Рассматривая любую точку потока, взятую на той И1 И другой вертикали, 
подставляем величину р, определяемую равенством (15-6), в первые два уравнения

системы (15-5); при этом, учитывая, что дг дг .= =  0 получаем два искомых уравнения
дх

(И)

(Ш) Й1, 
' дх

(15-8)

динамического равновесия (относящихся к любой точке плана потока)- 
дух , . <?!>, ёИ

■ дх +>’’ ~  9 д х -

д>, а/. 
г  у  ~  в ву  ,

3°. Обшне замечания о решеивн дифференциальных уравнений (1), (II) и (III). 
Полученные выше три уравнения (I), (II) и (III) представляют собой системы трех 
уравнений с тремя неизвестными

о * = 1 Л х ,А , 0Г = 1Л *,У \, /1 = /а (х ,Й - (15-9)

Эта система впервые была получена Н Т Мелещенко в 1940 г 1
Решив данную систему уравнений, будем иметь возможность при заданных 

пограничных условиях построить для случая, когда у боковых стенок отсутствуют 
водоворотные области, свободную поверхность потока и найти средние скорости V в  лю 
бой точке плана потока.

1 См. Н  Т. Мелещенко. Плановая задача гидравлики открытых водотоков.— 
Известия ВНИИГ им Б. Е Веденеева, т. 36, 1948 (статья составлена С- Н Нуме- 
ровым на основе отчета Н Т Мелещенко по работе- «Разработка вопросов двух
размерной гидравлики в связи с изучением растекания потока в плане» во ВНИИГ 
им. Б. Е. Веденеева в 1940 г.).
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Анализ этой системы трех уравнений показывает, что способы решения ее оказы
ваются различными для спокойного и для бурного движения:

в случае с п о к о й н о г о  движения (когда И > тайная система приводится к урав
нению эллиптического типа, причем решение задачи об отыскании скоростей V в 
различных точках плана потока иногда может быть осуществлено при помощи метода 
конформных отображений;

в случае б у р н о г о  движения 1когда А <  данная система приводится к уравнению 
гиперболического типа, причем для решения задачи могут применяться специальные 
графоаналитические методы

Приведем еще следующие дополнительные общие указания в отношении двух 
указанных случаев.

1 С п о к о й н о е  д в и ж е н и е  Как было отмечено (в § 15-1), специальные 
исследования показывают, что в этом случае, как правило, не представляется 
возможным пренебрегать потерами напора. Существуют даа метода учета сил сопро
тивления:

а) п е р в ы й  м е т о д ,  согласно которому силы сопротивления рассматриваются 
как с и л ы  о б ъ е м н ы е ,  равномерно распределенные по глубине и исчисляемые по 
формуле Шези; этот метод был использован С. Н. Нумеровым,1 который показал, 
что прн рассмотрении поставленного вопроса данная задача с  некоторым приближе
нием может быть решена при помощи метода ЭГДА (см. § 18-11);

б) в т о р о й  м е т о д ,  согласно которому силы сопротивления рассматриваются 
как с и л ы  п о в е р х н о с т н ы е ,  исчисляемые также по формуле Шези и в соответствую
щих случаях с учетом турбулентных касательных напряжений; по этому пути шел 
Н М. Вернадский, причем он записывал уравнения (I), (II) и (III) применительно к криво
линейным осям координат (одна ось направлена вдоль линии тока, другая — вдоль живо
го сечеЬия в  шанс).

2. Б у р н о е  д в и ж е н и е .  В данном случае очень часто можно пренебрегать 
силами сопротивления (трения), что мы выше в делали. Здесь для решения задачи, 
согласно предложению Н. Т. Мелещенко, может быть использован особый разработанный 
им графоаналитический метод, аналогичный методу характеристик, примененному 
С. А Хрнстиановичем для решения задачи неустановившегося движения (см. § 9-14). За
метим, что имеются предложения отдельных авторов (С- Н. Нумерова, Ф. И. Фраякля, 
Б. Т. Емцева), позволяющие при рассмотрении бурных потоков учитывать силы сопро- 
г ив лени я и относительно небольшие уклоны дна русла. Н. Т. Мелещенко дал точное 
решение одного частного случая планового бурного движения жидкости (при I =  0), 
когда это движение можно рассматривать как потенциальное.

§ 15-3. НЕКОТОРЫ Е ОСОБЕННОСТИ ПЛАНОВЫХ ПОТОКОВ

Рассмотрим две особенности плановых потоков.
1°. О  распространении воли возмущении, возникающих на свободной 

поверхности потока, в случае спокойного и  в случае бурного движений.
В гл. 9, В были рассмотрены «волыы перемещения», возникающие при особых 
условиях на свободной поверхности безнапорного неустановившегося потока. 
Было отмечено, что эти волны могут быть: а) или п о л о ж и т е л ь н ы м и ;  
лоб этих волн оказывается ограниченным почти вертикальной плоскостью;
б) или о т р и ц в т е л ь н ы м и ;  лоб таких волн оказывается пологим (см., например, 
рис 9-30,в,г). В § 9-15 было указано, что при движении идеальной жид
кости о т н о с и т е л ь н а я  скорость с перемещения лба волны (по отношению 
к движущейся или покоящейся воде) может быть с некоторым приближением 
в случае, когда высота волны б, м а л а  сравнительно с  глубиной потока И, 
принята

1 С- Н  Нумеров. К  вопросу о  построении плана спокойных течений — Известия 
ВНИИГ, т. 42. 1950.

(15-10)
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В д альнейш ем  указанны е волн ы  будем  н азы вать  в о л н а м и  в о з м у щ е 
н и я ,  а  скорость  г  — относительной скоростью  распространения м а л ы х  
возм ущ ений; л о б  волны  в плане буд ем  им ен овать  ф р о н т о м  в о л н ы .

П редстави м  иа рнс. 15-7 план п отока воды , лвиж уш ейся равн ом ерн о  в 
ш ироком  п р ям оугольн ом  русле, причем  будем  считать, что  н а  рис. 15-7, о  изо
браж ено с п о к о й н о е  движ ение (когда V <  с ,  см. § 9-16), а  н а  рис. 15-7,6 — 
б у р н о е  движ ение (когда V >  с).

Если в некоторой  точке А  р ассм атри ваем ого  потока в м о м ен т врем ени *0 
мгновенно установим  вертикальны й тонкий стерж ень, то в э т о т  м ом ен т *0, 
б лагод аря  н абеган и ю  воды  н а  данны й стерж ень н а  свободной  поверхности

Рис. 15-7. Распространение воли воэмушения на свободной поверхно
сти потока: а - спокойное движение, 6 — бурное движение

п о то ка  в точке А возникает круговая  (в плане) в о л н а  в о з м у щ е н и я  
(будем  счи тать  ее  полож ительной). Ф рон т этой  полож ительной  волны  будет 
перемещ аться (по отнош ению  к воде, движ ущ ейся с  продольн ой  скоростью  у) 
с  относительны м и скоростям и  с, причем радиус данной круговой волн ы  будет 
с течением времени увеличиваться.1

П ри  это м  д л я  сп окойного и д л я  б урного п отоков  получим  п р и н 
ц и п и а л ь н о  р а з л и ч н ы е  картины  ф орм ирования (во времени) свободной 
поверхности потока:

а) при с п о к о й н о м  движ ении воды  точки ф р о н та  круговой волны, 
леж ащ ие и а  продольн ой  оси А'х, б уд ут  перем ещ аться (в неподвиж ном  про
странстве): правая то чк а  — п о  т е ч е н и ю ,  с о  ско р о стью  1> +  с, и левая  точка -  
п р о т и в  т е ч е н и я ,  с о  скоростью  г — г (см. рис. 15-7,а. и а  ко то р о м  отдель
ны ми окруж ностям и  представлены  полож ения ф рон та  рассм атри ваем ой  волны, 
отвечаю щ ие разли чн ы м  м о м ен там  времени гь  *4 .

б) при б  у р  и о м  движ ении воды  точки ф рон та  круговой волны , лежащ ие 
иа п родольной  оси  Ах, б уд ут  перем ещ аться (в неподвиж ном  пространстве) 
т о л ь к о  п о  т е ч е н и ю ,  с  тем и  ж е скоростям и : у +  с  и V ~ с  (см. 
рис. 15-7,6 .1д е  отд ельн ы е окруж ности являю тся  фронтам и  о т д е л ь н ы х  к р у 
г о в ы х  в о л н  возм ущ ения, возникаю щ их у стерж ня в разли чн ы е моменты

1 Указанный стержень является у с л о в н о й  м о д е л ь ю ,  при помощи которой мы 
генерируем в точке А свободной поверхности возмущения ее в виде только 
п о л о ж и т е л ь н о й  круговой в плаие волны (или в виде положительных круговых 
в плане волн). В действительности положительная волна возникает только перед 
стержнем; за стержнем будет образовываться о т р и ц а т е л ь н а я  пологая волна, 
которая, однако, будет также распространятьсв со скоростью с в радиальном направ
лении.
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времени; в частности, волна, зароди вш аяся  у стерж ия в м о м ен т времени 
10. по  истечении о тр езк а  времени г3, будет им еть вид окруж ности, о тм е
ченной н а  рисунке, г5; волна ж е зароди вш аяся  у стерж ия в м ом ен т гь  
по истечении отрезка  времени г4, будет им еть  вид окруж ности Ц).

В свете сказан н ого , легко  видеть следую щ ее (рис. 15-7):
а) в случае с п о к о й н о г о  движ ения ф рон т одн ой  волн ы , возникш ей 

в точке А , по истечении продолж и тельного  врем ени  I уйдет за  пределы  
интересую щ ей н ас  области, и в пределах это й  области  м ы  не будем  и м еть  
на свободной  поверхности какой-либо волны ; здесь остан ется  только  н екоторая 
м естная установивш аяся д еф орм ац и я  свободной поверхности, обусловленная 
набеганием  во д ы  на вертикальны й стерж ень, н аходящ ийся в точке А ;

б) в случае б у р н о г о  движ ения н а  свободной поверхности потока долж н а 
установиться по  л и н и ям  АВ  (при наличии стерж ня в точке А) с т а ц и о н а р н а я  
волна: ее ф рон т и  ее вы сота в разн ы х  точках ф рон та  б у д у т  н е и з 
м е н н ы м и  в о  в р е м е н и .  Л о б о в ая  поверхность  д анной  стационарной  волны  
является п о в е р х н о с т ь ю ,  о г и б а ю щ е й  к р у г о в ы е  в о л н ы  в о з м у щ е -  
н и я, п остоянно возникаю щ ие в точке А и сносим ы е п о то ко м  вниз п о  течению . 
М ож но сказать , что  л о б  АВ  указанной  стационарной  волны  является устано
вившейся волн овой  границей, вдоль которой движ утся непреры вно возни
каю щ ие в точке А волн ы  возм ущ ения. И сходя из сказан н ого  вы ш е, легко  
найти величину у гл а  р , оп ределяю щ его  направление ф рон та  АВ  стац и 
онарной  волны  (см. рис- 15-7,6):

К ак  видно, в случае с  =  с величина (3 оказы вается  р авн ой  90 '.
П оясн енн ая  стац ион арн ая  волна н азы вается к о с о й  в о л н о й  (в д анном  

примере полож ительной). Ф р о н т А В  это й  косой волн ы  иногда н азы ваю т 
л и н и е й  в о з м у щ е н и я ,  а у го л  р  -  в о л н о в ы м  у г л о м .

Н е следует см еш и вать  стац ион арн ую  косую  волну н а  поверхности воды  
с круговы м и волнам и  возм ущ ения, зар о ж д аю щ и м и ся  в точке А.

2°. О б  изменении скорости V н гд>бниы И вдоль расш иряю щ ихся и 
вдоль суж аю ш ихси в плане потоков прн спокойном н при бурном движениях. 
Р ассм отри м  элем ен тарн ую  струйку п лан о во го  п о то ка  (м одели  Вернадского), 
ограниченную  двум я б л и зк о  расп олож ен н ы м и  поверхностям и т о к а  (см. рис. 15-2 
или 15-4,а). П ерем енн ую  (вдоль течения) ш и рин у  этой  струйки о б о зн ачи м  через 
Ь0; т о гд а  р асх о д  8 6  д ан н о й  струйки  м ож но  п редстави ть  в  виде

Д л я  установивш егося движ ения величина Й() долж н а оставаться  постоянной 
вдоль струйкн.

И з вы раж ения (15-2) легко  м ож но получить следую щ ие зависим ости:

где с — ско р о сть  распространения м ал ы х  возм ущ ений, определяем ая  по  ф орм уле  
(15-10).

П о д ставл яя  (15-13) и (15-12), находим  ш и рин у  элем ентарной  струйки

(15-12)

,  г 2 2дЭ  -  V2
2в --------- 2д

2дЭ = 2 с1 +  |Д

(15-13)

(15-14)

6Й _  2дЩ  
}т 2дЭ, — 1 У

(15-15)
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Д л я  движ ения идеальной  ж идкости в прям оугольн ом  горизонтальном  
русле величина «удельной энергии вертикали» Э  долж на оставаться  одинаковой 
д л я  всех точек п л ан а  потока. И м ея  э т о  в виду, заклю чаем , что  ш и рин а Ь0, 
согласн о  (15-13), зави си т  то л ьк о  о т  одн ой  переменной величины  — о т  скорости  и

В озьм ем  п роизводную  вы раж ения (15-15) по ц  учтя зави си м ости  (15-13) 
и  (15-14):

( 1 5 - 16)

Вы раж ение (15-16) показы вает, как  с  изменением  (вд о ль  потока) скорости  V 
(а следовательно, и с изм енением  площ ади  ж ивого сечения элементарной 
струйки со0 — 6 0 : г )  изм еняется ш и рин а элем ентарной  струйки Ь0.

П ользуясь  зави си м остью  (15-16) н  учиты вая, что  зн ам ен ател ь  правой 
части ее всегда полож ителен, м ож но  д о казать  сп раведли вость  следующих 
важ ны х полож ений, относящ ихся к ц елом у потоку  идеальной  ж идкости, дви
жущ ейся в прям оугольн ом  го р и зо н тал ьн о м  русле:

1-е п о л о ж е н и е .  В случае с п о к о й н о г о  движ ения (и <  с) имеем, 
согласн о  (15-16),

- ^ < 0 :Л ’

след  о в ате  л  ь н о :
а) д л я  р а с ш и р я ю щ е г о с я  по течению  русла, когда имеем  также 

и расш иряю щ иеся по течению  элем ен тарн ы е струйки (АЬС > 0), скорость и 
д олж н а у м ен ьш аться  по  течению  (А 1 <  0), а  глуби н а /1 и  п л о щ ад ь  живого 
сечения потока со долж н а увеличиваться по  течению ;

б) дл я  с у ж а ю щ е г о с я  по  течению  русла (ёЬ0 < 0 )  получаем  обратную  
картину: с ко р о сть  V  увеличивается (А* >  ОХ а глуб и н а й и п лощ адь ы 
ум ен ьш аю тся  (по  течению);

2-е п о л о ж е н и е .  В случае б у р н о г о  д в н ж е т м  (г >  с) имеем 
со гл асн о  (15-16):

- Ф - > 0 ;

следовательн о :
а) д л я  р а с ш и р я ю щ е г о с я  по  течению  п отока  (АЬ0 > 0) скорость 

до л ж н а увеличиваться по  течению  (А> >  0), а  глубина И и п л о щ ад ь ж ивого 
сечения со — ум ен ьш аться  по течению ;

б) д л я  с у ж а ю щ е г о с я  по течению  п о то ка  (г/Ь0 < 0 )  получаем  о б р ат
ную  картину: ско р о сть  V до л ж н а ум еньш аться (А ' <  0), а  глу б и н а И 
и п л о щ ад ь  ж и вого  сечения со долж ны  увеличиваться (по  течению).

§ 154. ОБТЕКАНИЕ ПОТОКОМ  БОКОВОЙ СТЕНКИ РУСЛА, 
ИМЕЮ ЩЕГО ПОВОРОТ В ПЛАНЕ

В качестве то л ь к о  прим ера использования теории «плановой  задачи» в 
практике, рассм о тр и м  вопрос о  ф орм и ровани и  свободн ой  поверхности потока 
и д еальной  ж идкости  п ри  обтекании ею  боковой  верти кальн ой  стенкн (при уклоне 
д н а  /  =  01, им ею щ ей м ал ы й  у го л  Д6 п о во р о та  в плане (рис. 15-8).1 К ак ясно

1 Дополнитепьные примеры использования данной теории (обтекание одной криволи
нейной стенки, построение плана свободной поверхности потока в прямоугольном русле 
ограниченной ширины, поворот бурного потока на угол А0 и т. п ) — см [15-4, с. 459 — 
465].
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из преды дущ его, это т  п оворот  (как и  стерж ень, рассм отренны й в § 15-3) 
долж ен п о р о ж д ать  волны  возм ущ ения м ал о й  высоты-

П редвари тельи о  отм етим , что пологий  л о б  отри ц ательной  волны  возм ущ ения 
(см. § 15-3, п . I 5) в  случае н ебольш ой  ее вы соты  д л я  р асчета м ож но 
зам ен и т ь  (с н екоторы м  приближ ением) вертикальны м . П ри тако м  допущ ении 
анализ ф орм и р о вани я  свободной поверхности плановы х потоков в руслах 
разтн чиой  ф орм ы  зн ачи тельн о  упрощ ается. Разум еется, результаты  тако го  
анализа, будучи отнесенны м и к отрицательны м  волн ам , им ею щ им  сравнительно  
больш ую  длину, м о гу т  р ассм атри ваться  как справедливы е только  в качественном 
(но не в количественном) отнош ении.

Е 1 /^  *|щ|щ|тт1|1тлпт1тт1т]1ш1г™мд̂ д_я̂ т|гатш1шптдг̂ |у]|

Рис. 15-8. Обтекание спокойным (а) и бурным (б) потоком внутреннего 
тупого угла

1°. О бтекание спокойным и бурным потоком внутреннего тупого угла, 
образованного в плане боковой стенкой. Р ассм отри м  равном ерное течение 
воды  вблизи  твердой  боковой  вертикальной  стенки М А N  ̂ им ею щ ей м алы й  
угол  п о ворота  +  Д0 в п лане (рис. 15-8). Здесь д л я  сп окойного и б урного дви
жений воды  получим п ринципиально разны е виды  свободной поверхности 
установивш егося потока.

П ри  с п о к о й н о м  движ ении фронт, зародивш ейся в точке А (в м ом ент 
времени 10) волн ы  возм ущ ения, по истечении продолж и тельного  времени ( 
уйдет (так ж е как  и в случае в ерти кальн ого  стерж ня н а  рис. 15-7, о) за  
пределы  интересую щ ей нас области, причем в рай он е  точки  А  останется 
некоторы й подп ор  величиной АИ (см. продольн ы й  разр ез п о то ка  н а  рис. 15-8,а). 
Э т о т  н ебольш ой  п о д п о р  при  рассм отрении  у с т а н о в и в ш е г о с я  движения 
(оставш ийся после того , как неустаиовивш аяся в олн а  возм ущ ения уйдет на 
больш ое расстоян и е о т  точки А) м ож ет бы ть объяснен как следствие действие 
центробеж ны х си л  п л а в н о  п о в о р а ч и в а ю щ и х с в  с т р у е к ,  а  такж е ещ е 
тем , что  с ко р о сть  V в точке А  несколько ум еньш ается.

В случае б у р н о г о  движ ения карти н а  получается аналогичной, представ
ленной  на рнс. 15-7,6. М ож н о считать, ч то  зд есь  в точке А (рнс. 15-8,6) 
п о с т о я н н о  зар о ж д аю тся  волны  (такие же как  и в случае стерж ня, пока
зан н о го  н а  рис. 15-7,6), ко то р ы е сн осятся  п о  течению , причем  в конечном  счете 
по  линии АВ  возникает у с т а н о в и в ш а я с я  (неизменная во  времени) 
п о л о ж и т е л ь н а я  косая в о л н а  (см. продольн ы й  разр ез п о то ка  на рис. 15-8,6). 
Н ап равлени е (в  плане) ф р о н та  косой волн ы  АВ  (вдоль которой  движ утся волны  
возм ущ ения, зар о ж д аю щ и еся  в точке А) определяется волновы м  у гл о м  (3:
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(15-17)

где V! — скорость п о то ка  перед косой  волной. Ч т о  касается вы соты  волны  \  
(м алой  величины), т о  эта  вы сота м ож ет бы ть найдена из уравнения количества 
движ ения (особы м  о б р азо м  использованного), которое  приводит иас к  следую 

щ ей расчетной форм уле:

(15-18)

2е. Обтекание бурным аотоком  на
ружного т \п о го  угла , образованного в 
плаие боковой сгенкой. П ри  тех ж е усло
виях, что  и в  п. Г , рассм о тр и м  боковую  
стенку М АН . представ  ленную н а  рис 
15-9. У стови м ся  в  д аи и о м  случае угол  Д0 
счи тать  отрицательны м .

В отличие о т  схемы  на рис. 15-8.6. 
н а  рис. 15-9 вдоль ф р о н та  АВ, направле
ние которого  определяется форм улой  
(15-17), получим  косую  установивш ую ся 
о т р и ц а т е л ь н у ю  волну (см. п ро
дольны й разрез потока); вы сота  ее опре
деляется  по  ф орм уле (15-18).

М ож н о п оказать , что  п р и  обтекании 
бурн ы м  п о то ко м  внутреннего тупого  
угл а  (рис. 15-8,о) происходит с у ж е н и е  
в п лаие элем ентарны х струек потока, 

а следовательно , и  увеличение удельны х расходов ц. Н ао б о р о т , п ри  обтекании 
бурн ы м  п о то ко м  наруж ного тупого  у гла  (рис. 15-9) происходит р а с ш и 
р е н и е  в п лане элем ентарны х струек, а  следовательно , уменьш ение удельных 
расходов д

Рис. 15-9. Обтекание бурным потоком 
наружного тупого угла, образованного 

боковой стенкой русла
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ГЛАВА ШЕСТНАДЦАТАЯ

ОСНОВЫ ТЕОРИИ 
ФИЗИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

ГИДРАВЛИЧЕСКИХ ЯВЛЕНИЙ

§ 16-1. ОБЩИЕ УКАЗАНИЯ О М ОДЕЛИРОВАНИИ

В области, кото р ая  м ож ет б ы ть  названа « иоОе шрование м», относящ им ся 
к  исследованию  тех или  других физических явлений (в наш ем  случае — к 
исследованию  движ ении жидкости), необходим о разли чать  д в а  соверш енно 
различны х ви д а  м о д е л и р о в а н и я :
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