
которая такж е, строго говоря, не является устойчивой  (центр тяж е­
сти выш е ц ен тра водоизм ещ ения), при небольш их кренах не о п р о ­
киды вается. К ак  видно на рис. 2.20,6 , при небольш ом  крене во зн и ­

кает момент сил Ра и Р8, ко то ­
ры й  возвращ ает си стем у  в и с­
ходное п о ло ж ен и е . П ри очень 
сильном  крене (рис. 2.20 ,в) воз­
н и к ает  м ом ен т , о п р о к и д ы в аю ­
щ ий систему; таким  образом , ее 
н ельзя  н азвать  у сто й ч и во й  в 
полном  см ысле. Т акие тела, ко ­
торы е плаваю т в у слови ях  н е ­
устойчивого р авн овеси я, но при 
небольш ом  крене возвращ аю тся 
в исходное п олож ение, н азы ва­
ю тся ост ойчивыми. С о в р е м ен ­
ны е ко р абл и , как  п р ави л о , 
проектирую тся исходя не из у с­

ловий  устойчивого равновесия (они при этом  бы ли бы очень н и з­
ким и), а из условия обеспечения остойчивости  при крене до 35—45° 
(рис. 2 .21).

Рис. 2.21. Остойчивость 
современных кораблей

ГЛАВА 3

КИНЕМАТИКА СПЛОШ НОЙ СРЕДЫ

3.1. Методы описания движения сплошной среды

Когда в теоретической механике рассматривается движ ение мате­
риальной точки, то для полного описания движ ения необходимо знать 
уравнение движ ения точки, т.е. г = г(1), где г =  (х, у, г) — вектор-ради­
ус точки. Чтобы найти скорость точки, надо взять производную  от п ра­
вой части уравнения движ ения (рис. 3.1, а)

йг Аг г(1 + Д1) -  г(1) 
у = — = 1 н п — = 1 и п --------------------. (3.1)

СП Д1—>0 Д1 Д1 —>0 Д1 4 ’
Ускорение материальной точки определяется зависимостью (рис. 3.1,6)

(1у Ду у(1 + Д1) -  у(1) 
а = —  = кш —  = Нт —--------- ------ — . И 2)

Й1 Д1-+0 Д1 Д1—>0 Д1 '  ’
У скорение материальной точки а входит во второй закон Н ью тона, 

согласно которому сила Р, прилож енная к материальной точке с массой 
ш, придает ей ускорение а в соответствии с равенством

Г йу
—  = а = — . (3.3
ш (К 4 '

При изучении движ ения сплош ной среды можно также выделить 
бесконечно малые объемы, полож ение которых в пространстве характе­
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ризуется трем я координатам и или величиной  одного вектор-радиу­
са г =  (х, у, г ) , и рассматривать движение сплош ной среды как движ е­
ние совокупности взаимно связанны х и взаимодействую щих бесконеч­
но малых (точечных) объемов.

У(Н-М)

Т
Т

Рис. 3.1. Скорость V и ускорение а материальной точки

Обозначим координаты начального (т.е. в момент времени 10) поло­
жения каждой частицы сплош ной среды через г0 = (х0, у 0, 20). Для пол­
ного описания движ ения сплош ной среды необходимо знать траекто­
рии всех частиц, т.е. полож ения каждой частицы в любой момент вре­
мени I > 10. Это означает, что для каждой частицы надо знать уравне­
ние движ ения г = г(1) . При этом одну частицу от другой отличает на­
чальное полож ение частицы и, следовательно, величина г0 войдет в 
уравнение движ ения жидкой частицы как параметр

г = г (I, г0). (3.4)
И злож енны й выше подход называется методом Лагранжа описания 

движ ения сплош ной среды, а характеристики сплош ной среды (скорость, 
плотность, давление и т.п.), связанные с движущ имися элементарными 
объемами сплош ной среды, как  и координаты этого объема, называют 
лагранжевыми переменными.

Если принять такой подход к описанию  движения сплош ной среды, 
то, используя равенства

Э г(1,г0)
91

и а ( 1,г0) =
а у ( 1,г0) 92г(1,г0)

д12
можно вычислить скорость и ускорение каждой частицы, а затем, опре­
делив величину внеш них (поверхностных и объемных) сил, действую­
щих на каждую частицу, записать уравнения движения для сплош ной 
среды.

Н есмотря на кажущуюся простоту метода Лагранжа, уравнения д ви ­
жения, получаемые на основе этого метода, очень сложны, и он исполь­
зуется сравнительно редко.

Более удобен (и потому значительно шире применяется) другой под­
ход, называемый методом Эйлера описания движения сплош ной среды. 
Согласно этому подходу фиксирую т не частицы жидкости, а точки про­
странства, через которые проходят в разные моменты различные части-
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цы жидкости. В этих точках пространства определяю т значения скорос­
ти движ ения сплош ной среды; таким образом, средством описания д ви ­
ж ения сплош ной среды является поле скорости движ ения ж идких час­
тиц  в ф иксированны х точках пространства:

и = и(г,1) = и(х, у, 2, *,)• (3.5)

Х арактеристики сплош ной среды (поле скорости, поле давлений, 
поле напряж ений и т.п.), отнесенны е к фиксированны м  неподвижным 
элементам геометрического пространства (точкам, линиям , поверхнос­
ти, объемам), и сами эти элементы называю т эйлеровыми переменны ми.

Этот метод удобен по следующим причинам. Во-первых, наблюдать 
за характеристиками движения в ф иксированны х точках пространства 
прощ е, чем за движущ имися (например, в трубе) ф иксированны м и (м е­
чеными) частицами. Д ля этого можно установить в какой-либо точке 
датчик скорости или давления и, снимая показания, изучать движ ение 
сплош ной среды. Во-вторых, соответствующ ие этому методу уравнения 
движ ения оказываю тся проще для анализа. П одчеркнем, что если в ме­
тоде Л агранж а г(0  = [х(1), у(1), 2(1)] -  это искомые ф ункции времени, 
то в методе Э йлера пространственны е координаты  г = (х, у, г) — не 
ф ункции времени, а независимые переменны е, декартовы  координаты  
пространства, в котором перемещ ается сплош ная среда. Учитывая, что 
в методе Эйлера описание движ ения отличается от принятого в теоре­
тической механике, следует ожидать и некоторого отличия в определе­
нии ускорения, входящего в уравнение (3.3), выражающего второй за­
кон Н ью тона. Дело в том, что в это уравнение входит ускорение мате­
риальной точки, которое в случае сплош ной среды определяется, как и 
в теоретической механике, второй производной пути по времени только 
при использовании метода Лагранжа. При использовании метода Э йле­
ра ускорение, которое входит в уравнение (3.3), а также другие гидроме­
ханические величины изменяю тся вместе с движением объема ж идко­
сти, выражаю тся через специальны й вид производной, которая опреде­
ленны м образом долж на быть связана с полем скорости (3.5); вместе с 
тем эта производная должна быть связана с движением частиц ж идко­
сти, газа, т.е. с движ ением субстанции. Такую производную  называю т 
субстанциальной (см п. 3.7).

3.2. Линия тока и траектория

Линией тока в поле скорости сплош ной среды называется такая кри­
вая, в каждой точке которой вектор скорости направлен по касательной к 
ней (в ф иксированны й момент времени). Л иния тока является эйлеро­
вой характеристикой потока; ее не следует отождествлять с траектори­
ей , т.е. геометрическим местом последовательных полож ений матери­
альной точки (элементарной ж идкой частицы) при ее движ ении в про­
странстве, которая является лагранжевой характеристикой потока (рис. 
3.2). Эти линии совпадают только при установившемся движ ении, когда 
поле скорости не изменяется во времени, т.е. и =  и(г). Если же движ е­
ние неустановившееся, и =  »(г, *), то эти л и н и и  н е  совпадаю т (рис. 3.3).

50



Важной особенностью  совокупности линий  тока в фиксированный 
момент времени является то, что они никогда не пересекаю тся друг с 
другом, за исклю чением особых точек (см. рис. 3.5). Это следует из того, 
что скорость в данной  точке не может являться касательной одновре­
менно к двум пересекаю щ имся кривым.

Рис. 3.2. Два метода описания движения сплошной среды: а — траектория Т 
и скорость У(1, г0) элементарного жидкого объема; б — линии тока Л и 
скорость жидкости и  ( г ,  с) в точках пространства; в — л и н и и  тока при 

неустановившемся движении в моменты времени

Если элементарны й вектор, касательный к линии тока, обозначим 
через (3-  ̂=(<3х,<3у,<32) = 1<3х+,]<3у+к<32 , то вследствие того, что вектор 
и = ( ч х, и у , и 2) параллелен дифф еренциальное уравнение линии 
тока можно записать в виде

Рис. 3.3. Линии тока и траектории: а — при установившемся движении совпадают; 
б — при неустановившемся движении 1, 2, 3 — линии тока в моменты времени 

I, I +Д1,, I + Д12, Т — траектория элементарного жидкого объема

Т

х

<3х _ <3у _ <3г _ И
(3.6)

^  и(г, I)
— иГг +  Дг,. I +  д и2
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а)

Рис. 3.4. Лагранжевы (а) и эйлеровы (б) переменные 
при описании установившегося движения 

в конфузоре

О собенности лаг- 
ранжева и эйлерова ме­
тодов описания движ е­
ния сплош ной среды до­
полнительно продемон­
стрируем на примере ус­
тановившегося движения 
жидкости (рис. 3.4), при 
котором траектория и 
лин и я то ка  совпадаю т. 
При лагранжевом мето­
де (рис. 3 .4 ,о) частица 
жидкости, имеющая при
I = С0 начальную коорди­
нату г0 =  (х0, у0, 20), 
движется по траектории, 
занимая в моменты вре­
мени *о, 10 +  ДГ, 10 + 2Д1, 
10 + ЗД1 положения в про­
странстве, отмеченны е 
на рисунке точками. Ско­
рость этой частицы из­
м еняется со временем; 
картина течения описы ­
вается набором траекто­
рий различны х частиц  
жидкости. При эйлеро­
вом подходе тот же по­
ток (рис. 3.4,6) описы ­
вается полем  скорости  
и =  и(г, 1); при устано­
вившемся движении, ко­
гда да /  д1 = 0 , скорость 
жидкости в любой точ­
ке потока зависит толь- 
= (х, у, г). Картина тече-ко от пространственных координат этой точки г 

ния характеризуется достаточным набором линий тока.
С овокупность линий  тока часто используется как наглядное сред­

ство для описания особенностей течения жидкости, особенно на плос­

а)

Рис. 3.5. Примеры линий тока для простейших 
потоков: а — равномерное движение; 

б — источник; в — водоворот
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кости (рис. 3.5). Н а рис. 3.5,о показана совокупность линий тока при 
параллельно-струйном течении, когда скорости в каждой точке потока 
имею т одинаковы е величину и направление. Такое течение бывает, в 
частности , в ш ироком  прямоугольном призм атическом  канале. Н а 
рис. 3.5, б  показаны линии тока, которые имеют место в случае симметрич­
ного растекания жидкости при наличии источника; такое течение мож ­
но наблюдать в бассейне, в центре которого расположен фонтан. Линии 
тока, характерные для циркуляционных движений жидкости, например, 
водоворотов, смерчей и т.п., показаны  на рис. 3.5,в.

3.3. М етод контрольного объема

В соответствии с двумя методами описания движения сплош ной 
среды при необходимости дать математическую формулировку основ­
ных законов механики, а также получить эфф ективные методы реш ения 
практических задач отметим следующее. Законы  механики формулиру­
ются для механических систем, т.е. совокупности физических тел; в слу­
чае сплош ной среды это выделенный движущ ийся объем среды, сохра­
няю щ ий при своем движении все составляю щ ие его частицы. Это оче­
видно соответствует лагранжеву методу. Вместе с тем преимущества эй ­
лерова метода приводят к использованию  для реш ения задач гидромеха­
ники представления о контрольном объеме, под которым понимаю т 
выделенную часть пространства, обычно н е­
подвижную и, во всяком случае, не связан­
ную с движением среды. К онтрольный объем 
ограничивается контрольной поверхностью , 
сквозь которую  течет среда. К онтрольны й 
объем может иметь конечные размеры, а гра­
ницы его могут быть заданы в соответствии с 
реш аемой задачей, например, они могут либо 
совпадать с твердыми поверхностями, огра­
ничиваю щ ими поток, либо формировать се ­
чения потока, в которых изучаются его харак­
теристики . П ри других целях исследования р ис 3 5 Поток сквозь 
контрольны й объем может рассматриваться контрольную поверхность 
как бесконечно малый, стягиваю щ ийся к ф и к­
сированной точке пространства (опять-таки в соответствии с методом 
Эйлера независимо от движущ ейся сквозь него среды).

И спользование контрольного объема и контрольной поверхнос­
ти для реш ения гидромеханических задач приводит к необходимости 
введения такого понятия, как поток гидродинамической характеристи­
ки (например, массы, кинетической энергии и т.п.) или количество этой 
гидродинамической характеристики, проносимое жидкостью в единицу 
времени через (сквозь) зафиксированную  в пространстве поверхность. 
Зафиксируем в пространстве, занятом движущейся жидкостью, поверхность 
А и выделим около точки с координатами г = (х, у, т) элементарную пло­
щадку с1А (рис. 3.6); скорость жидкости в этой точке равна и = и(г, I), п — 
единичный вектор нормали к поверхности в этой же точке. При этом 
нормальная к поверхности сосывляю щ ая скорости и п = и- п.
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Объем ж идкости, протекаю щ ей в единицу времени через площ адку 
<ЗА, равен

<3(3 = и п • <ЗА. (3.7)
Эта величина назы вается объемны м расходом ж идкости (или просто 
расходом жидкости, термин поток объема не используется).

Расход через всю поверхность А равен сумме расходов через все 
элементарны е площ адки, на которые разделяется эта поверхность

0 =  | и пс!А = |и -пс1А . (3.8)
А А

А налогично масса жидкости, протекаю щ ая (проносимая жидкостью ) в 
единицу времени через поверхность А, равна

0 м = 1 Р ипс1А- (3-9)

Эта величина называется массовым расходом  или потоком массы через 
контрольную  поверхность.

Э лементарны й поток кинетической энергии равен количеству ки ­
нетической энергии той массы жидкости, которая протекает через (ЗА за 
единицу времени:

и2 ои2
<ЗП(КЭ) = рип<ЗА—  = и п<ЗА. (3.10)

Аналогично элементарный поток количества движения равен количеству 
движения массы жидкости, которая за единицу времени протекает через с1А:

<ЗП(КД)= рип<ЗА ■ и = ри - и п<ЗА. (3.11)

В ы ш еизлож енное показы вает, что в общ ем случае поток через 
элем ентарную  площ адку (ЗА гидродинам ической  характеристики  В, 
имею щ ей плотность распределения р(г, 1) ,  можно представить в виде

<ЗП(В)= р(г, 1) и п<ЗА, (3.12)

а поток гидродинамической характеристики через всю поверхность А — в виде

П( В) = | р и пс1А = | р  (и-п)с1А. (3.13)
А  А

С равнивая (3.13) и (3.8), получаем, что в случае объемного расхода 
О следует принять р =  1.

О дной из важных задач, которую необходимо реш ить перед тем, 
как сф орм улировать математические выраж ения для законов м ехани­
ки в эйлеровы х перем енны х, является определение способа выразить 
и зм енение во времени данной гидромеханической характеристики , н а­
прим ер массы  или количества движ ения вы деленного объема среды 
(т.е. лагранж евой характеристики), рассматривая движ ение этого объема 
среды сквозь контрольны й объем (т.е. в эйлеровы х перем енны х). Д ля 
этого вводится особы й вид производной от указанной гидром ехани­
ческой характеристики  по времени, которая назы вается субстанциаль­
ной , так как  она связана с рассм отрением  движ ения текучей среды, 
материи, субстанции. Иногда ее назы ваю т эйлеровой производной , так 
как он а связана с использованием  метода Эйлера, или С токсовой , п о ­
скольку Стокс впервы е дал ее математическое выраж ение и ввел сп е­
циальное ее обозначение.
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3.4. Гидромеханическая интерпретация теоремы
Остроградского—Г аусса

Зафиксируем неподвижную  в пространстве поверхность А, ограни­
чивающую объем V . Сквозь поверхность протекает жидкость, скорость 
жидкости ч = ( их, и у, и г ). Выделим на поверхности площ адку с1А, еди­
ничный вектор нормали к ней п = ( пх, п у , п г ). Если воспользоваться 
ортами I, к, то и = и х* + и у3 + и г >̂ п = п х* + п у] + п гк- О бозначим 
модуль скорости | и | = и; очевидно, [ п | = 1 . К ак известно, скалярное 
произведение двух векторов выражается двумя способами: 

через их проекции
и п = и хп х + иуп у + игпг ; 

через модули векторов и угол между ними
Л Л

и • п = | и | • | п |соз(и ,п ) = исоз(и ,п ) = и п,

(3.14)

(3.15)

где и п — нормальная к поверхности с1А составляющая скорости. Таким 
образом

(3.16)и п =  и хп х + и у П у + и г П г -

Согласно (3.16) объемный расход жидкости 0  через поверхность А 
можно записать в виде

| и пс1А= _[(и хп х + и уп у + и 2п г )с1А =
А А

= | [ и х соз(п, х) + иу соз(п, у) + и2 соз(п, г)]с!А. (3.17)
А

Согласно теореме Остроградского—Гаусса имеем

К < 1 А  = 1
Зи* ди, ди„
дх ду дг

йЪ. (3.18)

Продемонстрируем доказательство этой зависимости на основе гид­
ромеханических представлении.

Заф иксируем  в пространстве 
параллелепипед с бесконечно малы­
ми ребрами бх, с1у и поверхность 
параллелепипеда обозначим  через 
А;А, а объем -  Д ^  = с1хс1у йг.

Н а каждой грани параллелепи­
педа вследствие ее малости значение 
и п постоянно и равно проекции ско­
рости на координатную  ось, к кото­
рой эта грань нормальна. Пусть про­
екции скорости имею т направления, 
указанные на рис. 3.7.

\ / у  А -

диг

“у

Л'

сЪс
и.

ЙДу
Ъ + -ду*У

Р ис. 3.7. Определение расхода 
жидкости сквозь поверхность 

элементарного параллелепипеда

Расход жидкости |  и пс1А, протекающий сквозь поверхность Л;А,
А, А

найдем как разность между объемом жидкости, вытекающим из паралле-
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лепипеда в единицу времени

Зиу
и у + — -х дх

с1х бубг +
Зи

Уи V + — -
у ду

■йу сМ г + и , +-
дг

й г  сМ у,

и объемом, втекаю щ им в него за то же время:

и^буйг + и с!хс12 + и сЫ у.

В результате имеем

К ^  =
Д , А

■^-сЪссЫ г + — -  сМ удг + ^^ д .х д .у й г  = 
дх ду дг

аи.
V Эх ду

Зи„
дг

с!хсЗус!2 = сНуи • Д ^ , (3.19)

где (Луи — дивергенция вектора скорости — скалярная величина, опре­
деляемая равенством

Зи аи .
(11Уи = — -  + — -  + — -

дх ду дг (3.20)

Е с л и  ж и д к о с т ь  несж имаемая, то из закона сохранения массы следует, 

что объем жидкости, втекающий в элементарны й объем Д ,У , равен объе­
му ж идкости, вытекаю щ ему из него, так  что

[ и п(1А = 0. (3.21)
Д ,  А

П ри этом, так как Д ^  * 0 , из (3.19) следует

(Цуи =  0; (3.22)

/

ЧгДА 
— Ц^ДА 

11хДА

это выраж ение называю т уравнением несжимаемости жидкости.
Чтобы обобщ ить равенство (3.19) для произвольного объема V , ог­

раниченного произвольной поверхностью А (рис. 3.8), разобьем V  на
бесконечно малые параллелепипеды. Для 
каждого из них можно записать равенство 
(3.19). Складывая все такие равенства, мож­
но заметить, что в левой части суммы все 
слагаемые, которые относятся к поверхно­
стям, разделяю щим параллелепипеды , вза­
имно уничтожаются, так как то, что выте­
кает из одного параллелепипеда, втекает в

другой. Останутся только те части |  и пс1А,
Д , А

которы е относятся к внеш ним  граням  
параллелепипедов, совпадаю щ ими с повер­

хностью А. Следовательно, в левой части суммы по всем параллелепи­
педам получим

Д У

Рис. 3.8. Определение расхода 
сквозь произвольную 

контрольную поверхность
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В правой части суммы по определению интеграла как предела сум­
мы бесконечно малых слагаемых имеем

(Нуи • = |  сНуц (IV. (3.24)
V

Таким образом, для объема V  произвольной формы справедливо равенство
| и пс1А =  |  Ш уи ( IV ; ,3  2 5 ,
А V

представив и п = и ■ п , имеем

|(п-и)с1А = ^ м к ^ ,
А V

что и составляет содержание теоремы Остроградского—Гаусса.
Аналогично можно рассуждать, рассматривая в поверхностном ин­

теграле (3.18) вместо нормальной к поверхности проекции скорости и п 
произведение любой физической (скалярной, векторной или тензорной) 
характеристики сплошной среды, плотность распределения которой обо­
значим через (3, и нормальной составляющей скорости, т.е. поток этой 
величины [см. (3.13)]. При этом выражение (3.25) примет вид

Р и " <‘А  '  +  § 1 > и у ( 1 2 6 )

Легко вычислить, что

'дих Зиу д и ч 
—-  + — -  + — -  
дх. ду дг

+“ - а  + “ »| ^ + и, 2 " 1 Мг-'“ +(и 8гас1)11> (3-27)

где оператор

( ' ' ' я | ) ' “ - а И . 5 н - г
Воспользуемся уравнением (3.22) для вывода упрощенной формы 

теоремы Остроградского—Гаусса для важного частного случая, когда жид­
кость несжимаема.

Подставляя (3.27) в (3.26), имеем

|  рипс!А = |  [(и ■ 8гас1)р + рШуи]с^. (3 28)
А V

Е с л и  р скаляр, то (3.28) примет вид

|р и пс!А = Ди ■ §гас1р + рсИ уи]^. 3̂ 29)
А V

В случае несжимаемой жидкости согласно (3.22) получим

|  рипс!А = |(и-8гас1р)сГС . (3 30)
А V

Эта формула будет использована в дальнейшем.
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3.5. Векторная форма теоремы
Остроградского—Гаусса

Пусть на поверхности А (рис. 3.9) действуют силы, плотность рас­
пределения которых (напряжение) обозначим вектором р п . Сумма по­
верхностных сил, действующих на эту поверхность, выражается в виде

Г = 1 р п4А. (3.31)
А

Зададимся целью преобразовать этот интеграл в объемный по V . 
Для этого разделим объем V  плоскостями, параллельными координат­
ным, на элементарные параллелепипеды. Каждый из них взаимодей­
ствует с окружающими по поверхностям соприкосновения, при этом 
сила взаимодействия по каждой грани определяется напряжениями на 
этой грани.

Рассмотрим равновесие 1-го элементарного параллелепипеда 
(рис. 3.10) с ребрами с1х, с1у, д г  под действием поверхностных сил, опре-

Зр2 .

Ф а  .
Рг.+  —

62

дг

Рхх

1 ^ 1
Р* Р и

р “ 1 И р

Фх2.

Рх +
^Рх
дх

(1х

7*

Фхх.
+  а Г ах

Рис. 3.9. Поверхностные силы, 
действующие на поверхности и 
внутри объема сплошной среды  

произвольной формы

Рис. 3.10. Определение равнодей­
ствующей поверхностных сил, 

действующих на элементарный 
параллелепипед

деляемых напряжениями на его гранях. Найдем проекцию суммы этих 
сил на ось х. Согласно принятым обозначениям (см. п. 1.3) на ось х 
могут иметь ненулевые проекции только силы, определяемые нормаль­
ным напряжением р ^  и касательными напряжениями рух и р^. Считая, 
что эти величины в пределах каждого элементарного параллелепипеда 
изменяются линейно, легко найти (см. рис. 3.10), что разность нормаль­
ных сил, действующих на противолежащие грани площадью (Зуйг и обус­
ловленных напряжением р ^ , равна ( э р ^ /З х ^ х й у ё г ,  а разности сил, 
обусловленных касательными напряжениями рух и ргх и действующих на 
противолежащие грани с площадями с1хс12 и с!хс1у, соответственно равны

бР уХ /Э у |с1 х  с1у дъ и  ( э р ^  / З г )  с1х с1у с1г
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Суммарная проекция сил на ось х равна

А Л  = дх ду
ух + др2

дт.
йх с1у Аг.

Рассуждая аналогично, найдем проекции равнодействующей поверх­
ностных сил на оси у и г:

А,РУ =
ар ху

дх
дРуУ , 5РгуЛ 

ду дт.

дх ду
уг_+ д_Рг

32

<3х с1у йг; 

с1х йу йт.

Из этих проекций можно составить вектор Д ,Г = Д,РХ1 + А,Ру] + Д,Ргк , 
который представим в виде матрицы-столбца:

Д,Р =

ЭРх ЗРух ар2
дх

+

ду
+

дг
Э Р х у

+
З р у у

+
Э Р г у

дх ду дг

Ф х г
+

('Р Г1
+ 3 Р г г

дх ду 32

<3х <3у йт. (3.32)

Вектор, представленный в виде столбца в зависимости (3.32), в тен­
зорном исчислении называется дивергенцией тензора напряжений П:

ЭРхх . ух ЗРг
Эх

+
ду

+
дг / N

°'Рху Ф у у дРгу Рхх Рху Рхг

дх
+

ду дг =  Б1уП =  Б1У Рух Руу Руг

3Рхг + дРуг + ЗР гг 1Ргх Ргу Рггу
дх ду дТ )

(3.33)

Перепишем (3.32) в виде

Д,Р = О М 1-Д/\Л  (3.34)
где Д, V  = с1хс1у с1г — объем 1-го элементарного параллелепипеда.

Вектор д ,Р  является равнодействующей всех поверхностных сил, 
действующих на элементарный параллелепипед.

Рассмотрим сумму всех поверхностных сил Д ,Г , действующих на 
все элементарные параллелепипеды, на которые был разделен объем V . 
По поверхностям соприкосновения действуют взаимно уравновешива­
ющиеся (равные по величине и направленные в противоположные сто­
роны) силы взаимодействия соседних параллелепипедов. Следователь­
но, при суммировании всех поверхностных сил силы по поверхностям 
соприкосновения взаимно уничтожаются, а ненулевой вклад в рассмат­
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риваемую сумму внесут только поверхностные силы, действующие на 
поверхности элементарных объемов, которые не являются поверхностя­
ми соприкосновения соседних объемов, принадлежащих объему V . Оче­
видно, что таковыми являются только поверхности элементарных объе­
мов, совпадающие с поверхностью А. Следовательно, сумма д ;Г по всем 
элементарным объемам, на которые был разделен V , будет равна рав­
нодействующей поверхностных сил, действующих на А:

2 > 1Г = Р =  | р пс1А. (3.35)
1 А

Рассматривая вместе с тем сумму по всем 1 выражений, стоящих в пра­
вой части равенства (3.34), легко увидеть, что она равна интегралу по 
объему V  от вектора О М Т  Таким образом получаем

| р п<1А = (3.36)
А V

Так как согласно (1.18) рп = пП, (3.36) можно представить в виде 
формулы

|  пШ А = _[ 01УП (IV, (3.37)
А V

которую назовем векторной формой теоремы Остроградского—Гаусса.

3.6. Разложение движения элементарного объема сплошной среды 
на поступательное, вращательное и деформационное 
(теорема Гельмгольца)

Поле скорости определяет характер изменения размеров и формы 
некоторого небольшого объема сплошной среды (жидкости) при его 
движении. Как показано на рис. 3.11, при перемещении объема жидко­
сти, ограниченного поверхностью А, отрезок аЬ через время Д1 изменил 
свою длину, повернулся на некоторый угол и занял положение а 'Ь '.  
Другие отрезки будут по-другому изменять свое положение и длину. Будем

рассматривать изменение по­
ложения, формы и размеров 
объемов сплошной среды за 
малые интервалы времени и, 
следовательно, при переме­
щениях на малые расстоя­
ния. На таких расстояниях 
изменение поля скорости 
можно оценить значениями 
первых производных от про­
екций скорости, считая, что 

вкладом вторых производных можно пренебречь. Таких первых произ­

водных от каждой из трех составляющих скорости (их, иу, иг ) по каж­
дой из трех координат (х, у, г) получается девять. Прежде чем их выпи­
сывать, обратим внимание на то, что при рассмотрении поля неко­
торой скалярной величины <р (например, плотности р, давления р) из­

Рис. 3.11. Перемещение отрезка аЬ 
при движении жидкости
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, Зш . Зю . о т , Егаё ф = —— * + ^  Л к = 
Зх Зу 32

менчивость ф в окрестности фиксированной точки пространства харак­
теризуется тремя производными <р по трем координатам (сф/сх, Зф/Зу, 
Зф/Зг). Эти три производные рассматриваются как проекции на соот­
ветствующие координатные оси векторной величины, которая называ­
ется градиентом скалярного поля ф:

Зф Зф Эф̂
.Зх ’ Зу ’ Зг,

Таким образом, если известно векторное поле §гас1 ф, то можно вы­
числить, как изменяется скалярная характеристика ф в окрестности лю­
бой точки этого поля.

Если рассматривается векторное поле скорости, то изменчивость 
этого поля в окрестности фиксированной точки характеризуется девя­
тью значениями производных; причем, если их объединить в таблицу 
(матрицу), то можно доказать, что эта совокупность образует тензор 
(см. п. 1.3):

Огас! и =

' З и х Зиу З и /

Зх Зх Зх
Зи*_ Зиу д и г
Зу Зу Зу

Зи у

V. Зг Зг 32

(3.38)

Этот тензор называют градиентом скорости. Надо обратить внимание на 
то, что матрица Огас! и несимметрична. Если составить матрицу

Огас1* и

Г ^ х Зих э О
Зх Зу дг

Зи Зи„ Зи„
____У_ ____У_ __ У_

Зх Зу дг
Зи*_ т ь . Зиг

ч 9х Зу Зг ,

(3.39)

то такая матрица называется сопряженной с матрицей Огас! и. Если тен­
зор симметричный, то Огас! и = Огас1*и.

Тензор А называется антисимметричным, если

А* = -  А.

Общий вид антисимметричного тензора

(3.40)

' 0 а 12 а 13

А = ~ а 12 0 ^ 2 3

Ч_  а 13 -  а23 0
( 3 . 4 1 )

Для анализа характера движения элементарного объема удобнее 
пользоваться тензором Огас! и, разлагая этот тензор на симметричную и
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антисимметричную части и представляя его в виде
о  о

Огас1и=5+А.
Симметричная часть 5 тензора Огади называется тензором скорости дефор­

мации. Легко непосредственными вычислениями проверить, что симметрич-
о  о

ная 5 и антисимметричая А части тензора определяются по формулам:

5 = ^-(Огас! и + Ога<3* и); А = ^(Ога<1 и -  Ога<1* и). (3.42) 

В ы ч и с л и м  тензоры 5 и А :

гГ

5 =
1

2

^ х
Эх 

Эи„ Эи

■ + •

_ду_
Эи„

дх

Эи,

ч Эх 
Эиу
Эу

Эу
+ ■

дг
1 ( Эиг Эи
2 11х

I '
2

Эи, Эи
Эу

+ ■
дг

—-  + — 4 
Эг Эх дг

Эи,
Эу

0 I 
____

Эи.
ЭуЭх

Эи^
дг

Эи^_ Эи, 
Эх дг 

Эи, Эи
Эу дг

Эи„ Эи.
дг Эх

Эи,
ЭуЭг

(3.43)

(3.44)

Анализируя в дальнейшем перемещение и деформацию некоторого 
объема жидкости в пространстве, для удобства графического изображе­
ния будем рассматривать это явление в плоскости (хОу), т.е. считать, что 
иг = 0 и дих/Эг = Эиу/Эг = 0, другими словами, рассматривать плоское 

движение объема. Очевидно, при этом будут отличны от нуля только те 
компоненты 5 и А , которые находятся внутри штриховых прямоуголь­
ников в (3.43) и (3.44). Кроме того, в плоскости (хОу) для большей на­
глядности будем рассматривать перемещение и деформацию жидкости 
(сплошной среды), заключенной в начальный момент времени внутри 
квадрата аЬс<3 (рис. 3.12—3.15).

Для упрощения анализа выберем такую подвижную систему декар­
товых координат (х, у, г), чтобы скорость и в точке а была равна нулю. 
При этом смещения и скорости точек, принадлежащих отрезкам -аЬ, Ьс, 
сс! и ас1, относительно точки а можно рассматривать как абсолютные.

Отметим, что перемещение (поворот) ребра аЬ за время Д1 относитель­
но вершины а обусловлен изменением скорости и х вдоль оси у, т.е. про- 

Эи,
изводнои

Эу
которая является недиагональнои составляющей тензора

О гайи; аналогично
Эиу
Эх

обусловливает поворот ребра ас1. Выделив сим-
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метричную 5 и антисимметричную А части тензора Стгай и , считаем, что

перемещения ребер аЬ и асЗ обусловливают составляющие тензоров 5 и А , 
расположенные в ячейках их мат­
риц, соответствующих ячейкам мат­
рицы Огас1и, в которых находятся
Эих Зи

и ----- . Таким образом, пово­
ду дх у

рот аЬ обусловлен составляющими

Эи„ Зи.

ду дх
1и — 
2

Эиу Зи,

Эу дх

а поворот ас! — составляющими

Зи.
21 дх ду и

Эи, Эи,
дх ду

Р и с . 3.12. Линейная деформация 
квадрата

тензоров 5 и А соответственно.
Дополнительно упростим по­

следующий анализ, рассматривая 
несжимаемую жидкость; в этом слу­
чае при различных перемещениях 
ребер площадь квадрата аЬссЗ, характеризующая объем жидкого элемента, 
будет оставаться постоянной.

Рассмотрим вклад отдельных составляющих тензоров 3 и А в пе­
ремещение за время Д1 жидкого объема, ограниченного квадратом аЬсё.

1. Деформация растяжения—сжатия (линейная деформация). Пусть 
только диагональные составляющие тензора 8 отличны от нуля, причем 
Зих „ Зи п
-г — < 0, —— > 0 (рис. 3.12). В этом случае скорость всех точек ребра Ьс 

ох ду
Зи

будет положительна, и оно переместится на расстояние у аЬД1, оставаясь
ду

параллельным оси х. Ребро с<3 переместится в отрицательном направлении
, Зи х

оси х на расстояние аа Д1, следовательно, наличие ненулевых < и
Эи>

Эу

дх
> 0 показывает, что квадрат аЪсс! будет растягиваться в направлении 

оси~у и сжиматься в направлении оси х. Таким образом, диагональные со­
ставляющие 3 обусловливают изменение линейных размеров движущегося 
объема.

2. Вращение (поворот без растяжения—сжатия:

Пусть
Зи, Эи,

Зи^
Эх

Эиу
Эу

= 0).

при этом все составляющие тензора 5 равныЭу Эх
нулю, и перемещение обусловлено только недиагональными со­
ставляющими А (рис. 3.13). Вершина Ь за время Д! переместится

в положительном
Зи
Эу

^ > 0 направлении оси х на расстояние
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Ь Ь ' . - ау дх

Й1, , , 
аЬ • А1 = — -  аЬ ■ А1, а вершина а переместится на такое

ау

же расстояние в отрицательном
диу

дх
<0 направлении оси у:

й&  = -  
2

аиу
~дх

Эи,
ау

5иу
ас! • Д1 = — -  ас! • Д1. Очевидно, при этом квадрат аЬсс!, 

дх

не деформируясь, повернется вокруг полюса а с угловой скоростью, равной

ас! Д1

ас! Д1;

Рис. 3.13. Вращение (а) и угловая деформация (б) квадрата

угловой скорости, например, ребра аЪ. Пренебрегая малыми величинами, име­
ющими порядок второй и более высоких степеней длины ребра аЬ, найдем 
угловую скорость вращения квадрата аЬсс!. Линейная скорость точки Ь равна 
ЪЪ'/Д1, а угловая скорость вращения ребра аЪ равна отношению линейной 
скорости точки Ь к расстоянию от этой точки до полюса а; следовательно,

-  (ЬЬ'/Д*)
5иу аи
ду дх

аЬ
Зиу
ах

аи*
дуаЬ аЬ

Отрицательное значение шг и знак минус перед линейной скоростью точ­
ки Ь объясняются тем, что вращение аЬсс! происходит по часовой стрелке.

Таким образом, составляющие тензора А обусловливают вращение 
без деформации элементарного квадрата аЬсс! с угловой скоростью шг; 
индекс г показывает, что ось вращения параллельна координатной оси г.

3. Угловая деформация (без растяжения—сжатия

смотрим частный случай, когда 
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аи.

аи*
ах

Эи,
ду

= 0). Рас­

ах > 0 (рис. 3.13,6). При этом



вершины Ь и <5 перемещаются за время Д1 в положительных направлени­
ях осей х и у соответственно на одинаковое расстояние

ЪЪ' = 6 6 ’ = 1- 2
Зи*
Эу

Зи.
■ + ■

дх

Эи Эи
аЬ • Д1 = аЬ • Д1 = —-— асЗ • дг,

ду дх

а ребра повернутся на один и тот же угол. При этом квадрат превратится в 
ромб, так как вследствие малости размеров квадрата аЪсс! можно считать, 
что ребра Ьс, с<3 поворачиваются на тот же угол, что и ребра аЬ и а<± Диа­
гонали ромба при этом остаются параллельными диагоналям квадрата, т.е. 
квадрат деформируется не поворачиваясь, без вращения. Заметим, что со­
ставляющая антисимметричного тензора А , стоящая на том же месте, что и 

'З и ,
составляющая

ди.,4 
Х. + _ Л

ЭхЭу в матрице 8 , в этом случае равна нулю; это

подтверждает, что вращение аЪсс! обусловлено составляющими тензора А .

4. Чистый сдвиг (без растяжения—сжатия:

следующий частный случай, когда

Эх

> 0,

Эи,

Эи,
ду

= 0). Рассмотрим 

= 0 (рис. 3.14).Эу дх
При чистом сдвиге перемещение аЬссЗ в положение аЪ"с"с! представля­

л и  х
. д у

ется в 
1 ' Эи,

Р и с . 3.14. Ч и с ты й  сдви г  к в а д р а т а  

виде суммы: 1) угловой деформации за счет составляющей
З и /

V Зу Эх
1
2 ду

тензора 5 , при которой, как было показано выше,

квадрат аЬсс! превращается в ромб аЬ'с'сГ; 2) поворота ребер аЬ' и ас!' за

1
счет составляющих —

Эи„ ди, 1
И 2

Зи„ Эи,
Эх Эу

антисимметричного тен-
ду Эх

зора А . Очевидно, что эти составляющие в данном случае приведут к пере­
мещению точки Ь в положительном направлении оси х, а точки с! — в отри-
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цательном направлении оси у; при этом длины отрезков ЪЪ',Ъ'Ъ",сМ' и сГсГ 
оказываются равными между собой, а точка с!" совпадает с точкой (1.

Легко показать, что угловая скорость вращения ромба аЪ'с'с!' равна

1
2

ди^ а»
дх ду

5. Деформация и вращение объема жидкости (без растяжения—сжа- 
дих 5иу

тия: — = 0)- Эти случаи легко разобрать по рис. 3.15,а и б.
дх

]_

2

а)

Эих <Эиу
ЗУ

\

д у  дх

Ь "

5 цх
ау

б)

5их
д у

аЬ Д1

Ч—
— ь;—

\  \
\

Эи1 + Э и ,)

д у  дх

-V

аЬ Л1

А - <3иу Эи,

йгч%
с!'

Эх

9 и у

~дх

д у

ай Д1

а<1 Д1;

9 и у Эи,

Эх Эу
ас! Л*



6. Общий случай. Если не равны нулю все производные скорости по 
координатам, то на перемещение, изображенное на рис. 3.15,а и б, сле­
дует наложить деформацию растяжения—сжатия, в результате чего ромб 
превратится в параллелограмм.

Таким образом, в общем случае любое перемещение элементарного объема 
за бесконечно малый промежуток времени можно представить в виде следую­
щей суммы: 7) поступательного движения со скоростью и некоторой выделен­
ной точки объема (в нашем случае это точка а), называемой полюсом; 
2) деформационного движения этого объема вследствие такой неоднородности 
поля скорости и, которая обусловливает ненулевые значения симметричной 
части 5 тензора Огайи. При этом диагональные составляющие 5 обуслов­
ливают деформацию вида растяжения—сжатия (линейную деформацию), а 
недиагональные — угловую деформацию (перекашивание), в результате кото­
рой, например, квадрат превращается в ромб; 3) вращательного движения это­
го деформированного объема, как твердого тела, вокруг полюса с угловой ско­
ростью, определяемой составляющими антисимметричной части тензора А .

Изложенное выше представление перемещения элементарного объе­
ма жидкости составляет содержание теоремы Гельмгольца.

П р и м е ч а н и я :  1. Проводя аналогию с механикой твердого неде- 
формируемого тела, можно отметить, что при движении элементарного 
объема жидкости можно выделить два вида движения, которые уже изу­
чались в курсе теоретической механики, — поступательное движение твер­
дого тела со скоростью полюса и вращение его вокруг полюса. В случае 
жидкости дополнительным видом движения является деформационное.

Поэтому иногда подразделяют движение элементарного объема жидко­
сти на квазитвердое (поступательное и вращательное) и деформационное.

2. Из шести составляющих тензора А , описывающего вращение 
жидкого объема вокруг полюса, только три отличаются друг от друга по 
абсолютной величине. Каждая из них определяет значение угловой ско­
рости вращения вокруг оси, параллельной координатной оси, наимено­
вание которой не входит в индексы, принадлежащие составляющей А . 
Например, как было показано выше,

1со = — 
г 2

Эи, Эи,
Эх Эу

Эти угловые скорости 
ции на соответствующие координатные оси вектора со , определяющего 
угловую скорость вращения элементарного объема жидкости при его 
перемещении в трехмерном пространстве:

СЭ=(шх,Шу,Шг) =
Эиг диу 
ду дг

Эи^
дг Эх

Эи.
(3.45)

3. В векторном анализе вместо со рассматривают вектор 2ш , кото­
рый обозначают гог и и называют вихрем вектора и ( и л и  вихрем скорости):

ГО( 11:
Эу дг

Эи*
дг Эх

Эи,

ох
Эи,
ду (3.46)
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4. Следует обратить внимание, что выше рассматривалось лишь переме­
щение объема за бесконечно малые интервалы времени Д1. Если рассматри­
вать конечные интервалы времени, то, например, после поворота с угловой 
скоростью со за время А1 элементарный объем жидкости займет другие точ­
ки в поле скорости, и за следующий отрезок времени его угловая 
скорость может измениться. В результате даже при наличии во всех 
точках скорости со *  0 и го1 и * 0 (такие поля называются вихревыми) 
может оказаться, что при перемещении на конечные расстояния эле­
ментарного объема жидкости поворот его вокруг полюса не будет вос­
приниматься как вращение в обычном смысле. Например, при 
сдвиговом течении, представленном на рис. 3.16 с полем скорости

, ч С ц  ̂ Зих и _
и = |и х, иу , иг] = 2 , 0, 0 |, имеем, что только = — * 0, а все ос­
тальные составляющие тензора Огас! и равны нулю. Очевидно, что при пе- 

12
1
I

Н 1 
т

~с~Ъ '~с------ Г  Ь"~~с"
?~1 Н  Е з  у7 / 7 и^ =  11^(2) =  и ^
а а  а' <Г р ^  а " а "

Рис. 3.16. Сдвиговое продольно-однородное течение (течение Куэтта)

ремещении объема аЬсс! на большое расстояние поворот его вокруг а не 
воспринимается как вращение, хотя мгновенная угловая скорость этого объема

1 Зи Эиг"| и п
“ ' Ы 1 Г - 1 7 Г  2 Й * а

3.7. Субстанциальная производная

и

В гидромеханике для того, чтобы использовать общие законы меха­
ники, необходимо иметь выражения, которые определяют изменение во

времени механических величин, относя­
щихся к выделенному движущемуся 
объему жидкости произвольной формы. 
Найдем выражение для определения ука­
занного изменения в случае, когда ис­
пользуется эйлеров подход к описанию 
движения жидкости. Как было отмече­
но, эйлеров подход используется при ре­
шении подавляющего большинства за­
дач гидромеханики.

Выделим в момент I: в пространстве 
контрольный объем V , ограниченный 
контрольной поверхностью А; в момент 
1: + АС жидкость, содержащаяся в этом 
объеме, переместится в пространстве и 
займет объем V ' (рис. 3.17). Пусть нас 
интересует какая-либо определенная гид­
ромеханическая величина В, которая име­

Рис. 3.17. Перемещение жидкости, 
содержащейся в момент г внутри 
контрольной поверхности А; для 
простоты показано перемещение 
плоского произвольного объема 

единичной толщины; объем 
(V  ' - V ) покрыт стрелками
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ет плотность распределения р, зависящую в общем случае от координат и 
от времени, т.е. р = Р(г ,1) .  Это может быть скаляр (например, плотность 
жидкости), вектор (скорость жидкости, плотность распределения количе­
ства движения) или даже тензор; ход рассуждений будет один и тот же. 
Рассмотрим производную по времени от указанной величины, относящей­

ся ко всему объему V ,  т.е. от В = |  рё'У’, при перемещении содержащейся
V

внутри него жидкости в пространстве, имея в виду, что р является эйлеро­
вой переменной. Эта производная называется субстанциальной производ­
ной и обозначается через БД)*:

|р (г ,1 + Д 1 )< ^ - |р (г ,1 )< ^

^ ----- < 3 '4 7 )1)1 *

Преобразуем тождественно правую часть равенства, прибавив и от­

няв в числителе получим

|  Р (г,Т + Д1) (IV -  |р(г,1)сГС |  р(г,1)<ге-/р(г,1)<ге

И т —-------------------------- —---------------+ Н т —---------------тг” ------------- •
Д1->0 Д1; Д[-*0 Дг

В первом пределе интегралы вычисляются по одному и тому же объе­
му V ' , изменяется только одна переменная — время I, следовательно, он 
представляет собой частную производную по времени от интеграла по объему
V  , так как при Д* -»■ 0 и V ' ->• V . Во втором пределе интегралы вычисля­
ются в один и тот же момент времени I, но по различным объемам V  и 
V , поэтому числитель можно представить в виде одного интеграла, вы­
числяемого по разностям этих объемов (V ' -  V ) . В результате имеем

|р (г д )< ^

Ж  = (3-48)

Интеграл |  р(г,{) (IV представляет собой “количество” величины 
( У-У)

В в объеме (V ' -  V) (см. рис. 3.17); это “количество” проносится за время 
Д1 при движении жидкости через поверхность А, и его можно рассчитать 
следующим образом. Разделим контрольную поверхность А на элементар­
ные площадки с!А и построим на каждой с!А, как на основании, прямо­
угольные призмы, ограниченные сверху поверхностью А'(рис. 3.18). Оче­
видно, совокупность всех этих призм образует объем Высота 
каждой призмы равна расстоянию, на которое за время ДТ поверхность А' 
удалилась от А, а так как А' переносится за счет движения жидкости со 
скоростью и, то из геометрических построений, приведенных на рис. 3.18,
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найдем значение высоты как (ип • Д1). Объем элементарной призмы равен 
(ип -Д*)с1А, а количество характеристики В внутри этой призмы вслед­
ствие элементарности ее объема представим в виде р (и п ■ Д{)с!А. Так как

Рис. 3.18. Элементарная часть объема (У~'-Л/') в виде призмы 
с основанием <1А и высотой ипД1

рассматриваемый интеграл выражает изменение характеристики В в ре­
зультате протекания жидкости сквозь контрольную поверхность А, то на 
той части А, где скорость жидкости направлена из контрольного объема 
(рис. 3.18,а), поток жидкости вносит характеристику В в объем (V ' -  V ) ; 
при этом Р(ипД1)<ЗА > 0. На той части А, где и направлена внутрь объема V  
(рис. 3.18,6), поток жидкости выносит характеристику В из объема (V ' -  V ) , 
и при этом р(ипД1)ёА<0. Поэтому, рассматривая выражение количества В в 
элементарной призме в виде

Р и пД1 ■ <1А,

следует учитывать знак ип на каждом элементе поверхности <ЗА.
Количество характеристики В в объеме ( V ' -  V) найдем, просум­

мировав количества этой характеристики во всех построенных элемен­
тарных призмах:

\  р (г ,{ )аУ  = | р  и пД1-<1А.
(У '-У )  А

(3.49)

Подставив это равенство в оставшийся невычисленным предел (3.48), 
имеем

11ГП
Д 1->0

1 р (г,1 )< ^
(У'-У)________

Д1

I [Р и п ' ^а ] • Д1
= П т -

Д1 —>0
| р и п -аА. (3.50)

Подставив (3.50) в (3.48), получим основное выражение для субстан­
циальной производной:

(3.51)

Первый интеграл в правой части выражает изменение гидродинами­
ческой величины В, относящейся к объему V , связанное с изменением
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во времени величины р (г, г) в каждой точке внутри объема V  , и потому 
его называют локальной составляющей субстанциальной производной. 
Второй интеграл выражает изменение во времени этой же величины В, 
связанное с перемещением в пространстве (переносом, конвекцией) жид­
кости, содержавшейся в момент I внутри контрольной поверхности А, и 
его называют конвективной составляющей субстанциальной производной.

Воспользуемся для вычисления поверхностного интеграла, который 
выражает конвективную составляющую субстанциальной производной, 
формулой Остроградского—Гаусса в форме

|р и п<1А = |[(и-§гас1)р + рШуи]сК/\ 52)
А V

Подставляя (3.52) в (3.51), получаем

|[ ( и - ё гай)р + И ^ и ] д ^  (3.53)
131 V  0 1 V V

или

О |р д ^  = |  —  + (и §гас!)р дУ  + {рсИуцсГ^. (3.54)
О! V \г1- ^  -I ^

Первый интеграл в правой части (3.54) определяет вклад в субстанци­

альную производную от величины |р с ^  , обусловленный изменением ве-
V

личины р . Это, с одной стороны, локальное изменение, т.е. изменение во 

времени этой величины в фиксированной точке пространства а с

другой стороны, изменение р в связи с наличием переноса (конвекции),

так как выражение (и • §га<3)р появилось из интеграла (3.50), определяюще­
го конвективную составляющую субстанциальной производной от В.

Второй интеграл в (3.54) выражает вклад в субстанциальную произ­
водную, обусловленный изменением в пространстве поля скорости и, а 
не самой величины В.

Вышеизложенное позволило назвать подынтегральное выражение в 
первом интеграле правой части (3.54) субстанциальной производной 
плотности распределения р и обозначить

^  ^  + (“ • §гад)р (3.55)

или

эр  ар ар ар ар
—  = —  + и , —  + и„ —  + и , — . (3 55)31 х Эх у Эу г 82

Здесь, как и в выражении (3.50), субстанциальная производная пред- 

ставляется в виде суммы локальной составляющей — , обусловленной из-
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менением во времени гидродинамической характеристики В в фиксиро­
ванных точках пространства, и конвективной составляющей (и • §гад) р , 
обусловленной изменением р вследствие переноса (конвекции) гидроди­
намической характеристики движущейся житкостью (субстанцией).

Покажем в качестве пояснения выражения (3.55), как в эйлеровых 
переменных выражается ускорение выделенной движущейся жидкой ча­
стицы (это ускорение является лагранжевой характеристикой потока). 
Пусть в момент времени I положение в пространстве элементарного объема 
Д№ определяется тремя координатами г = (х, у, г) , а скорость его равна 
и(г, I)— эйлерова характеристика. Через малый промежуток времени д* 
этот объем, переместившись в пространстве по некоторой траек-

Рис. 3.19. Ускорение жидкой частицы: Т — траектория,
1 и 2 — линии тока в моменты I и I + Д1: соответственно

тории (рис. 3.19), займет положение, определяемое координатами 
г + Дг = (х + Дх, у + Ду, 2 + Д г ) , при этом скорость его станет равной 
и = (г + Дг, 1: + Д1) — тоже эйлерова характеристика. Ускорение этого 
объема а  равно

и(г + дг, I + дг) -  и(г, с)

Д1а = П т
Д1 —> О

(3 .56)

Здесь следует указать:
п р и р а щ ен и е  Дг — эт о  вектор, оп р едел я ю щ и й  п ер ем ещ ен и е  ж и дк ого  

о бъ ем а, т .е. лагранж ева характеристика (а не п р осто  п р и р ащ ен и е н еза ­
в и си м ой  п ер ем ен н о й  г);

ес л и  Д (-*0 , т о  вел ичины  Дх, Ду и Дг такж е ст р ем я тся  к нулю ; 
при эт о м

.. Дх .. Ду Д2
п т —  = и у ; П т —  = и п т —  = и_.

Д1->0 дг Д1->0 А1 у Д1-»0 Д1 г
(3 .57)

Преобразуем производную по времени (3.56) так, чтобы выразить ее 
через частные производные по времени и по пространству:

_  л т  и(г + Дг, 1 + Дс) -  и(г + Дг, [) + и(г + Дг, {) -  и(г, с)

Д1Д1->0

+ Н т
Д1-+0

и(г + Дг, I + Д() -  и(г + Дг, ()
=  Н т  —---------------------------- -------------- - +

д1->о дг
и(х + Дх,у + ду ,2  + Дх,*) -  и(х,у + Ду,г + Дг, {) дх

Дх Д1
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и(х, у + Ау, г  + Д2 , г) -  ц(х, у, г  + Дг, г) ду
Д 1->0  Д у Д1

и(х,у,г + Д2 , ( ) - и ( х ,у ,2 , 1) дг
+ Ьш -------------------------------------- —  =

д(->0 Д2 Д1

Эи ди Эи Эи Эи / >
= эГ + и х эх + иу ^ ’ + и г а2 = эГ + и̂ ' ёгас1' и •

Таким образом, получено, что ускорение жидкой частицы в эйлеровых 
переменных представляет собой субстанциальную производную от скорости

Ои Эи Эи Эи Эи
а = о Г “ а  + и - а  + и ^  + и- Н '  <3-58>

Оно имеет локальную и конвективную (и-§гас!)и составляю­

щие. Как было отмечено в п.З, ускорение жидкой частицы и при уста­
новившемся движении (когда поле скорости неизменно во времени) 
может быть отлично от нуля за счет конвективной составляющей.

3.8. Потенциал скорости и функция тока 
при плоском безвихревом движении

При безвихревом движении, когда все составляющие вектора го( и рав­
ны нулю, можно для односвязной области ввести потенциал скорости, т.е. 
такую функцию координат и времени <р(х, у, 2 , I ) , что и =  §гас! ср и л и

Эср Эф Эф
и у = — , и = — , и = — . И 591»

х Эх у Эу г Эг
Легко проверить непосредственной подстановкой (3.59) в (3.46), 
что справедливо и обратное положение: если существует функция 
Ф (х, у, 2 , г ) , определяющая скорость согласно (3.59), то го! и = 0. Если 
удается ввести ф (х, у, 2 , и), то исследование поля скорости существенно 
упрощается, так как вместо трех функций их, и у и иг достаточно опреде­
лить одну функцию Ф, а потом найти проекции скорости простым диф­
ференцированием. Движение жидкости, для которого можно ввести потен­
циал скорости, называется потенциальным.

Подставим выражения для проекций скорости (3.59) в уравнение 
несжимаемости (3.22), получим

Э2ф Э2ф Э2ф .
* г  + а ^ + 1 ?  = й  (3-60>

Следовательно, в случае несжимаемой жидкости функция потенциала 
скорости должна удовлетворять уравнению Лапласа (другими словами, 
являться гармонической функцией).

Если скорость жидкости имеет две ненулевые составляющие и = 
=  (их, иу), которые зависят от двух переменных х, у, то можно рассмат­
ривать плоскую задачу механики жидкости; при этом уравнение несжи­
маемости имеет вид
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^ У  л~ ~  + - г ~  = °- (3.61)Эх 5у '
Из этого уравнения следует, что всегда существует такая функция 

Ч '(х.у), что
5м/ дш

и* = ^ ’ <3-62> 

так как при подстановке (3.62) в (3.61) последнее обращается в правиль­
ное тождество. Если подставить (3.62) в уравнение линии тока (3.6), 
которое для плоской задачи имеет вид

дх _ йу  ̂ ^ _ и хду = 0, (3.63)
и х и у

то получим

—  с1х + —  <1у = 0, или с1у = 0 , (3.64)
8х ду

откуда следует, что на линии тока имеет место равенство

1|/(х,у) = СОП51. (3.65)

Вследствие этого функция у (х , у ) , определяемая равенствами (3.62), на­
зывается функцией тока.

Сравнивая (3.62) с выражением проекций скорости через потенци­
ал ф в случае плоской задачи

(3.66)
Зср Зф

их = ^ Г >  и у = ^ Г ’дх у ду

получаем

<Эф _  д у  дф д у
д х “ д у ’ д у _ _ д х '  (3 '67)

Подставив (3.66) в уравнение несжимаемости, записанное для усло­
вий плоской задачи в виде

ди„ ди
• +

дх ду = 0, (3.68)

найдем, что в этих условиях потенциал скорости ф (х, у, I) должен удов­
летворять двухмерному уравнению Лапласа:

д2ф д 2ф п
= 0 или ДФ = 0. (3.69)

Как уже отмечалось, если движение потенциальное, то вектор вихря ско­
рости равен нулю, что доказывается подстановкой выражения проекций 
скорости через потенциал ср в выражение проекций вектора го1 и (3.46). 
В случае плоско» задачи ненулевой может быть только проекция го1 и на
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ось 2, так как в остальные проекции входит либо иг , либо производная 
по 2 , которые в этом случае равны нулю'.

Подставляя (3.66) в выражение

(3.70)

убедимся, что оно равно нулю. Если в это же выражение подставить 
(3.62), то найдем, что

Следовательно, при безвихревом (потенциальном) плоском движении 
жидкости функция тока (как и потенциал скорости) является гармони­
ческой функцией.

Равенства (3.67) представляют собой известные из теории функций 
комплексного переменного условия Коши—Римана. Если функцию ком­
плексного переменного Ъ, = х + у1 представить в виде комплексной фун­
кции двух вещественных переменных х и у

то производные вещественных функций Г, и Г2 должны быть связаны 
между собой так же, как производные Ф и у  согласно (3.67).

Указанные выше свойства потенциала скорости и функции тока 
обусловили эффективное использование теории функций комплексного 
переменного при решении плоской задачи механики жидкости. В част­
ности, если задать произвольную функцию комплексного переменного 
(например, Г(Е,) -  а^2 + Ь или Г (Е,) = Ьо§Е, и т.п.), то, выделяя функции 
Г,(х, у) или Г2(х, у) согласно (3.72), можно считать, что Г,(х, у) — это 
потенциал скорости, а Г2(х, у) — функция тока:

Поле скорости в плоскости течения и его общий вид определяются 
как путем непосредственного вычисления значений проекций скорости 
по формулам (3.62) или (3.66), так и построением линий тока на основе 
равенства (3.65). Надо отметить, что заранее при задании функции Г( )̂ 
неизвестно, какое течение описывают функции Г, и Г ,. Однако вслед­
ствие линейности оператора Лапласа Д можно использовать принцип 
суперпозиции и, суммируя потенциалы, описывающие простейшие те­
чения, которые определяются элементарными функциями, получить 
возможность описывать более сложное течение, характер которого в 
значительной мере уже можно предсказать.

Таким образом, если движение жидкости бехвихревое, то

Ду = 0. (3.71)

Г(^) = Г,(х, у) + 1Г2(х, у), (3.72)

Ф(х, у) = Г, (х, у), у(х, у) е= Г2(х, у). (3.73)
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