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НАХОЖДЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЯ ОПЕРАТОРА  
ЛАПЛАСА СО СМЕЩЕНИЯМИ В ПРОИЗВОДНЫХ

Нурилла Юлдашев,
«Ташкентский институт инженеров  

ирригации и механизации  
сельского хозяйства» Национальный  

исследовательский университет, доцент

Аннотация
Дана постановка задачи определения собственных и присоединенных функций для оператора Лапласа 

в s -мерном единичном шаре со смещением и производных. При 2s =  получены условия существования 
присоединённых функций не выше третьего порядка и выполнено их вычисление. Случай произвольного s  
является предметом будущей работы.

Ключевая слова: оператор Лапласа, единичный шар в sR , собственные значения, собственные и 
присоединенные функции при 2s = .

Annotatsiya: Maqolada Laplas operatori uchun siljish va hosilalarga ega bo‘lgan s -o‘lchovli birlik sharida xos 
funksiyalar va bog‘liq funksiyalarni aniqlash masalasining bayoni berilgan. 2s =  uchun uchinchi tartibdan yuqori 
bo‘lmagan bog‘liq funksiyalarning mavjudlik shartlari olinadi va ularni hisoblash amalga oshiriladi. Ixtiyoriy s uchun 
isbotlashlar muallifning keyingi ishlarida bajarilishi ko‘zda tutilgan.

Kalit so‘zlar: Laplas operatori, sR da birlik shari, xos qiymatlar, 2s =  da xos va bog‘liq funksiyalar.

Annotation
The statement of the problem on the dеtermination of eigen- and adjoint-functions for Laplace operator in s- 

dimensional unit ball with displacement in derivatives is given. For 2s =  the conditions are obtained for the existence 
of adjiont functions of the not higher than three order and their computations is made. The case of arbitrary s is the 
subject of future work.

Keywords: Laplace operator, unit ball in sR , eigenvalues, eigen adjoint functions for 2s = . 

При нахождении собственных значении функций 
и при доказательстве существование решение задачи 
необходимую играет роль нахождения в классе не-
прерывных и непрерывно дифференцируемых функ-

ций до второго порядка включительно в s -мерном 
единичном шаре задача определения собственных и 
присоединенных функций для оператора Лапласа со 
смещениями в производных. 
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Методом разделения переменных были реше-
ны краевые задачи для уравнения Гельмгольца в круге 
со смещениями внутри области в работах Б.В.Логино-
ва и А.М.Нагорного, а также некоторые спектральные 
задачи Бицадзе – Самарского. Задача на собственные 
значения для оператора Лапласа со смещениями в 
производных для s -мерном единичном шаре ранее не 
была исследована. 

Приведённые теоремы о существования решения 
задачи доказывается методом Лагранжа вариации 
произвольных постоянных отдельно в подобластях c 
последовательным использованием сопровождающих 
граничных условий. А также использована свойства и 
общая теория непрерывных и непрерывно дифферен-
цируемых функций, функции Бесселя и теория инте-
гральных уравнений.

В классе непрерывных и непрерывно дифференци-
руемых функций до второго порядка включительно в 
s -мерном единичном шаре задача определения соб-
ственных и присоединенных функций для оператора 
Лапласа со смещениями в производных определяются 
условиями[1, 230]

( )1 2
1 2

1 1( ) ( ) 0, ,s
s

uu r u u u C
r r r r

αλ λ− +
Θ−

∂ ∂
∆ + = + ∆ + = ∈ Ω

∂ ∂
 

{ }0 0 1 1( , ) (1, ), 0 1, , 1, ( ,..., ) ,r r nu r u r r r −′ Θ = Θ < < Ω = < Θ = Θ Θ

 

где Θ∆ -оператор Лапласа на единичной сфера 1sS −

. Бесселя 2
2

1 1( ) ( 1) 0.
2
sx r x n x

r r
λ ′′ ′+ + − + − =  

 В предположении 
ограниченности решения смещение определяет соб-
ственные значения 2 2 ( )nλ α α= =  как корни урав-
нения

1
2 2

0 0 0 01 1 1 1
2 2 2 2

( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) 0
2

s s

s s s sn n n n

sf r J r J r J r Jα α α α α α
− + −

+ − + − + − + −

   
′ ′ ′ ′= − + − − =   

   

.

Если функция ( , )rυ Θ имеет непрерывные вто-
рые производные в подобластях 

0r
Ω и 

0
/ rΩ Ω ,то 

периодичность функции и по Θ , непрерывность 
и непрерывная дифференцируемость ее всюду в 
Ω  и смещение определяют сопряженную зада-
чу ( ) 0λ υ∆ + =  в ( )0 0

/ ,r rΩ ∪ Ω Ω  (2) ( , )rΦ Θ =

0 0( 0, ) ( 0, ),r rr rυ υ′ ′− Θ = + Θ
 

(1, ) 0,rυ′ Θ =
 

[ ]1
0 0 0( 0, ) ( 0, ) (1 0, ) 0sr r rυ υ υ− − + Θ + − Θ + − Θ =

.
 

Замечание 1. Условия сопряженной задачи возни-
кают, если в прямой задаче вместо 2 ( )u C α+∈ Ω  пред-
положить только 

0 0

2 2( ) ( / )r ru C Cα α+ +∈ Ω ∪ Ω Ω .
Далее для простоты представления приведены ре-

зультаты только в прямой задаче при 2s = . Исполь-
зованы справочные издания.

Теорема 1. Прямая задача имеет собственные 
значения 2 2 ( )nλ α α= =  определяемые условием 

0( ) ( ) ( ) 0n nf J J rα α α′ ′= − = c собственными функ-
циями (1)

1 2( , ) ( )( cos cos )n n n nÔ r J r c n c nαΘ = Θ+ Θ

. Ей отвечает сопряженная задача ( ) 0λ υ∆ + =  
0 0

2 2( ) ( / )r rÑ Ñα αυ + +∈ Ω ∪ Ω Ω , 
0 0( 0, ) ( 0, ),r rr rυ υ′ ′− Θ = + Θ  (1, ) 0,rυ′ Θ =

[ ]0 0 0(1, ) ( 0, ) ( 0, ) 0r r rυ υ υΘ + − Θ − + Θ =  с теми же соб-
ственными значениями и собственными функциями 

(1) (1)
1 2( , ) ( )( cos sin )n n n nr r d n d nχΨ Θ = Θ+ Θ , [2, 45]

( ) 0 ( ) 0(1)

( ) 0 ( ) 0 0

( ) ( ) ( ), 0
( )

( ) ( ) ( ) ( ), 1.
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n
n n

N r N J r r r
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J N r N J r r r
α

α α

α α α
χ

α α α α

 ′ ′ − ≤ <  = 
′− < ≤

Условие отсутствия (существования) 
присоединенных элементов (2) ( , )rΦ Θ =

(2)
1 2( )( cos sin )n n nr c n c nΧ Θ+ Θ  c точностью до нену-

левого множителя (обозначается ≅ ) имеет вид
1

(1) (1) (1) 2 2 2 2 2
0 0 0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n nI d n r J r n J rα ρ ρ ρ ρ α α α α= Χ Χ ≅ − + − ≅∫
 

( ) 0( 0)f α′≅ ≠ =
.

Теорема 2. Пусть ( ) 0f α =  и ( ) 0f α′ = . Тогда 
2 ( )n rΧ  определяется как ограниченное решение неод-

нородного уравнения Бесселя
2

2 2 2 2
2

1( ) ( ) ( )n n n
nr r J r

r r
α α
 ′′ ′Χ + Χ + − Χ = 
 c условиями 

( ) ( )(2) (2) (2) (2)
0 0 0( ) (1), ( 0) ( 0), 0,1

k k

r r r k′ ′Χ = Χ Χ − = Χ + =  и имеет 
вид (2) ( ) ( ),

2n n
rr J rα
α

′Χ = −  0 1r≤ < . Условия отсутствия (на-
личия) третьего элемента ЖЦ (3) ( )n rΧ  определяется 
интегралом 1(2) (2) (1)

2 0
( ) ( ) ( )n nI dα ρ ρ ρ ρ= Χ Χ∫  и совпадает с 

2
0 0 0( ) ( 1) ( ) 2( ( ) ( )) 0n n nf r J r J r Jα α α α′′ ′≅ − + − ≅ . 

Доказательство выполняется методом Лагранжа 
вариации произвольных постоянных отдельно в подо-
бластях 

0r
Ω и 

0
/ rΩ Ω c последовательным использо-

ванием сопровождающих граничных условий.
Теорема 3. Одновременное выполнение условия 

( ) ( ) 0, 0,1, 2,3kf kα = =  невозможно. 
Доказательство выполняется исследованием систе-

мы 2 2 2 2 2
0 0 0

2
0 0 0

2 2

( ) 0 ( ) ( ) ( ) ( ) 0,
( ) 0 2 ( ) 2 ( ) ( 1) ( ) 0,
( ) 0 ( ) ( ) 2 ( ) 0.

n n

n n n
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f n r J r n J r
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f n J J

α α α α α

α α α α α

α α α α α

′ = − + − =

′′ ′= + + − =

′′′ ′= − + =

�

�

�

Следствие. Жордановы цепочки прямой задачи об-
риваются на третьем элементе, т. е. имеют длину три.

Действительно, система ( ) 0, ( ) 0f fα α′ ′′= =  раз-
решима, т. к. ее определитель 2 2

12 0( 1) 0.n r∆ = − ≠
Теперь в условиях ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0f f fα α α′ ′′ ′′′= = =

выполним вычисление (3) ( )n rΧ , являющегося решени-
ем неоднородного уравнения Бесселя с правой частью 

( )
2 n
r J α
α

′−  и теми же условиями смещения и гладкости. 
Действуя по Лагранжу, определим 

(3) (3)
(3) 11 12 0,

(3) (3)
21 22 0
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a на интервале 0 1r r≤ <  
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3 3 33
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J d Cπ ρ αρ ρ
α

+ +∫

. 

Отметим, что формула для вычисления интеграла 
2 ( ) ( )n nJ N dρ αρ αρ ρ∫  в справочных изданиях отсутству-

ет, а для вычисления интеграла 2 2 ( )nJ dρ αρ ρ∫ имеется 
рекуррентная формула. Условие непрерывности (3)Õ  
дает 0 03

(3) (3) (3) 2 2 20 0 0
110 120 220 2 2 2

0 0 0 0
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r r
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N r r N rÑ Ñ C J d J N d
J r J r

α απ πρ αρ ρ ρ αρ αρ ρ
α α α α α

− = − − +∫ ∫  
a из непрерывной дифференци-
руемости (3)Õ  при 0r r=  следует 

03 3 2 3
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′ ∫
. Отсюда определяются (3)

220Ñ  в виде 

0 3
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N r rÑ J d J r
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α ππ ρ αρ ρ α
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′ ∫

.
Значение (3)

220Ñ  определяется также смещением
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,

что позволяет вычислить интеграл
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∫ ∫

,

a вместе с ним выразить постоянную (3)
220Ñ  через 

(3)
110Ñ  и найденное значение (3)

220Ñ . Корректность зада-
чи при малых изменениях 0r  в любом промежутке 
[ ],1 , 0ε ε ε− >  дает возможность вычисления интеграла 

2

0

( ) ( )
r

n
n

J N dρ αρ αρ ρ∫
.

Если не исследовать предельную задачу при 
0 0r → , а просто подставить найденные значения по-

стоянных (3)
110Ñ , (3)

210Ñ  и (3)
220Ñ  в формулу для (3) ( )Õ r , то 

получаем следующий результат.[3, 54]
Теорема 4. В условиях ( ) ( ) 0, 0,1, 2,kf kα = =  тре-

тий элемент жордановой цепочки (3) ( )nÕ r  имеет вид 
3

(3) 2 2 2
2 2 2

0 0

( ) 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
12 8 8

r r
n

n n n n n n
r J rÕ r J r J N d J r J dα π πα ρ αρ αρ ρ α ρ αρ ρ

α α α
= − − +∫ ∫

Замечание 2. Отметим расчеты [ ]5;6 , где исследо-
вана соответствующая задача со смещениями в иско-
мых функциях. 

Замечание 3. Общий случай 2s > является предме-
том будущем работы.

В s -мерном единичном шаре поставлена и иссле-
дована задачи определения собственных и присоеди-
ненных функций для оператора Лапласа со смеще-
нием и производных. При 2s =  получены условия 
существования присоединённых функций не выше 
третьего порядка и выполнено их вычисление. Дан-
ные результаты будут основой исследовать задачи в 
более общего случай 2s > .
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