OSHKORMAS FUNKSIYA HOSILASI.

1. Oshkormas funksiva tushunchasi. Ma'lumki, x c R to'plamdaei har bir x songa

biror qoidaga ko'ra ' C R to'plamdan bitta ¥ son mos qo'yilgan bo'lsa, X to'plamda

funksiya berilgan deb atalar vau f x> y yoki y = f(x) kabi belgilanar edi.

Endi ikki X va y argumentlarning F (x, y) funksiyasi

J\/I’={(3f:,y)ER2 ca<x<e, c<:y<djl
to plamda berilean bo'lsin. Ushbu

F(x,y)=0

tenglamani garaylik. Biror X, sonni (x, € (a,g)) olib, uni yugoridagi tenglamadagi X ning

0 rniga qo yamiz. Nattjada ) ni topish uchun quyidagi

Flx,y)=0 (L)

tenelamaga kelamiz. Bu tenelamaning vechimi haqida ushbu hollar bo'lishi mumkin:




1. (1.1) tenglama yagona haqigiy ¥, yechimga ega.

2. (1.1) tenglama bitta ham haqigiv vechimga ega emas,
3. (1.1) tenglama bir nechta, hatto cheksiz ko p hagiqiy yechimga ega.
Masalan.

=

7
y—x", agar x =0 bo'lsa,
F(x,y)=14", & o

¥~ +x, agar x <0 bo'lsa
U holda

F(x,y)=0 (1.2)
tenglama x, =0 bo'lganda. yagona y = xﬂz yechimga, x, < 0 bo'lganda ikkita

Agarbiror F (x,_}-‘) = () tenglama uchun 1.-hol o'rinli bo'lsa bundayv tenglama e’tiborga

lovig. Uning yordamida funksiva aniglanishi mumkin.

echimea ega bo ladi.

Endi ¥ o'zearuvchining givmatlaridan iborat shundav X to plamni garavlikki, bu

to plamdan olingan har bir giymatda F (:c,_}-‘) = () tenglama vagona echimga ega bo'lsin.




i A

X to'plamdan ixtivoriy x sonni olib, bu songa F (\I,_}-‘)z 0 tenglamaning vagona

echimi bo’lgan y sonni mos go'vamiz. Natijada X to'plamdan olingan har bir x ga

vugoridagi ko rsatilgan qoidaga ko rabitta v mos go vilib, funksiva hosil bo ladi. Bunda x

va Vv o zgaruvchilar orasidagi bog'lanish F (x,.y) = 0 tenglama yordamida bo'ladi. Odatda
bundav berilgan (aniqlangan) funksiva eshkormas ke rinishda berilgan funksiya (voki

oshkormas funksiya) deb ataladi va

x—>y:F(x,y)=0.

a

kabi belgilanadi.

2. Oshkormas funksiyaning hosilasi. Endi oshkormas funksivaning hosilasini topish

bilan shug’ullanamiz.

. 2 . .
1-teorema. F (x, }-‘) funksiya (xu,_}-‘ﬂ ) e R~ nugtaning biror

Uy, +((x0.30)) = (xy)eR*: xy—h<x<xy+h y,—k<y<y,+k|
atrofida (h > 0,k > 0) berilgan va u quyidagi shartlarni bajarsin:
1) U x((x0, 1)) da uztuksiz.
2) Ups ((x9,3)) da uzluksiz F (x,v) F Y (x,y) =xususiy hosilalarga ega va

F",(xg,35) = 0;




) F,(x,,)=0.

U holda (xﬂ, }-‘D) nugtaning shunday

Uﬁ,g((xn:.]”n)):{( y)e R x — 0 <X <Xy +0,; IU—E{L{LD+£}
atrofi (0 < & < h, 0< & <k) topiladiki,

a) Vx e (x, —8,x, + &) uchun
F (x,y) =0
tenglama yagona V yechimga ye (.f""[] —&, Vg -I-E] ega. va'ni F (:r:, _}’) — (0 tenglama

vordamida

x—>y: F(x,y)=0

oshkormas ko rinishdagi funksiva aniglanadi;

b) x = X, bo’lganda unga mos keladigan ¥ uchun y = y, bo ladi.
¢) oshkormas ko rinishda aniglangan
x—>y.: F(x,y)=0
funksiya (x, —8,x, + ) oraligda uzluksiz bo ladi:

d) Bu oshkormas ko rinishdagi funksiva (xﬂ — 90, X, +0 ) oraligda uzluksiz hosilaga
ega bo ladi.
4Shartga ko'ra F,(x.y) funksiya L'Th,k((xn:.}’n )) da uzluksiz va F~ (TD, 0)=0.




Aniglikuchun F ‘y (xg \ L’g] > () deylik. U holda uzluksiz funksivaning xossasiga ko’ra

(xtw }-‘D) nugtaning shundav

Us , ((x5,35)) = {(r}) R X, -8 <x<x, 48, yy—E<Y< Y, + 5}

atrofi (0<8<h, 0<e<k) topiladiki. V(x,y)eUs, ((x5,3)) uchun F)(x,3)>0

bo’ladi. Demak, F (x,}-‘) funksiva x o’zearuvchining (r —0,X, +§) oraligdan olingan

har bir tayin giyvmatida ¥ o’zgaruvchining funksivyasi sifatida o’suvchi.

F(x,y)=0

tenglama (x, —&,x, +J) da
x—>y: F(x,y)=0

oshkormas ko rinishdagi funksivani aniglaydi. x = X, bo lganda unga mos kelgan y = ),

bo ladi va oshkormas funksiya (x, — &, %, + &) da uzluksiz bo ladi.

Endi oshkormas funksiyaning hosilasini fopamiz, X, nuqtaga shunday Ax orttirma

beraylikki, x, + Ax € (x, — 8,x, + &) bo’Isin. Natijada

x—>y: F(x,y)=0
oshkormas funksiva ham orttirmaga ega bo lib.

F(x, +Ax,y, + Ay)=0




bo’ladi. Demak,
AF(x,,v,)=F(x, +Ax, v, + Ay) = F(x,,,) =0 (1.3)
J') va F v (I,}-‘) xususiy hosilalar U-:‘:?,s ((In:.}’n )) da uzluksiz.

Shartea ko'ra I~ (

Binobarin F (J:, _}-‘) funksiya (rﬂ, V ) nuqtada differensiallanuvchi:
AF (xy,¥9) = F (0,30 JAx + F° (x5, ¥ JAY + Ax + Ay (1.4)
Bu munosabatdagi & va [ lar Ax va Ay larga bog’'ligva Ax >0, Ay — 0 da

a—0, 5—>0.
(1.3) va (1.4) munosabatlardan

Ay _ F (x0.30)+ @
Ax F‘}.(xﬂ,y[,)+,8

ekanligi kelib chigadi.
Oshkormas funksivaning x, nuqtada uzluksizligini e’tiborga olib. keyingi tenglikda

Ax — 0 da limitga o’tib quyidagini topamiz:
Ay . F (rﬂ,r )-l-{l' B F‘x(xﬂ,}fn)
7 .

= lim
M0 Ax - a0l F (rﬂ} )+ﬁ

Demak,




. _ FﬂI(ID:_}!D)
S x=x F "}.(ID,-_}!D)

Us . (x5, 3,)) da F!(x,y), F ) (x,%) xususiy hosilalar uzluksiz va F X (x,3)=0

bo’lishidan oshkormas funksivaning hosilasi

o _Filxy)
F(xy)

ning (x, —&,x, + &) oraligda uzluksiz bo’lishi kelib chigadi. »

1-misol. Ushbu

F(x,y)=xe’ +ye' -2=0 (1.5)
fenglama bilan aniglanadigan oshkormas funksivaning hosilasi topilsin.

«Ravshanki. F(x,v)=xe’ + ve* —2 funksiva {(1: y)e R* - —o0 < x < +o0

bs

— o0 < V< +Df:} to’plamda wvugoridasi teoremaning barcha shartlarini ganoatlantiradi.

Demak. ”‘E’(IU;_}-‘D)ERE nuqtaning U, ((xﬂ,_}-‘ﬂ )) atrofida (1.4) tenglama oshkormas

ko rinishdagi funksivani aniglaydi va bu oshkormas funksivaning hosilasi




F (x,y) € +ye'
y=—-— L=
F(xy) xe+é

I
Bo'ladi. »

Oshkormas ko rinishdagi funksivaning hosilasini quyidagicha ham hisoblasabo ladi. v

ning x ga bog'liq ekanini e’tiborga olib, F (x,_}-‘) = () dan topamiz:

F (xy)+F (x.y) y=0

Bundan esa

bo’lishi kelib chigadi.
Yuqorida keltirilean (1.4) tenglama vordamida aniglangan oshkormas ko rinishdagi
funksivaning hosilasini hisoblavlik:

F' (x,y)+F,(x,y)-y=€" +ye' + (:r:eJ" + ex)_}-'“z 0

. el +ye
p=——,
xe’ +e'



YUQORI TARTIBLI XUSUSIY HOSILALAR

1. Funksivaning vuqori tartibli xususiv hosilalari. f(xl,xz,...,v m) funksiva ochig

M (ﬂ?c: Rm) to'plamda berilcan bo'lib, uning har bir (Il;xz,...,xm) nuqtasida

’ r r . . o ) . : : -
ﬁ.l,f;:,...,ﬁm xususiy hosilalarga ega bo'lsin. Ravshanki. bu xXususiy hosilalar o'z

navbatida x,,Xx,,...,X, 0 zgaruvchilarga bog'lig bo’lib, ularning funksiyalari bolib golishi

' ' ' ' ' ' r ] r ' '
mumkin. Berilean funksiva xususiv hosilalari f. . f. ...., f"m larning ham xususiv
cy2addin :

hosilalarini garash mumkin.
1-ta’rif: f(xl,xz,...,xm) funksiva xususiv hosilalari f;_l,f_:,...,f; larning

P

X (k =12,..., m) 0 zearuvchi bo vicha xususiv hosilalari berilean funksivaning ikkinchi

tartibli xususiv hosilalari deb ataladi va

Lo Loy k=12, m)

voki

=2 -3 -3
oF oS O (k=12 .. m

oLy - . -y
E‘IIC‘I;( CI‘CEC‘I;( cX E"Ck
kabi belgilanadi. Demak.

o°f _ f
Ox, x, =S = E(a_}




&f (o ) .
ox,, Ox, fx E‘rk[{:‘ﬁ: ] (k_l} 20 e )

Bu ikkinchi tartibli xususiv hosilalarni umumiv holda

o f

o o
Ox;0X;,

=fo.  (=L2..m k=12 .,m

Ko'rinishda vozish mumkin. bunda k& =i bo’lganda

& f
— f-:;:. Xp

0X;.0%;

deb vozish o rniga

o' f

X7,

=13

T
el

deb voziladi.
Agar yuqoridagi ikkinchi tartibli xususiy hosilalar turli o zgaruvchilar bo vicha olingan
bo’lsh, unda bu




o g (=)

2-tartibli xususiv hosilalar aralash hosilalar deb ataladi.

Xuddishunga o xshash, f(*t:l i .,xm) funksiyaning uchinchi, to rtinchi va xokazo

tartibdagl xususiv hosilalan ta’rniflanadi. Umuman. f(*ﬁ:, ,xz,...,xm) funksiva (ﬂ — 1) -tartibli

xususiy hosilalarning xususiv hosilasi berilean funksivaning 71 -tartibli xususiv hosilasi deb
ataladi.

1-misol. Ushbu

fxy,xy) = arctg B (x, #0)
X5

T

funksivaning 2-tartibli xususiv hosilasi topilsin.

of X, of X,

4Ravshanki. = =, —

2 2 2 2’
ox,  x; +x3 ox, X; +x3
,
oof o(aof)| © xn o | 2xx
a 2 ar l_’:j o [:} 2 2 T 7 ol
X G\ 0% X\ % X5 (If +I§)
3 gl 2
e'f & ([af | @ X, X{ — X3

- 2 2 "5 32’
@Ilafg a‘fg a‘fl an X +x2 (Ii_+xi)




2 2 2
- - B - T A 2 - 9 2
2
¢ f ¢ (¢ | ¢© X, . 2xx,
2 - 2 2 |~ )
2-misol. Ushbu
xi—x2 .,
X, ———=, X +x3#0
flx.x,)= X; + X5
0 1+ x5 =0
funksivaning aralash hosilalari topilsin.
4 Avtavlik (J:lgxg) = (U, 0) bo’lsin. U holda
- 2 2 2.2 2 2
of | X% 4x;x3 o/ el XX
. T2 2 2 5 R P I 2
GII .?"{.'1 + I 2 (:_[1_' —|- J’:i)r G.rz .I..l + I:.
2 g 2 2 { 2.2 )
= = =1+ =
- - - - 2 2 4 4
A2 A £ oar ) 2 2 2.2 )
c c c X, — X 8xix 1 s
f = f = 1} 3} 1+ 12 _ |bo’ladi.
Cxy0xy  Ox \0xy ) xp + x5 | (-.;13 + ﬁ} )




Berilgan f(xl}xz) funksivaning (U,ﬂ) nugtadagi xususiv hosilalarini ta’rifea ko 'ra

topamiz:
70,0, f(85.0-500)_
{:‘xl Axy —0 ﬂxl ’
SO0 _ 4, [0.05)-00)_
0x, Axy—10 Ax, ’
of(0,Ax,) 8f(0,0)
2 - 3
0709 f(D’U): [im ox, & _ [im _&EE =-1,
ox,0x,  Ax—0 Ax, Ax; =0 Ax;
of (Ax;,0) _ &f(0,0)
7 - 3
0°f(0,0) _ . oy _ o A 1
ax, Ox, Ax; —0 Ax, Axy =0 Axg
g | s o of o' f o
Bu keltirilean misollar ko rinadiki. funksivaning va —— aralash hosilalari bir-
0x,Cx, Ox, 0X,

biriga teng bo lishi ham. teng bo Imasligi ham mumkin ekan.




YO NALISH BO YICHA HOSILA

d
Ma’lumki, bir o'zgaruvchili y = f( x)funksiyaning (x € R,y € R) d—f hosilasi bu
X
funksivaning o'zgarish tezligini bildirar edi. Ko'p o'zgaruvchili y=f (xl}xz,...,xm)
funksivaning xususivy hosilalari ham bir o zgaruvchili funksivaning hosilasi kabi ekanligini
df @ %)
e’tiborga olib, bu —f —f : i xususiy hosilalar ham v zf(xlsz,...}xm)

L

ox, &x, ox

s m
funksiyaning mos ravishda ox;,0x,,...,0x, o qlarbo yicha o zgarish tezligini ifodalaydi deb

aytish mumkin.
Endi funksivaning ixtivoriv vo nalish bo vicha o zearish tezligini ifodalovchi tushuncha
bilan tanishavlik. Soddalik uchun ikki o zgaruvchili funksivani garaymiz.

V= f(xl}xz) — f(fi) funksiva ochiqg M to'plamda (Mr - RE) berilean bo'lsin. Bo”

to'plamda ixtiyoriy 4, = (xln,xg ) nuqtani olib, u orqgali biror to g ri chiziq o tkazaylik va

undagi 1kki vo nalishdan birini musbat vo nalish. ikkinchisini manfiv vo nalish deb gabul

gilaylik. Bu yo nalgan to g ri chiziqni [ devlik.

ava ﬁ deb [ vo'nalgan to'g'ri chiziq musbat vo nalishi bilan mos ravishda 0x; va

0x, koordinata o glarining musbat yo nalishi orasidagi burchaklarni olaylik (49-chizma).




XF

49-chizma

[ to'gri chizigda A, nuqtadan fargli va M to'plamga tegishli bo'lgan A4 nugtani

(xi = (xl X, )) olaylikki. 4,4 kesma M to plamga tegishlibo'Isin. Agarda 4 nugta 4, ga

nisbatan [ to'g'ri chizignine musbat vo nalishi tomonidan bo’lsa (shakldagidek), u holda
AyA kesma uzunligi p(AD, A] ni musbat ishora bilan olishga kelishavlik.

A4, AB dan




0 0

X —X X, —X

L 1 —cosa, 22 —cos B (1)
P P

Bo'lishi kelib chigadi. Odatda cosa va cos [ lar [ to'e'1i chizigning vo naltiruvchi

kosinuslari deviladi.

1-ta’rif. 4 nuqta [ yo'nalgan to'g'ri chizig bo'vlab A, nuqtaga intilganda (A —}AD)

ushbu nisbat

f(4)=f (o) _ f,3)= £l )
d) AWl )
ning limiti mavjud bo Isa, bu limit f(*i:l ’IE) = f(fi) funksivaning 4, = (xlﬂ,xg ) nuqtadagi
[ yo’nalish boyicha hosilasi deb ataladi va

df (4,) ()
i i 1 Kk 2
dl R

df — lim f(A)_f(AD)
dl 44 p(4,,4)

kabi belsilanadi. Demak.

Endi f(*i:l X, ) funksivaning [ vo nalish bo vicha hosilasining maviudligi hamda uni topish

masalasi bilan shug ullanamiz.




1-teorema. f(xl,xz) funksiva ochiq M to'plamda (M' CRE) berilean bo’lib,

Ay = (xln }Tg) nuqtada ((rln }rg) = ﬂd'—) differensiallanuvchi bo’lsa. funksiva shu nuqgtada har
ganday vo nalish bo yicha hosilaga ega va

Q‘f(’:lﬂﬂ) E:’J'r(":l x?)cm&+ Ef(xlu*xl)casﬁ 2)

dl ox, ox,

4 Shartga ko'ra f (xl,xz) funksiva A, = (xln,xg ) nuqgtada differensiallanuvchi.
Demak, funksiva orttirmasi

FA)= f(4y)= fxx;)- f(—’leJ-‘fg)

uchun

f(4)-f(4)= @r(‘f?"xg)(xl 0 )+ @ﬂ(‘r?’xg)(xl —xM)+o(p)  (13.8)

ox, ox,

p=p(dy,4)= \/(171 - Ilﬁ)j (fﬁ - f*)‘

[2) tenglikning har ikki tomonini 0 :p( 40,‘4) ga bo'lib, so'ng topamiz.
f(4)- 7o) orledxd) o orldxd) on o),

p (4o, 4) Ox; &x 5 P

bo’ladi, bunda




Bu tenglikda 4 — A4, da (ya'ni p — oda) limitga o’tsak, unda

f(A)-f4) _drldd)
A4, p(AD ’ A) 00 o, Cit'l Citf?

Q) ol
=12 cosa + ZAUEE
dl X, ox,

cos3.»

1-misol. Ushbu

fx,,x,) =arctg l
X

i

funksivanine [ vo’nalish bo’vicha hosilasi topilsin, bunda [ birinchi kvadrantning (1, 1)

nuqtadan o’tuvchi va (ﬂ, 0) nuqtadan (l, 1) nuqtaga garab vo nalgan bissektrisasidaniborat.
4Berilgan funksiyaning 4, = (1, 1) nuqtadagi [ yo’nalish bo’vicha hosilasini (13.7)

tormulaga ko’ra topamiz
Rayshanki,

(¢ )= arerg
flx,x )=arctg—

X,

FE

funksiyva A4, = (l, 1) nuqgtada differensiallanuvchi. Unda formulaga ko'ra




afL1)_of@y = oL 1)

Cos —+ CDS—
dl &, 4 o, 4

X, +x, 171 Jr*cfJ 11_11 2
X

bo'ladi.




GRADIENT.

u=F(x,v) tenglama biror sohaning har bir (x.1v) nugtasida » ni aniglab beradi.
0 sha soha skalyar u ning mayvdoni deviladi.

F(x,v)=uw, F(x.¥)=u,.... lardagi u,. u,., ..., lar o zgarmas bo lganda
chiziglarning har biri bo vicha skalvar © o zgarmas bo lib. u fagat (x. v) nuqta bir chizigdan
ikkinchi chizigga o tgandagina o zgaradi. Bu chiziglar yuksaklik chigiqlari yvoki izoechiziglar
(izotermalar. izobaralar) va shunga o xshash deyiladi.

u=F(x,y.z) tenglama uch olchovli fazoning biror gismida skalyar u ning
maydonini aniglaydi. U holda igesirtlar voki yuksaklik sirtlarining tenglamalari

Flx,v.z2)=u,. F(x,v.2)=u,,....

lardan iborat bo ladi.

(x.v.z)nugta x =x,+Icosa., v=y,+lcosf, z=z,+Icosy to g ri chiziq bo yicha

% =1 tezlik bilan harakat qgilsin.
U holda F(x..2) skalyar
= i? = il; = Zj: cosa + aﬂ—fcnsﬁ+ ?—FCQS? =N-I,
tezlik bilan o' zgaradi. bundagi “J{Cz E; &;} -igosirtning normal vektori bo lib.

l,{cosa; cos B: cosy |- [ yo nalishning birlik vektoridan iborat.




l,icosa; cos B; cosy - [ yo nalishning birlik vektoridan iborat.

Ushbu
du OF oF oF
— =—cosa+—cosff+—cosy=N-[
dl & oy oz

hosila u=F(x,v.z) funksiyaning berilgan Eﬂ{cnsa_f; cosf3; ::n::s-;x} yo nalish bo yicha
hosilasi deviladi.
u=F(x, v, z) skalyarning gradienti deb

Ou. ou . ¢u
gradu=—i+—j+—k
o oy @z

vektorga aytiladi. Gradient skalyar u ning eng fez o zgarishi tezligining vektoridan iborat.




