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Kompleks son tushunchasi. Ular ustida chizigli

amallar. Trigonometrik ko’rinishdagi kompleks
sonlar va ular ustida amallar. Kompleks
sonlarning funktsiyarda qo’llanilishi.
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Kompleks son tushunchasi

NS

Ta’rif. X va y haqiqly sonlar, I esa gandaydir simvol bo‘lsa, x+yI ifoda
kompleks son deyiladi.
Kompleks sonni bitta harf bilan belgilaymiz, ya’ni z=x+yi. Kompleks
sonning haqiqily gismi X ni Re(z) bilan, mavhum qgismi y ni esa Im(z)
bilan belgilash gabul gilingan: x=Re(z), y=Im(z).

i2=—1 tenglik bilan aniglanadi va u mavhum birlik deb ataladi.

i‘=-1 P=—, i"=1 i° =i vahokazo.
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Ta’rif. Bir-biridan fagat mavhum gismlarining ishorasi bilan farq
giladigan ikki kompleks songa o zaro qgo ‘shma kompleks sonlar deyiladi.

z=x+Yyi kompleks songa qo‘shma kompleks son Z=X-YylI ko‘rinishda yoziladi.
Kompleks sonlar ustida arifmetik amallarni kiritishdan oldin quyidagi
tushunchalarni Kiritamiz:

a) (x+y1)+(c+di)=(x+c)+(y+d)
b) (x+y1)-(c+di)=(x-c)+(y-d)i

V) (x+y1)(c+di)=(xs-yd)+(xd+yc)l

X+Yyl Xc+yd . yc—xdi

9) =
c+di c®+d® c¢c’+d? 4
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— I B
< 1-misol. (2-1)-(~=+2I) ni hisoblang.
Y;chish. (2—1)- §+2i :2-§+2-2i—§'—2i2:§+4i—§i+2:Z+Ei
4 4 4 2 4 2 4

2-misol. —5_5; ni hisoblang.
2—-1 (2-i)(-3-21) -6-4i+3i-2 -8-1 8 1.

~3+2i  (-3+2i)(-3-2i) 9+6i-6i+4 13 13 13

Yechish.
Z=X+Yyl ga garama-qarshi son - z= -x-yi dir.

: . 1 . .
z=X+YyI ga teskar1 bo‘lgan —  sonini topamiz:

1 1 X—VYi X y

z_x+yi:(x+yi)(x—yi):x2+y2 X +y
— \_/ | ) —




Trigonometrik ko‘rinishdagi kompleks sonlar
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\ N Toshkent Irrigatsiya va Qishloa Xo'jaligini

~ Kompleks sonlarga oid ko‘pgina tushunchalar anig bo‘lishi uchun kompleks

o

sonni biror geometrik shakl sifatida garash qulaydir.

N

z=X+YyI kompleks sonning geometrik shakli sifatida, Oxy koordinata tekisligida
A(X, y) nugtani yoki boshi O(0, 0) nugtada, oxiri esa A(X, y) nugtada bo‘lgan OA
vektorni gabul gilinadi. 1-chizma.

W ey

1-chizma

6
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“ Toshkent Irrigatsiya va Qishlog Xo'jaligini

. Koordinatalar tekisligining har bir nugtasi fagat bitta kompleks sonni tasvirlayci—~
va aksincha, har ganday kompleks son fagat bitta nugta bilan tasvirlanadi.
Haqgigly sonlarga absissalar o‘qining nugtalari, sof mavhum sonlarga esa
ordinata o‘qining nudtalari mos keladi. Shunga ko‘ra koordinatalar tekisligi

Kompleks tekislik, absissalar o‘qi haqiqgiy o ‘g, ordinata o‘qi esa mavhum o ‘g deb

nam ataladi. Hosil gilingan oavektor kompleks sonning radius vektori deyiladi.

Kompleks son radius vektorining uzunligi shu kompleks sonning moduli

deyiladi va |z| bilan yoki r bilan belgilanadi. z=x+yi sonining moduli, ya’ni

z =\/x2 +y?
- = ‘ ) 4



“ Toshkent Irrigatsiva va Qishlog Xo'jaliqini

. Hagigatdan ham ikki nugta orasidagi masofani topish formulasiga asosan,—-

) \z\:|0,5\:\/(x—O)2+(y—O)2 = X2 +y

1-misol. £= V315 kompleks sonning modulini toping.

Yechish. Bu yerda ¥=v3, y=-5  bo‘lgani uchun, (1) formuladan

\Z\=\/(\@)2+(—x@)2 = J3+5=18=2y2




“ Toshkent Irrigatsiva va Qishloa Xo'jaliqini

OA vektor z=x+Yyi kompleks sonning radius vektori bo‘lsin, markazi
O(0, 0) nugtada va radiusi r bo‘lgan aylanani O nugta atrofida A(a, b)
nudta bilan ustma-ust tushadigan qilib buramiz. Bu ishni bir biridan 2z ga
karrali bo‘lgan burish burchagiga farg giladigan cheksiz ko‘p burish
ourchaklari  yordamida amalga oshirish mumkin. Shu burilish
purchaklarining har biri z=x+yi kompleks sonning argumenti deyiladi.
Kompleks sonning barcha argumentlari to‘plamini Arg(z) bilan

belgilanadi.
Burish burchagining sinus va kosinuslari ta’rifidan quyidagi munosabatlar
o‘rinli COSgpzl, Singpzl, tg(p:X.
2 2 X
y

Bundan, x=|zcose, y=|zsing, gozarctg;.



“ Toshkent Irrigatsiva va Qishlog Xo'jaligini

S/

_Kaompieks sonning umumiy ko‘rinishidagi x va y ning o‘rniga qo‘yilsa,
z =|z|(cos ¢ + isin o) ko‘rinishga keladi. |7/ =r ekanligini hisobga olsak,

Z =r(Cos@ +1sin @)

Bu ko‘rinish kompleks sonning trigonometrik shakli deyiladi.
2-misol. Z=-1+1 sonini trigonometrik shaklda ifodalang.

1 3 d
Yechish. [7=(-1)*+1* =42, C”:ar"tg(_—ljzj'

Bundan z:—1+i:ﬁ(c033ﬁ+isin3ﬂj K

4 4
Bu misolning geometrik shakli quyidagicha s

, |



4 TIQXMM Eyler formulasi

— -)

Quyidagi (2) formula Eyler formulasi deyiladi.
cos@+ising =e'’ 2

Eyler formulasidan foydalanib kompleks sonning yozilishining
ko‘rsatkichli shakliga ega bo‘lamiz: zZ =re?

z=X+Yyl kompleks sonning [o, 2~] oraligda yotadigan argumenti shu
sonning bosh argumenti deyiladi va arg(z) bilan belgilanadi.

Shunga muvofiq 7 — r(cos(arg(z)) + 1 Sin(arg(z)))

-

n1 kompleks sonning bosh trigonometrik shakli deb ataladi.

Izoh. z=0 sonning moduli 0 ga teng, lekin argumenti amqlanmaydl 1 ;
- Q=

—
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Trigonometrik shaklda berilgan kompleks sonlarni ko‘paytirish

/B N
A \ “ Toshkent Irrigatsiya va Qishlog Xo'jaligini

T m—

Z =J(COS¢+ 1SIN ga) va W= R(Cosa +1sIn a) kompleks sonlarning

trigonometrik shaklda berilgan bo‘lsa, u holda qo‘yidagi (3) formula o‘rinli.

zw = rR(cos(¢ + o)+ isin(p + «)) (3)

, 2( 7 .= A . o
Misol. Z=7(COSZ+'S'”zj va W=C0sg*iNo gonlarning ko‘paytmasini
toping.

Yechish. z=\25(cosZ+isian da rzg, gpz%, W:cos%+isin% da R=1 a:%
(3) gak W V2 J(cos(”+ﬂj+isin(ﬂ+”jj ﬁ(cosgﬂJrsin 37[) —
ga Ko‘ra =— —+— T4l == hatd hitd
2 48 14)8)) 2078 g 12

Y o -\ >



Trigonometrik shaklda berilgan kompleks sonlarni darajaga ko‘tarish

-

Trigonometrik shaklda berilgan kompleks sonlarni ko “paytirish qoidasini -

7"=7.7.7....-7 (ntako‘paytuvchi) ko‘paytirish uchun ketma-ket tadbiq etib,

n

z " ni hisoblash qoidasini hosil bo‘ladi. Ya’ni,

2" = (r(cosp +ising))" dan 2" =r"(cosng+isinng) tenglik hosil bo‘ladi.
Bu tenglik Muavr formulasi deyiladi.

Misol. . .
7T . . T T - . 72'\\
(\/5[0033 + 1SIN 3D -(2(c033 + 1SIN 5
A= & //_ni hisoblang. <
A
T .. 7 37 .. 37
2| COS— +1SIn — | 2| cOS—— +1SIN — -
4 4 4 4 ), 1"""'
~ =y ¢ ;
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Yechish. ®

12
1) ﬁ(cosg +isin %D = 26(00512 - % +isin12- %j = 2°.(cos4z +isin4x)

3
2)(2(003% + 1IN %)j = 23(0033 : % +1sIn 3- %) = 23((:057z +1sIn 7z)

3)2°%(cos4r +isin4r)-23(cosz +isin z) = 2°(cos(4x + z) +isin(4x + 7)) =
= 2°(cos5z +isin5x)

10
)| 2cos™ +isin 2y | =2°( cos10-~ +isin10- % | = 2 coss—ﬂ+isin5—ﬂ
4 4 4 4 2 2

v S ( ) - 14



“ Toshkent Irrigatsiya va Qishlog Xo'jaligini

5
5) 2(cos3—ﬂ+ 1SIN 3—ﬂ) °| cos5- 3—+ ISIN5-
4 4 4

"

T

6) 2" cosS—ﬂ+isin5— .2° cosl‘r)—7z+|sm15—7Z =2"| cos 57T+157z +isin 57z+157z =
2 2 4 4 2 4 2 4

= 215(c0525—” +isin 25—”)
4 4

2°(cos5z +isin5rx)

_ 1 (
215[003257z+isin 25”) 2°
4 4

1 ST ST
=26 [cos(—T) + |sm(—7)j

7)

RY/1 . 157 157
— |=2°| cOS—— +1SIn——
4 4 4

cos(5 —2%) +isin(5xz —Z?T”)

1 5 5
vy COS—— —I1SINn —
2 4 4

®) / \ 9



Trigonometrik shaklda berilgan kompleks sonlarni bo‘lish

\\—/ . - - - . . . /
z=r(cosp+ising) va w=R(cosa+ising) kompleks sonlarning trigonometrik ~—
shakli berilgan bo‘lsa, u holda qo‘yidagi (4) formula o‘rinl:.
2 r(cosp+ising) r
w R(cosa +isina) R

Misol. z,= ﬁ(cosjﬂsin Z) Z, = 2(005% +isin %) kompleks sonlar berilgan bo‘lsa,

(Cos(go—a)+ iSin(qo—a)) (4)

Zl _
~_ nihisoblang.
2

Yechish.
, \/E(cosﬂ +1sIn ﬂj
1

4 4 A2 (72 ﬂj s (72 ﬂj \/2( /A ﬂj
= = cos{ ——— |+isin| =——=||=—| cos—+isin — |
Z, Z(nnj 2 4 6 4 6 2 12 12 )
COSE—HSInE S—

< =y \ - 19

Y o -\ >




Trigonometrik shaklda berilgan kompleks sonlardan ildiz chigarish

“ Toshkent Irrigatsiya va Qishloq Xo'jaligini

" Ta’rif. z kompleks sonning h-natural darajali ildizi deb, W' =z tenglik
bajariladigan har ganday w kompleks songa aytiladi.
Teorema. z=r(cosp+isinp)#0 kompleks sonni n ta har xil w,
kompleks 1ldizlarga ega va bu 1ldizlar quyidagi formula bilan
anialanadi.

W, :W(COSqD_I_nZﬂk +1SINn ¢+n27zkj k2091929°°°9n_1 (5)

Ny

1-misol. 3¥-v2+iv2 ning barcha giymatlarini toping.
Yechish. |- 2+i2|= (V2 + (/2 =2 +2 =2

gpzarg(—\/eri\/f):%ﬂ bo‘lgani uchun ~—
v = \ “L y,



-
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- tﬁj\/ﬁ =2 cos%[+ isin 377[) ga ega bo‘lamiz.

p
4 3—7z+27zk 3—7z+27zk\ .
(5) formuladan  w,_=%/2| cos-2 5 +isin 4 ; bo‘lad.
\ J
T .. T
k=0 da Woziﬁ(coszﬂsmzj, k=1 da lei/z(cos%ﬂsin%)

k=2 da w, =‘i@(coslg—ﬂ+isin 52
12 12

2-misol. z°+4 =0 tenglamani yeching.

Yechish. z°+4=(z-2i)(z+2i)=0bundan z =2, z,=-2
— \_/ | ) —



/& TIQXMMI Kompleks sonlarning va funksiyalarda qo‘llanilishi

. my tekislikda chiziglar x=x(t) va y=y(t) parametrik ko‘rinishda
berifgan bo‘lsa (t <t<t,) u holda
z = z(t) = x(t) +1y(t) (6)
ko‘rinishdagi tenglama chiziglarning kompleks shakli deyiladi.
1-misol. Quyidagi chiziq tenglamalarining kompleks shaklini toping

a) x=2+3cost,y=-1+3sint (0<t<2n)
b) 2x°+3y* =12
Yechish. a) x=2+3cost, y=-1+3sint bu radiusi 3 ga va markazi (2, -1)

nuqgtada bo‘lgan aylananing parametrik tenglamasi, bu yerdan (6)
formulaga asosan quyidagini hosil gilamiz:

e } e

Ny

13

y



“ Toshkent Irrigatsiya va Qishlog Xo'jaligini

—7 = z(t) =2+3cost +i(—1+3sint) =2 —i+3(cost +isint) =2 —i+3e",__

=

buyerda cost+isint=e", demak izlanlayotgan tenglama z=2-i+3¢"

2 2
X
LY

b) 2x*+3y*=12 bu tenglama, =

= 1 ga teng. Bu yerda markazi
koordinatalar boshida va yarim o‘qlari ¥6. 2 ga teng ellips tenglamasi

ckanligi kelib chigadi. Aslida ellipsning parametrik tenglamasi
x=+/6cost, y=2sint hundan ko‘rinadiki, yuqorida berilgan parametrik
ko‘rinishdagi egr1 chizigning kompleks shakli quyidagicha bo‘ladi,

7 = \@cost +12sInt 2‘6’
- Ny | ) - y



/2 TIQXMMI
2-misel. Kompleks shaklda berilgan chizigning tipini aniglang.

a).z =5e" +2e™" b) z =2t -1+i(1+ 2t —4t°)
Yechish. a) Ma’lumki, e™ = cost +isint bundan
z =5e" +2e™ = 7cost +i3sint

(6) formulaga asosan, x = 7cost, y = 3sint ko‘rinishdagi parametrik

i ] . . X2 2
tenglama hosil bo‘ladi. Bundan t n1 topamiz va 20 é =1

ko‘rinishdagi ellips hosil bo‘ladi.



Toshkent Irrigatsiya va Qishloq Xo'jaligini
Mexanizatsiyalash Muhandislari Intituti

_ b)-Berilgan tenglamaga asosan  X=2t-1 y=1+2t-4t° ko‘rinishdagi . _

—

parametrik tenglama hosil bo‘ladi. Bu yerdan t ni topamiz va

y=1-X-X° ko‘rinishdagi uchi pastga garagan parabola tenglamasi
ekanligi kelib chiqgadi.
3-misol. Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziglarni z kompleks
tekisligida yasang.
Z—2

a)|z+4-2il=3  b)Re——=2
Z+i



J \_/

,M Modul ta’rifidan foydalanib, —/
{7+4-2i=|x+iy44-20|=|(x+4)+i(y-2)| = { (x+4) + (y-2)* =3

yoki (x *)*+(y-2)*=9, bundan radiusi 3 ga va markazi (-4, 2) nugtada
bo‘lgan aylana tenglamasi kelib chiqadi.
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N/

z-2 _ (x=2)+iy _ (x=2)+iy)(x—i(y+1)) (X" =2Xx+y*+y+2)+i(2y —x)

Zz+1  X+1(y+1 B (X+1(y+1D)(x—1(y+1)) B

Z—2 X' —=2X+Yy° +y+2
R j— :2
demak, Re — 1 (y D)’ bu yerdan,

X =2X+ Y +y+2=2(x"+(y+1)°)
X2 =2X+ Y  +Y+2=2X"+2y* +4y+2

(+1)*+(y+18) == ekanligi kelib chigadi. Bu esa radiusi

markazi (-1, -1,5) nugtada bo‘lgan aylana tenglamasidir.

u
: v et

X° +(y+1°

V;3 va

N



4-misol. Limitlarni hisoblang )
1) fim| 2N —3 .3n° —-2n+1
lim + 1 >
X N>l N41 1+n

Yechish.
&
. 2Nn—3 .3n° —-2n+1 . 2n—-3 ... 3n°—-2n+1
1) IIm - 5 = lIm +11m > =
N—>00 Nn+1 14+ n n—o N 4 Nn—>o0 14+ n \-r
© &Y ¢ . & 25
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|||||

n2(3—g+i2)

n_N__243

n2(i2+1)
n

Re(z°%) = x° —vy°~,

iz = X% +y?
2| =+
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