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» Darajali gator tushunchasi. Abel teoremasi.

» Darajali gatorning yaginlashish radiusi va
yaqginlashish intervali.

* (Xx-a) ning darajalari bo’yicha gatorlar.

* Teylor gatorl.

* Makloren gatori. Ba’zi elementar funksiyalarni
makloren gatoriga yoyish

* Binomial gator.
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Darajali gator tushunchasi. Abel teoremasi.
Ushbu

oo
Zan$”=ag+a1m+a2$2 ...+ a, " + ... (1)
n=0

yoki umumiyroq

Zczn(:v—:vg)"’ = ap+ay(z — ) +ax(z — 20)* +... +an(z — 20)" +... (2)

n=0
ko‘rinishdagi qatorlar darajali qatorlar deyiladi.
Bunda z¢ va ag, ay, as, ..., a,, ... lar o‘zgarmas sonlar bo‘lib, ay, a4,

as, ..., an, ... lar darajali qatorning koeflitsiyentlari deyiladi.



Agar (2) darajali gatorga = — ¢ ni biror o‘zgaruvchi, masalan ¢ deyilsa
(t =  — zg), u holda bu gator (1) ko‘rinishidagi qatorga keladi. Shu

sababli (1) ko‘rinishdagi darajali qatorlarni o‘rganish yetarli bo‘ladi.

Masalan,
3;71_1 | z | 3:2 | | 3;71 | Ol_l
zo_n!_ ittt T (0=

o0
Z:c”_l I SRRy T
n=(0

qatorlar darajali qatorlar bo‘ladi.



Shuni aytish kerakki, darajali qatorlar o‘z koefhitsiyentlari bilan to‘la
aniqlaydi.
1-teorema (Abel teoremasi). Agar (1) darajali qator z = z¢ # 0

da yaginlashuvchi bo‘lsa, ushbu
|| < |zof (3)

tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha z larda (1) qator absolyut yaqin-

lashuvchi bo'ladi.



Darajali gatorning yaginlashish radiusi va yaginlashish

Intervall.
Darajali qator

oo
E a, ¥ = ag+ a1z + axx® + ... + a,z" + ...

n=0
ning yaginlashishi hamda uzoqlashishi nuqtalari to‘plami quiyidagicha bo‘lishi
mumKin.
1. Har qanday darajali qator £ = 0 nuqtaga yaqinlashuvchi bo‘ladi.
(Chunki bu holda S,(0) = ag bo‘lib, n — oo da chekli limitga ega.)
Shunday darajali qator borki, u fagat bitta nuqtaga yaqinlashadi. Ma-

salan,

1+z+222+3123+....+nlz" + ..+



gator fagat £ = 0 nuqtada yaqginlashadi. Bunday holda qatorning yaqin-
lashuvchi nuqtadagi to‘plami bir elementli to‘plamdir.
2. Shunday darajali qatorlar borki, ular ixtiyoriy ze(—o00, +00) nugtada

yaqinlashuvchi bo‘ladi. Masalan,

1I1!I2!I3!I...+

qator ixtiyoriy ze(—00,+00) da yaqinlashuvchi.
Bunday holda darajali qatorning yaqinlashishi nuqtalar to‘plami

(—00,400) bo‘ladi.



3. Shunday darajali qatorlar borki, u biror £ = a nuqtada yaqinlashuv-
chi, £ = b nuqtada uzoqlashuvchi bo‘ladi. Masalan,

T iL'2 273

2.5 3.5

n

T
-

1 — i
(n+1)-5"

4-5%
darajali qator x = 4 nuqtada yaqinlashuvchi, x = 6 nuqtada uzoqglashuv-
chi.
Bunday holda, avvalo
|a| <]
bo‘ladi. Keyin, Abel teoremasi va uning natijasiga ko‘ra |z| < |a| tengsiz-

likni qanoatlantiruvchi barcha x larda qator yaqinlashuvchi, ya’ni (—|al, |a|)



intervalda qator yaqginlashuvchi; |z| > |b| tengsizlikni qanoatlantiruvchi
barcha z larda qator uzoqglashuvchi, ya’ni

(—o0, —|b]) U (|b], +o0) to‘plamda uzoqlashuvchi bo‘ladi (3-chizma).

uzoqlashuvchi yaqinlashuvchi uzoqlashuvchi
\ — I /
—lol  —lal 0 |a o

3-chizma.



Endi ushbu
la| < c1 < ||

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ¢; sonni olaylik. Bu z = ¢; nuqtada (1)

darajali qator quyidagi
o
z a,cy = ap+ ajcy + agc% + ...+ ancy + ...

n=0

sonli gatorga aylanadi.
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Agar bu sonli qator yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda Abel teoremasiga

ko‘ra darajali qator |z| < c; tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha z larda

yaqinlashuvchi, ya'ni darajali qator (—cy,c1) da yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Agar sonli qator uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda natijaga ko‘ra darajali

qator |z| > c; tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x larda uzoglashuvchi,

ya'ni (—oo, —c;) U (c1,+00) to‘plamda uzoglashuvchi bo‘ladi.

Endi
o0
>
n=0
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sonli qator yaqginlashuvchi bo‘lganda c; bilan b sonlari orasiga, gator uzog-
lashuvchi bo‘lganda a bilan ¢; sonlar orasida joylashgan biror sonni olib,

uni c2 deylik. So‘ng ushbu

oo
E anCy = ag + a1Cy + 25 + ... + ancy + ...

n=0
sonli qatorni qaraymiz.

Yuqgoridagi mulohazalarni takrorlab va bu jarayonni davom ettirib

C1,C2,C3y .-y Cpy -+

sonlar ketma-ketligini hosil gilamiz. Bu ketma-ketlik chekli limitga ega
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bo‘ladi. Uni r bilan belgilaymiz:

lim ¢, = 7.
n—og

Ravshanki, » > 0 bo‘ladi.

Natijada (1) darajali qator || < r tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha
z larda yaqginlashuvchi, |z| > r tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha z
larda uzoqglanuvchi bo‘ladi.

1-ta’rif. Yuqoridagi r son (r > 0) (1) darajali qatorning yaqinlashish
radiusi deyiladi, (—r,7) interval esa darajali qatorning yaqinlashish inter-

vali deyiladi.
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Eslatma. Agar darajali qator fagat bitta nugtada yaqginlasuvchi bo‘lsa,
bu qatorning yagqginlashish radiusi » = 0 deb, agar darajali qator barcha
x € (—o00,+00) nugtada yaginlashuvchi bo‘lsa, bu qatorning yaqginlashish
radiusi r = oo deb qaraladi.

Endi darajali gatorning yaqinlashish radiusini topish imkonini beradi-
gan teoremani keltiramiz.

1-tecorema. Aytaylik (1) darajali qator berilgan bo‘lsin. Bu qator

uchun
An+1

an

=L

lim
n—0Coo
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bo‘lib, L-chekli son, L # 0 bo‘lsa, u holda darajali qatorning yaqinlashish
radiusi
1
T=1
bo‘ladi.
<1(1) gator hadlarning absolyut qiymatidan tuzilgan ushbu

|aol + lasllz] + laz||z®] + ... + |anl|z"] + ... (2)

gatorni olib, unga Dalamber alomatini qo‘llaymiz:

n+1

aAn4+1T an+1

An

|z| = L|z|

= ]im
n—oo

lim

n—oo

a,xr"
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Ravshanki, (2) qator L|z| < 1, ya’ni
1

|~’U|<f

da yaqginlashuvchi, (2) qator L|z| > 1, ya'ni
1

|$|>Z

da uzoglashuvchi bo‘ladi. Demak, (1) qator |z| < 7 da yaqinlashuvchi,
|z| > 7 da uzoqlashuvchi bo‘lib, undan (1) gatorning yaginlashish radiusi

r= % ekanligi kelib chiqadi.>
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Eslatma. (1) darajali qator x = r, £ = —r nuqtalarda yaqinlashuvchi
bo‘lishi ham mumkin, uzoglashuvchi bo‘lishi ham mumkin. Uni go‘shimcha

tekshirish bilan aniqlanadi.
Misol. Ushbu

o0 $n+1 T 3;2 3;3 $n+1
| | | | |

n+1 I wee

n+1 1

n=(
darajali qatorning yaqinlashish radiusi va yaqinlashish intervali topilsin.

< Ravshanki,
1 1

] a -
n—+1 nt2 n—+ 2

An4+l1 =

bo‘lib,
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bo‘ladi. Demak berilgan darajali qatorning yaqinlashish radiusi r = 1,
yaqginlashish intervali (—1, 1).

Agar z = 1 bo'lsa, berilgan gator ushbu

Lbm oot =t
Tttt

ko‘rinishida bo‘lib, u (garmonik qator bo‘lgani uchun) uzoglashuvchi bo‘-
ladi.
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Agar x = —1 bo'lsa, berilgan gator ushbu

1 1 1 1 1
_1+§_§+Z_3+”'+(_1)5+”'

ko‘rinishda bo‘lib, u (Leybnits teoremasiga ko‘ra) yaginlashuvchi bo‘ladi.

Demak, berilgan darajali qatorning yaqinlanish sohasi [—1,1).>
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(x-a) ning darajalari bo’yicha qgatorlar.

Endi x—a ayirmaning darajalari bo‘yicha

g +a(x—a)+a(x-a)} +ax—-a) +..+aq(x-a".. (1)

ko‘rinishdagi funksional gatorni qaraymiz, bu ham darajali gator
deyiladi, bundagi q,, a,, a,, ---, @,, --., O ‘zgarmas sonlar gatorning
koeffitsiyentlari dey11ad1 Bu x—a 1kk1hadn1ng darajalan bo‘yicha

joylashgan darajali qatordir.
a=0 bo‘lsa, x ning darajalari bo‘yicha joylashgan gatorni hosil

gilamiz. (1) gatorning yaqinlashish sohasini aniglash uchun x—a ni
¢ bilan almashtiramiz:

a, + af + aft +...+at" + .. (2)
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bu gator yaginlashish intervaliga ega bo‘lsin. Bu holda 7 ning
— R<x—a< R tengsizlikni ganoatlantiruvchi giymatlarida (1) qatorning
yaqinlashuvchanligi kelib chiqadi. | #[>R bo‘lganda, (2) qator
uzoglashuvchi bo‘lganligi uchun | x—a|>R bo‘lganda (1) qator ham
uzoglashadi. Bundan ko‘rinadiki, (1) qatorning yaqinlashish intervali
markazi a nugtada va uzunligi 2R bo‘lgan intervaldan iborat bo‘ladi.
Bu intervalning tashqarisida esa uzoglashuvchidir. Yagqinlashish 1n-
tervalining oxirlarida yaginlashish yoki uzoglashish ro‘y berishi

mumkin. X : .
, (x-2)  (x-2) |, (x-2) (x-2)"
+ + + ..t + ...
Misol. 7"+ 5733 Y.

yaginlashish sohasini toping.

gatorning




T

Yechish. x—2=¢ deb olsak, gator ' quyidagi ko‘rinishni oladi:

2 3 n :
t t t t : iy .
ot gttt T bu gatorni absolut giymatlari-
N T I I A
dan tuzilgan + 1 ...+ —+... qatorni garaymiz.

1-2 222 3.2377 " p.2n

Dalamber alomatini qo‘llaymiz:

U - lfnl .U l n+1| .
n S 2n UM D)2
"-n-2" |ty |t

]. m l — m ol Ll
(e 12T~ 2 noe i
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Dalamber alomatiga ko‘ra M < 1 boflsa, gator yaqginlashadi, 1 > ]

2
bo‘lsa, uzoqglashadi. Demak berilgan qator |x221 <1 bo‘lganda
yaginlashuvchi va |x22| >1 bo‘lganda uzoqglashuvchidir. Bundan

ko‘rinadiki, berilgan qator markazi a=2 nuqtada bo‘lgan O<x<4
intervalda yaqginlashadi.
Endi intervalning oxirida gatorning yaqinlashishiga tekshiramiz: x=0
¢ IR N (D"
bo‘lganda l+2 3ot

Bu ishoralari navbatlashuvchi gator bo‘lib, shartli yaginlashuvchidir.
x=4 bo‘lsa, 1+ % + % + .+ % + ... ko‘rinishdagi garmonik gatorga ega

bo‘lamiz, bu esa uzoglashuvchi gator. Shunday qilib, berilgan gator
0<x=4 shartni ganoatlantiruvchi barcha x larda yaqginlashadi.

+ ... ko‘rinishdagi gatorga ega bo‘lamiz.
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Teylor gatorl.

Ma’luimki, f(z) funksiyaning Teylor formulasi

1@ = Fa 0 o)+ 78 oy ) oy
bo‘lib, i)
w0 —z)
B (z) (:r,+1)! ~(z =z

uning qoldiq hadi bo‘ladi.
Aytaylik, f(z) funksiya

(xg — 1,20+ 7)
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da istalgan tartibli hosilaga ega bo‘lsin. Bu hol yuqoridagi Teylor formu-
lasidagi hadlarning sonini har qancha katta qilib olish imkonini beradi.

Natijada x — z¢ ning darajalari bo‘yicha ushbu

f ’(ilfo) f "(&'30) 2 | F™(zo)

(z—z9)*+... o

f(z0) (z—20)"+ .. (1)

darajali qator hosil bo‘ladi. Bu darajali qatorning koefhitsiyentlari f(x)

(z—z0)

funksiya va uning hosilalarining o nuqtadagi giymatlari orqali ifodalan-

gan:

f'(zo) f"(xo) P ARIED

ag = f(wl])!a’l — 11 y A2 = ol y ooy dn nl

,. LI L

(1) qator Teylor gatori deyiladi.
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1-teorema. Agar f(z) funksiya (zg — 7,29 + 7) intervalda istalgan
tartibdagi hosilaga ega bo'lib, barcha hosilalar absolyut qiymati bo‘yicha

(xzg — 1,9 + 1) oraliqda bitta o‘zgarmas sondan kichik yoki teng bo‘lsa,

@ <M (n=1,23,..), )
u holda
1@ = ) + L @) + L gy 4 L ey

bo‘ladi.
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Makloren gatori. Ba’zi elementar funksiyalarni

makloren gatoriga yoyish

Xususan, (1) Teylor qatorida z¢ = 0 deyilsa, u holda

/ " (n)
1y =10+ Ly IO 100

qator hosil bo‘ladi.

(3) qator Makloren qatori deyiladi.

Ushbu f(z) = €%, f(z) = sinz, f(z) = cosz, f(z) = In(l + z),
f(z) = (14 z)* funksiyalarning Makloren qatoriga yoyilishini keltiramiz:
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1) f(z) = €® bo‘lsin. Bu funksiyaning n-tartibli hosilasi f(®(z) = e*
bo‘lib,
f0O)=1, fD0O)=1 (n=1,2,3..)
bo‘ladi. Ayni paytda ixtiyoriy [—A, A] (A > 0) oraliqda
If™(z)|=e"<e? (n=1,2,..)

tengsizlik bajariladi. Demak, 1-teoremaga ko‘ra

r __ |$|$| |$|
€ —1 | 1!| I eee 1 ™ eee (1)
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yoyilma barcha z larda o‘rinli;
2) f(x) = sinz bo‘lsin. Bu funksiyaning n-tartibli hosilasi

f®)(z) = sin (:r: + ng

bo‘lib,
f(0)=0, f™(0)=0 (n=2m, m € N)
f™0) =(-1)" (n=2m+1, m € N)

bo‘ladi. Bu funksiyaning hosilalari uchun

7 (@)] < 1
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tengsizlik bajariladi. Demak, 1-teoremaga ko‘ra

. 3;3 $5 $2n+1
SMIL =2 I

3!

o7 ...+(—1)”(2n+1)! ...

yoyilma barcha z € (—o00, +00) da o‘rinli bo‘ladi;

3) f(x) = cosz bo‘lsin. Bu holda yuqoridagiga o‘xshash

$2 7l iEﬁ _ $2n
cosz = 1 T . +(—1) o)l T

yoyilma barcha z € (—o0, +00) da o‘rinli bo‘ladi;
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Binomial gator.

Xuddi yuqoridagidek usul bilan f(x) = (1+x)™ funksiya uchun

1+%)" =1+ Dy 4 m(m=1) o, mm-HM=2) ;5 ,
1! 2! 3!

gatorni hosil gilamiz. Bu gatorga binomial gator deyiladi. U (-1,1) intervalda
absolyut yaqinlashuvchi bo‘ladi.
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