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O‘ng tomoniga garab xususiy yechimni topish.

Chizigli bir jinsli bo’lmagan tenglamani yechish bir jinsli tenglamani yechishdan
bir jinsli bo’lmagan tenglamaning birorta xususiy Yyechimini topish bilan farg
qiladi. Chiziqgli bir jinsli bo’lmagan tenglamaning xususiy yechimini topishning
aniqmas koeffitsientlar usulini qarashga o’tamiz. Bu usul o’ng tomoni maxsus
ko’rinishda bo’lgan tenglamalar uchun tatbiq qilinadi. Agar tenglamaning o’ng
tomonida ko’rsatkichli funksiyalar, sinuslar, kosinuslar, ko’phadlar yoki ularning
butun ratsional kombinatsiyalar1i ishtirok etayotgan bo’lsa, bu usul bir jinsh
bo’lmagan tenglamaning Xxususly Yyechimini topishga imkon beradi. Bunda,
tabiiyki, xususiy yechimni o’ng tomonning shakliga o’xshash shaklda 1zlash kerak
bo’ladi. Bundan tashqgari, xususiy yechimning shakli tenglamaning chap tomoniga
ham bo’g’liqdir.



Ushbu 1kkinchi tartibli o’zgarmas koeffitsientli chizigli bir jinsli bo’lmagan
differensial tenglamani garaymiz.

y'+py' +ay = f(x) (1)
bu yerda p,g o‘zgarmas sonlar.
Ushbu
k?+pk+q=0 (2)
berilgan bir jinsli bo‘lmagan (2) differensial tenglamaga mos chizigli bir jinsli
y'+py +qy=0

differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi bo’ladi.
(1) tenglama uchun quyidagi teorema o’rinli.
Teorema. Agar y* bir jinli tenglamaning umumiy yechimi, y esa bir jinsli
bo’lmagan (1) tenglamaning xususiy yechimi bo’lsa, u holda
y=y*+y

bir jinli bo’lmagan tenglamaning yechimi bo’ladi.
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(1) Tenglamadagi f (x) funksiyani quyidagicha yozish mumkin bo’lsin.
f(x)=e""(P,(x)cos gx+Q_(x)sin SX) (3)
bu yerda «, f -ma’lum sonlar, P, (X),Q_(X)-ma’lum ko’phadlar.
Bu funksiyaning xususiy hollarini garab chigamiz.
. «=0,=0 bo’lsin, u holda f(x)=P,(x), bu yerda P,(x) n-darajali
ko’phad. Yy xususiy yechimni n-darajali ushbu ko’phad ko’rinishida izlaymiz:
V=R (X)=AX"+AX"" +...+A X+A (4)
bu yerda A, A,...,A —topish kerak bo’lgan noma’lum koeffitsientlar. Ularni
y =R (x) funksiya (1) tenlamani aynan ganoatlantirish shartidan aniglaymiz. (4)
Ifodani 2 marta differensiallaymiz. .



V=R (X)=nAX""+(n-DAX"*+..+ A |,
V' =R'(X)=n(n-DAX"?+(n-D(n-2)AX"> +...+2A
y,Y,y" larni (1) differensial tenglamaga qo’yib, quyidagini hosil qilamiz:
RY+ PR, +0R, =P, (x) ()

bu yerda R — n-darajali ko’phad, R’ —(n-1)—darajali ko’phad; R'—(n—2)—
darajali ko’phad.

Mumkin bo’lgan hollarni garaymiz.

a) =0 bo’lsin (ya'ni xarakteristik tenglamaning ildizlari k, #0,k, =0 ), u
holda (5) tenglikning chap va o’ng tomonlarida n-darajali ko’phadlar turadio X
ning bir xil darajali oldidagi koeffitsientlarini tenglab, n+1 ta A, A,..., A,
noma’lum koeffitsientlarni aniglash uchun n+1 ta tenglamadan iborat sistemani
hosil qilamiz. Shunday qilib, bu holda xususity yechim y =R (x) ko’rinishda
bo’ladi. 6



b) g=0,p=0 ((2) xarakteristik tenlamaning ildizlari k, =0,k, #0) bo’lsin.

Agar xususly yechim yana y =R (x) shaklda izlansa, (5) tenglik quyidagi
ko’rinishga keladi:

Ry + PR, = B, (x) (6)

Chap tomonda (n-1)-darajali ko’phad, o’ng tomonda esa n —darajali ko’phad

turadi. Demak, hech ganday A,, A,..., A, larda (6) ayniyat bo’la olmaydi. Shuning

uchun xususiy yechimni noma’lum koeffitsientlar sonini oshirmay (n+1)-darajali
ko’phad ko’rinishida olish kerak. Buning uchun R (X) ni X ga ko’paytirish yetarl:.

Shunday qgilib , bu holda xusisiy yechim y = xR_(x) ko’rinishga ega bo’ladi.

v) g=0,p=0 ((2) xarakteristik tenglamaning ildizlari: k, =0,k, =0)
bo’lsin. Agar xususiy yechimni ¥ =R_(x) shaklda izlaydigan bo’lsak, (5) tenglik
quyidagi ko’rinishda bo’ladi.

R"= P, (x) (7%



Chap tomonda (n-2)- darajali ko’phad, o’ng tomonda esa n-darajali ko’phad
turibdi. Demak, hech bir A, A,..., A larda (7) ayniyat bo’la olmaydi. Shuning

uchun xususiy yechimni noma’lum koeffitsientlar sonini oshirmay (n-2)-darajali
ko’phad shaklida olish kerak. Buning uchun R_(X) ni x* ga ko’paytirish yetarli.

Shunday gilib, bu holda xususiy yechim ¥ = x°R_(x) ko’rinishda bo’ladi.

Xulosa.
a) Agar 0 soni xarakteristik tenglamaning ildizlari bilan ustma- ust tushmasa,

Yy =R (X) bo’ladi.

b) Agar 0 soni xarakteristik tenglamaning bitta ildizi bilan ustma-ust tushsa
Yy = XR (X) bo’ladi.

v) Agar 0 soni xarakteristik tenglamaning ikkala ildizi bilan ustma-ust tushsa,
Y = X°R_(X) bo’ladi. Q



1-misol. Ushbu y" +4y'+ 3y = x differensial tenglamaning umumiy yechimini

toping.

Yechish. a) k®+4k +3=0 xarakteristik tenglama k, =-1k, =-3 ildizlarga

ega. Bir jinsli differensial tenglamaning umumiy yechimi

y*=Ce ™ +C,e™
ko’rinishda bo’ladi.
b) Chizigli bir jinsli bo’lmagan differensial tenglamaning o’ng tomoni

f (x) =x=PR,(x) ko’rinishga ega, shu bilan birga 0 soni xarakteristik tenglamaning
hech qaysi ildizi bilan ustma-ust tushmaydi, shuning uchun Xxususly yechimni
Yy = AX+ B ko’rinishda izlaymiz. Noma’lum A va B larni topish uchun y funksiya

va uning hosilalarining ifodalarini berilgan tenglamaga qo’yamiz va chap hamda
o’ng tomondagi koeffitsientlarni taggoslaymiz. Buning uchun y,y', ¥’ larning

Ifodalarini va ularning tenglamaga kirgan koeffitsientlarini yozib chigamiz.
Natijada quyidagini hosil gilamiz: 9



Yy=AX+B,y=AY'=0 ushbu ifodalarni berilgan tenglamaga qo’yib
3(Ax+B)+4A=x gaegabo’lamiz. Bu yerdan koeffnsientlarni tenglab,

3A=1
3B+4A=0

sistemani hosil qgilamiz. Bu sistemani Yyechib, A:%,B:—g larni  topamiz.

Shunday qilib, xususiy yechim yzéx—g bo’ladi. Umumiy yechim  esa

y=y*+y=Ce " +C,e™ + %x —g dan i1borat bo’ladi.
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Il. £=0 bo’lsin, u holda f(x)=e“"P,(x), bu yerda ¢—ma’lum son, P, (x)

esa n-darajali ma’lum ko’phad. Differensial tenglamaning xususiy yechimini
y =e“R, (x) (8)
ko’rinishda i1zlaymiz, bu yerda R_(x)-yugoridagiga o’xshash n-darajali ko’phad,
uning kooeffitsientlarn A, A,..., A, —noma’lumlar. Ularni ¥ =e“*R (X) funksiya

(8) tenglamani aynan ganoatlantirishi kerak degan shartdan aniglaymiz. (8) ifodani
IKki marta differensiallaymiz:

y=e“(R +aR);
V' =e”(R"+2aR' +a’R)).
V,Y,y" larni (1) tenglamaga qo’yib,
R'+(2a+ p)R' +(a’ + pa+q)R =P, (X) (9)
ni hosil gilamiz. Mumkin bo’lgan hollarni garab chigamiz. 11



a) a (2) xarakteristik tenglamaning ildizi bo’Imasin (ya'ni « #K,,a #Kk,).
U holda (9) tenglikning chap va o’ng tomonida n-darajali ko’phadlar turadi. x ning
bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglab, (n+1) ta A, A,... A -
noma’lumlarni aniglash uchun n+1 ta tenglamadan iborat sistemani hosil gilamiz.
Shunday qgilib, bu usulda differensial tenglamaning xususiy yechimi
y =e“R,(X)
ko’rinishda bo’ladi.
b) o (2) xarakteristik tenglamaning bir karrali ildizi bo’lsin (ya’ni
a =K,a#K, yoki o #k,,a =Kk,).
Agar xususiy yechim y =e“*R (x) ko’rinishda izlanadigan bo’lsa, u holda
(9) tenglik quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi:
R"+ (2 + p)R’ =P, (X) (10)
12



Bu yerda chap tomonda (n-1)-darajali ko’phad, o’ng tomonda esa n-darajali
ko’phad turibdi. Demak, hech ganday A,, A,...,A — larda (10) ayniyat bo’lishi

mumkin emas. Shuning uchun xususiy yechimda noma’lum koeffitsientlar sonini
oshirmasdan R (X) o’rniga X-R (X) ko’phadni olish kerak. Shunday qilib, bu

holda differensial tenglamaning xususiy yechimi
y =Xxe”" R (X)
ko'rinishda bo’ladi.
V) a (2) xarakteristik tenglamaning ikki karrali ildizi bo’lsin (ya’ni
a =k, =k,). Agar xususiy yechim y=xe”"R (x) shaklda izlansa, u holda (9)
tenglik quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi:
R”=P (x) (11)
Bu yerda chap tomonda (n-2)-darajali ko’phad, o’ng tomonda esa n-darajali
Ko’phad turibdi. Demak, hech ganday A, A,..., A, —larda (11) ayniyat bo’la

olmaydi. 13



Shuning uchun xususiy yechimda noma’lum koeffitsientlar sonini oshirmasdan
R.(X) o’rniga x°-R (x) ko’phadni olish kerak. Shunday gilib, bu holda
differensial tenglamaning xususiy yechimi
Y = xe”R ()

ko’rinishda bo’ladl.

Xulosa. a) Agar « =k,,k, bo’lsa, y =e“*R (x).

b) Agar a =k, =k, bo’lsa, ¥y =xe”*R (X).

v)  Agar a =k, =k, bo’lsa, ¥ = xR (x).

2-misol. Ushbu

y' =5y + 6y =e"*(3x—2)

differensial tenglamani yeching.

Yechish. a) k* —5k +6=0 xarakteristik tenglama k;=2, k,=3 ildizlarga ega.
Mos bir jinsli differensial tenglamaning umumiy yechimi

y*=C,e”* +C,e>
bo’ladl.
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b) Differensial tenglamaning o’ng tomoni  f(X)=e**(3x-2) =e“R,(X)
ko’rinishga ega. Bunda a=2=k, shuning uchun xususiy yechim:
¥ = Xx(Ax+ B)e** ko’rinishda buladi. Bundan ¥,y larni topamiz:

V =e”(2AX* + 2Bx+ 2Ax + B), V' =e”*(4AX® + 4Bx+8Ax+4B + 2A)

Berilgan differensial tenglamaga v, y',¥" larni go’yib, quyidagiga ega bo’lamiz:

x°(6A—10A+4A) + x(6B —-10B +10A+ 4B +8A) + (-5B +4B +2A) =3x -2
X ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarini tenglaymiz, natijada:

—2A=3
2A—-B=-2
3

Sistemam yechib, A= 5 B =—1 larni topamiz. Demak, xususiy yechim



y = ezx(—gx2 — x) ko’rinishda, umumiy yechim esa

y=y*+y=Ce” +Ce¥ + eZX(—gx2 —X)

ko’rinishda bo’ladl.

I1l. o, f+#0bo’lsin, u holda

f (x) =e”"[P,(x)cos Bx+Q_(x)sin £x].

Xususan, agar P, (x)=0 bo’lsa, f(x)=e""Q_(x)singx; agar Q_(x)=0 bo’lsa, u
holda f (x)=e“"P (x)cos Sx. Yuqgoridagi (I, Il hollar) ga o’xshash mulohazalardan
quyidagi xulosalarga kelamiz:

a) Agar a+i18=k,k, bo’lsa ( k;,k,xarakteristik tenglama ildizlari), u
holda xususiy yechimni o’ng tomon shaklida izlash kerak:

y =e“"[u(x)cos Bx + v(x)sin SX]



bu yerda u(x),v(x)-noma’lum koeffitsientli ko’phadlar bo’lib, bu koeffitsientlar y
berilgan (1) differensial tenglamani ganoatlantirishi kerak degan shartdan topiladi.
u(x) va v(x) ko’phadlarning darajasi berilgan P,(x) va Q_(x) ko’phadlarning eng
yugori darajasiga teng ekanini gayd gilamiz.
b) Agar o +1f =k, bo’lsa, xususiy yechimni
y = xe“"[u(x)cos Sx + v(x)sin Sx]

ko’rinishda izlash kerak.
f(x) funksiyada sinus yoki kosinus ishtirok etmaganda ham Xxususiy

yechimning shakli saqlanishinib qoladi. Qaralayotgan hol uchun xususiy holni,
ya’'ni

f (X) =M cos £x + Nsin £X
bo’lgan holni garaylik, bu yerda M, N — o’zgarmas sonlar.



a) agar pi=k;,k, bo’lsa, xususly yechimni
y = Acos X + Bsin X
ko’rinishda izlash kerak, bu yerda A, B — noma’lum koeffitsientlar;
b) agar pBi=k =k, bo’lsa, xususiy yechimni
y = X(Acos X + Bsin £X)
ko’rinishda izlash kerak.
3-misol. Ushbu y"—-2y"+y=sinx differensial tenglamaning umumiy

yechimini toping.
Yechish. a) k® -2k +1=0 xarakteristik tenglama k, =k, =1; ildizlarga ega.
Mos bir jinsli differensial tenglamaning umumiy yechimi
y*=e"(C, +C,x)

bo’ladli.
b) Differensial tenglamaning o’ng tomoni f (X) =sinx =M cos /X + N sin X

ko’rinishga ega. Bunda pi =1 =k, k,. Shuning uchuy xususiy yechimni quyidagi



ko’rinishda izlaymiz:
y = Asin X + Bcos x

y,y" larni topamiz.

y' = Acosx—Bsinx, ¥'=—Asinx—Bcosx.
y,Yy,y" larni berilgan differensial tenglamaga go’yib, topamiz:

(A+2B—-A)sinx+(B—2A—-B)cosx=sInx.
sinx va cosx lar oldidagi koeffitsientlarni taggoslab, topamiz:

2B =1
e

1
2
Umumiy yechimi: y=y*+y . Shuning uchun:

Bu yerdan A=0,B=

y=e"(C,+C,x) +%cosx

. Demak, tenglamaning xususiy yechimi: Vzécosx,



4-misol. y"+4y=cos2x differensial tenglamaning umumiy yechimini
toping.

Yechish. a) k?+4=0 xarakteristik tenglama k,, =+2i ildizlarga ega, bu
yerdan =0, 8 =2. Mos bir jinsli differensial tenglamaning umumiy yechimi

y*=C,cos2x +C,sin 2X

bo’ladi.
b) Differensial tenglamaning o’ng tomoni f(X)=co0s2x =M cos X+ Nsin Sx
ko’rinishga ega. Bunda: pi=2i=k, #k,. Shuning uchun xususiy yechimni

quyidagi ko’rinishda i1zlash kerak:
Yy = X(Ac0s2x + Bsin2x)

y,y" larni topamiz:



y =(A+2BX)c

0S2X + (B — 2Ax)sin 2x,

V' '=(2B+ 2B —4Ax)cos2x + (—2A—-2A—4Bx)sin 2x.

"Y' larni differensial tenglamaga

<l

Y,

qo’yib, quyidagiga ega bo’lamiz:

(4AX+ 2B+ 2B —4Ax)cos2x + (4Bx —2A—2A—4Bx)sin 2X = c0S 2X

larning oldidagi koeffitsientlarni teng

<

ab:
(4B =1

—4A=0

A=0,B= % ekanini topamiz. Xususly yechim:

1

Y = —XSIn2X
y 4

U holda differensial tenglamaning umumiy yechimi

y=Yy+ y*:C10052x+C25in2x+%xsin2x

ho'ladi



Oddiy differensial tenglamalar sistemasi.

Ko’p masalalarmi yechishda x argument, noma’lum yy, v, ..., ¥,
funksiyalar va wularmi  hosilalarmi o’z ichiga oluvchi differensial

tenglamalar sistemasini  qanoatlantiruvchi v, = v, (x), v, = v,(x),

, ey Y = Yp(x) funksiyalarni topish talab etiladi.

Quyida biz birinchi tartibli tenglamalar sistemasini garaymiz:

(1
( ;;1 — fl(x VATR - TRIE :}’n)

d
) ﬁ = f»(x, yl,yg,---:yn) (1)

d n”
"*d_i - fﬂ(x Y1, V2, "':ynj
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Bu vyerda vy, V>, ..., ¥, — 1zlanayotgan funksiyalar, x esa argument.
Chap tomonida birinchi tartibli hosilalar turgan, o’ng tomoni hosilalarni
0’z 1ichiga olmagan bunday tenglamalar sistemas1 normal sistema deyilada.

Agar normal sistemaning o’ng tomoni y,,V,, ..., Y, funksiyalarga
nisbatan chiziqli bo’lsa, u holda tenglamalar sistemasini chizigh
tenglamalar sistemasi deyiladi.

Ko’pmncha differensial tenglamalarning normal sistemasi bitta
noma’lum funksiyaga bog’liq bo’lgan bitta n — tartibli differensial
tenglamaga keltiriladi. Normal sistemani bitta tenglamaga keltirish uchun
sistemaning  tenglamalaridan  birmmi differensiallash  va  qolgan
noma’lumlarni yo’qotish kerak bo’ladi.
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L - S - -

(dx

=Xx+Yy
1. < g; differensial tenglamalar sistemasini x(0) = 2,
(ac 7Y

y(0) = 0 boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Yechish: Birinchi tenglamani ¢ bo’yicha differensiallaymiz:

d?x dx dy

dt2 dt+ dt

Hosil bo’lgan tenglamadagi d—f ni o’rniga uning ifodasini qo’yvamiz

va quyidagi tenglamani hosil qilamiz.

dgx_dx+
dez _de T

Sistemaning birinchi tenglamasidan




dx

y=—X+—
dt
n1 topamiz va uni o’rmiga qo’yamiz. Natijada
d?x  dx dx . d?x
— ———=—x=x—-—— voki —-—2x=0
de?z  dt dt dt2

tenglama hosil bo’ladi. Bu o’zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli chizigh
bir jinsli tenglamadir. Uning harakteristik tenglamasi k2 — 2 = 0 bo’lib.

uning ildizlan k, , = ++/2 dan iborat. Demak, uning umumiy yechimi

x =cevt 4+ ce Vet
dan 1borat.
y umumiy vechim esa
dx [2t [~ —\/2t
}’:E—x: Cl(x@—l)e‘“ —c(V2+1)e v

dan 1borat.
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Endi berilgan boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruveli yechimni

V2T

topamiz:
Buning uchun berilgan shartlardan foydalanib o’zgarmas miqdorlarni
topamiz:
c, +¢c, =2, V2(¢c; — ¢») — (¢; + ¢;) = 0. Bulardan
c, = q‘E+zj c, = 2—1.,-'5.
2 2
Bularni o’rinlariga qo’yib
— V2 vzt V2 —\/2t — V2 Vat
x—(?+1e + 1—?)5 , y—?e

xususiy yechimlarni topamiz.

N
29
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