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YEVKLID FAZOSINING CHEKSIZ SOHALARIDA LAPLAS TENGLAMASI UCHUN DIRIXLE  

Annotatsiya: Ma'lumki, Laplas tenglamasi uchun doirada Dirixle masalasi juda yaxshi o‘rganilgan. Mazkur ish cheksiz 

fazoning qismlari bo‘lgan yarim fazo chorak fazo, nimchorak fazo va fazoning 1/ 2n
-qismida asosiy chegaraviy masalalarni 

o‘rganishga bag‘ishlangan. Qaralayotgan masalalarning bir qiymatli yechilishi ishning asosiy natijasidir. Qo‘yilgan Dirixle 

masalasining  yechimlarining yagonaligi elliptik tenglamalar uchun ekstremum prinsiridan kelib chiqadi, yechimlari oshkor 

ko‘rinishlarda yozgan. 

Kalit so‘zlar: Laplas tenglamasi, Dirixle masalasi, Evklid fazolari, cheksiz soha. 
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ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА В БЕСКОНЕЧНЫХ ОБЛАСТЯХ ЕВКЛИДОВА 

ПРОСТРАНСТВА 

Аннотация: Хорошо известно, что задача Дирихле для уравнения Лапласа в круги была широко изучена. Настоящая 

работа посвящена исследованию основных краевых задач в полупространстве, четвертьпространстве, 

получетвертьпространстве и в 1/ 2n
-й части пространства, которые являются частями бесконечного пространства. 

Основным результатом работы является существование единственного решения рассматриваемых задач. 

Единственность решений поставленных задач следует из принципа экстремума для эллиптических уравнений, а решения 

выражаются в явной форме. 

Ключевые слова: Уравнение Лапласа, задача Дирихле, евклидова пространства, бесконечной области, 
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DIRICHLET PROBLEM FOR THE LAPLACE EQUATION IN INFINITE REGIONS OF EUCLIDIC SPACE 

Abstract: Abstract: It is well known that the Dirichlet problem for the Laplace equation in the circle has been extensively 

studied. This work is devoted to the study of the principal boundary value problems in the half -space, quarter-space, semi-quarter-

space and in the 1/ 2n
-th part of space, which are parts of the infinite space. The existence of a unique solution for the problems 

under consideration is the main result of the work. The uniqueness of the solutions to the posed problems follows from the extremum 

principle for elliptic equations, and the solutions are expressed in explicit form. 

Keywords: Laplace equation, Dirichlet problem, Euclidean space, infinite domain. 

 

Введение 

В большинстве случаев рассматривается некоторая замкнутая поверхность S , не обязательно связная, и 

предполагается, что S  ограничивает область  , конечную или бесконечную. При рассмотрении как конечных, 

так и бесконечных областей граница области предполагается конечной; как всегда, граница состоит из конечного 
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числа кусочно-гладких поверхностей. Однако в данном исследовании рассматриваются так называемые 

полубесконечные области, границы которых бесконечны. Простейшими примерами полубесконечных областей 

являются полупространство, четвертьпространства, получетвертьпространства и, вообще говоря, 1/ 2n
-я часть 

m -мерного пространства. 

Функция ( )u x  называется гармонической в конечной области  , если она дважды непрерывно 

дифференцируема в этой области и удовлетворяет уравнению Лапласа. 

Функция ( )u x  называется гармонической в бесконечной области  , если в каждой точке этой области, 

находящейся на конечном расстоянии от начала координат, функция ( )u x  дважды непрерывно 

дифференцируема, удовлетворяет уравнению Лапласа и на бесконечности имеет порядок 
2

1
m

O
R 

 
 
 

, так что 

при достаточно больших R  выполняется неравенство:  

 
2

| ( ) |
m

C
u x

R 
„     (1) 

 где > 2m ,   
2 2

1= ... mR x x  , а C  — некоторая константа. 

В случае двумерной области ( = 2)m  условие (1) означает, что гармоническая функция в бесконечной 

области ограничена на бесконечности. 

2  Краевые задачи для уравнения Лапласа в бесконечных частях евклидова пространства 

Пусть  1= ,..., mx x x  и  1= ,..., m    — две точки m -мерного евклидова пространства 
mE . 

Обозначим     
2

=1
=| |=

m

j jj
r x x    (2) 

 и рассмотрим функцию     
2

1
( , ) =

m
q x

r



(3) 

 предполагая, что > 2m . Будем также считать точку   неподвижной, так что ( , )v x   можно 

рассматривать как функцию точки x . Известно [19, Ch.11], что функция ( , )q x   разрывна при =x  , и в 

любой области, не содержащей точку  , функция ( , )q x   является гармонической. При этом на бесконечности 

2

1
( , ) =

m
a x O

R




 
 
 

, если рассматриваемая область бесконечна и функция ( , )q x   удовлетворяет уравнению 

Лапласа. 

Определим теперь функцию, гармоническую в полупространстве или, вообще, в области с бесконечной 

границей. Распространим определение, данное для конечной области, на этот случай: в области с бесконечной 

границей функция называется гармонической, если в этой области функция имеет вторые производные, 

непрерывные в каждой точке, и удовлетворяет уравнению Лапласа. 

Дополнительно введем обозначения:  

2

=1

= ,
m

j

j

x        
2

=1,

= ;
m

k j

j j k

x


                        (4) 

  1 1= ,..., :1 < ... < ,k k kI i i i i n„ „    
2 2

{1,2,..., }\

= ,I j j j j
k

j I j m I
k k

r x x 
 

     

 ,
=0

= ,Ii I ks i
s s

R r


 ,ks I  = \{ },k kx x x = \{ },k k    1= ... ,md d d    = / .k kd d d     

Во всех обозначениях 1 .k n m„ „ „  Примем 0I  , поэтому 
=0

= .I
k k

r r  Например,  

   1 = :1 , = 1,2,..., ,nI k k n I n„ „   = \ ,i k s
s

I I i  1 ;s k„ „   
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              
22

=1,
= ,

m

k k k j jj j k
r x x 


     1 ,k n„ „                (5) 

          
2 2

1,..., =1 = 1
= ,

n m

n j j j jj j n
r x x 


                           (6) 

            ,(1,..., )\ 1,...,=0 =0
= , = .k k k n k n

k k

R r R r
 

                            (7) 

Обозначим также частей евклидова пространства 
mE : 

a) полупространство –  1 1= : > 0x x ; 

b) четверть пространства –  2 1 2= : > 0, > 0x x x ; 

c) получетверть пространства –  3 1 2 3= : > 0, > 0, > 0x x x x ; 

d) 1/ 2n
-ая часть пространства –  1= : > 0,..., > 0,n nx x x n m „ . 

Боковые грани области 
n  при = 0kx  обозначим через  

  1 1 1= : > 0,..., > 0, > 0,..., > 0 ,k k k nS x x x x x   =1,2,..., .k n   

В данной работе рассматриваются явные решения задач Дирихле  для уравнения Лапласа.  
2 2

2 2

1

...
m

u u
u

x x

 
   

 
 (8) 

 в бесконечных частях 
k  ( =1,k n ) евклидова пространства 

mE . 

Задачи Дирихле и Неймана для уравнения Лапласа в полупространстве 
1  обсуждаются в учебниках по 

уравнениям математической физике (см., например, [19, Гл.18]). Поэтому здесь такие задачи в полупространстве 

1  не будут рассматриваться. 

3.  Задача Дирихле 

3.1  Постановка задачи и теорема единственности 

Задача Дирихле 
nD

 . Найти регулярное решение  u x  уравнения (8) из класса функций 

  2( )n nC C   , удовлетворяющее условиям:  

 
=0( ) = ( ), ,kx k k k

k
u x x x S  =1,k n  (9) 

 и условию изчезнования на бесконечности  

 ( ) = 0,limu x


 (10) 

 где  k kx  – заданные функции, причем  

    = ,k k kx O   
  > 0  (11) 

 Кроме того, функции  k kx  удовлетворяют условиям согласования:  

 (0) = (0),k j    =0 =0( ) = ( ) ,k x j x
k j j k

x x    ,k j  =1, ,j n  (12) 

 Здесь 10 := (0,...,0) .mR  

Теорема 3.1   Задача Дирихле 
nD

 для уравнения (8) в неограниченной области n  может иметь не более одного 

решения.   

Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно показать, что соответствующая однородная задача 

имеет тривиальное решение. Конечную часть области n , ограниченную плоскостями (боковыми гранями) 

= 0jx ,  =1,j n  и поверхностью  
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  2 2 2

1 1 1: : ... = , > 0,..., > 0, < < ,..., < < ,n m n n mx x x x x x x          

обозначим через 
n

 . Исследуем задачу D
 для уравнения (8) в 

n

 . 

Пусть  

 ( ) = 0, ,kk k
k

x x S   =1, .k n  (13) 

Тогда справедливость теоремы следует из принципа экстремума для эллиптических уравнений [1, 2]. В 

самом деле, функция  u x  в области 
n

  в силу (13) свой положительный максимум и отрицательный 

минимум может достигнуть только на .n

  

Пусть x  – произвольная точка области 
n

 . Возьмем произвольное малое число > 0  и, учитывая (14), 

выберем   настолько большим, чтобы ( ) <u x   на 
n

 . При достаточно большом   эта точка попадает в 

область 
n

  и потому ( ) <u x  . В силу произвольности   будем иметь ( ) = 0u x . Тогда ( ) = 0u x  в области 

n . Теорема доказана. 

3.2  Существование решения задачи Дирихле 

Как известно [8, гл.18], решение задачи Дирихле 
1D

 в полупространстве 
1  дается формулой  

 (1)

0 1 1 1 1/2

1 =0
1

1

( / 2) 1...( ) = .
m m

m

m
u x x d

r


  


 

 



    

Следуя работе [8], нетрудно построить решения задач Дирихле для уравнения Лапласа в соответствующих 

бесконечных частях евклидова пространства 
mE : 

в четверти пространства (в области 2 ):  

  (2)

0 1 1 1 1/2

1 20 =0
1

2

( / 2) 1 1...( ) =
m m m

m

m
u x x d

r r


  


 


 



 
 

 
          

 2 2 2 2/2

2 10 =0
2

2

( / 2) 1 1... ;
m m m

m

m
x d

r r


  


 


 



 
  

 
   

в получетверти пространства (в области 3 ):  

  (3)

0 1 1 1 1/2

1 2 3 230 0 =03 1

( / 2) 1 1 1 1...( ) =
m m m m m

m

m
u x x d

r r r r


  


 


 



 
   

 
   

  2 2 2 2/2

2 1 3 130 0 =03 2

( / 2) 1 1 1 1...
m m m m m

m

m
x d

r r r r


  


 


 



 
    

 
   

  3 3 3 3/2

3 1 2 120 0 =03 3

( / 2) 1 1 1 1... ;
m m m m m

m

m
x d

r r r r


  


 


 



 
    

 
   (14) 

 в 1/16 -ой части пространства (в области 4 ):  
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 и, вообще, в 1/ 2n
-ой части пространства (в области n ): 

 

 ( )

0 /2
0 0

=1 =0, ,..., ,...,1 1 =01

( / 2) 1... ...( ) = ( 1) ,
n n

sn k
k k k km m
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m
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

   
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 где          
, < ,

=
1, > .

k

s s k
s

s s k





                                                   (17) 

Заключение 

В данной статье построить решения задач Дирихле для уравнения Лапласа в соответствующих бесконечных 

частях евклидова пространства mE . Можно видеть, что единственность решения была доказана с помощью 

принципа экстремума. 
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