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KO'P O'ZGARUVCHILI FUNKTSIYA.
ANIQLANISH SOHASI. XUSUSIY VATO LA
ORTTIRMA. XUSUSIY XOSILALAR, TO’LA

DIFFERENSIAL. TO’LA DIFFERENSIAL
YORDAMIDA TAQRIBIY HISOBLASH.
MURAKKAB VA OSHKORMAS
FUNKSIYANING XUSUSIY HOSILALARIL.
YO’NALISH BO’YICHA XOSILA, GRADIYENT.
IKKI O’ZGARUVCHILI FUNKSIYANING
EKSTREMUMIL.




% Ko p o zgaruvchili funktsiyalar hagida

umumiy tushunchalar

Tabiat va jamiyatda juda ko‘p masalalar borki
o‘zgaruvchi miqdorlar bog‘lanishlarida bittasining sonli

giymati boshqga bir nechasining giymati bilan aniglanadi.
Masalan, tomonlarining uzunliklari x vay dan iborat bo‘lgan

to‘g‘r1 to‘rtburchakning yuzi, uning tomonlarining uzunliklar

o‘zgarishi bilan o°‘zgarib boradi,



parallelepipedning hajmi uning uchala o‘lchovining
o‘zgarishi bilan o‘zgaradi; biror yer maydonidan olinayotgan
hosildorlik  yerning tuzilishiga, unga o‘g‘it berishga,
sug‘orishga, dehqonning malakasiga va boshga juda ko‘p
faktorlarga bog‘lig. Bunday misollarni istalgancha keltirish
mumKkin.

Bunday  bog‘lanishlarni  tekishirish  uchun  ko‘p
o‘zgaruvchili (argumentli) funksiyalar tushunchasini kiritamiz

va ularni tekshirish apparati amallarini o‘rganamiz.



1-ta’rif. Agar D to‘plamning har bir (x,y) haqgiqly sonlari
juftligiga biror qoidaga ko‘ra E to‘plamdagi yagona z hagiqiy
son mos qo‘yilgan bo‘lsa, u holda D to‘plamda ikki xvay
o‘zgaruvchilarning funksiyasi z aniglangan deyiladi.

Ikki  o‘zgaruvchining  funksiyasi simvolik  tarzda
quyidagicha belgilanadi: z=f(x,y), z=z(x,y) (funksiya U yoki vy
bilan o‘zgaruvchilar mos ravishda xt yoki x,x, lar Dbilan
belgilangan bo‘lsa U = f(x,t) yoki y=f(x,x,) tarzda ifodalanishi
ham mumkin va h.k.). Bunda x vay o‘zgaruvchilarga erkli

o‘zgaruvchilar yoki argumentlar, Z ga erksiz o‘zgaruvchi yoki

funksiya deb ataladi.



D to‘plamga funksiyaning aniglanish sohasi, E to‘plamga
o‘zgarish yoki qiymatlar sohasi deyiladi. Har bir juft haqiqiy
songa biror tayin koordinat sistemasida bitta M nugta va bitta
nugtaga bir juft haqgigly son mos kelganligi uchun ikKi
argumentli funksiyani M nugtaning funksiyasi ham deb
garaladi, hamda y=f(x,x,) o‘rniga y=f(M) ham deb yozish

mumkin.



Argumentning tayin x=x, va y=y, giymatlarida z=f(x,y)

funktsiya gabul giladigan z, hususiy giymat z,=z yoKi

Y=Yo
X:XO

z, = f(x,,y,) Kabi yoziladi.

Masalan, z=x*-y? funktsiya uchun z, =z

o =(-2)?-12=3,

X=—2

Geometrik nugtai-nazardan to'gri  burchakli Dekart

koordinatalar sistemasida haqiqiy sonlarning har bir (x,y) juftiga

oxy tekislikning yagona



P(x,y) huqtasi mos keladi va aksincha, tekislikning har bir
P(x,y) hugtasiga hagiqiy sonlarning yagona (x,y) jufti mos
keladi. Shu sababli ikki o zgaruvchining funktsiyasini px,y)
nugtaning funktsiyasi deb garash va z= f(x,y) yozuvni f(P) kabi
yozish mumkin. Bu holda ikki o zgaruvchi funktsiyasining

aniglanish sohasi oxy tekislik nugtalarining biror to plamidan

yoki butun tekislikdan iborat bo ladi.



(x,y,z) hagigly sonlar uchligining D to plamida uch
0 zgaruvchining u=u(x,y,z) funktsiyasiga shu kabi ta rif beriladi.
Tort o zgaruvchining va umuman n 0 zgaruvchi

funktsiyasining aniqlanish sohasi n ta hagigly sonlarning

(X, %,,...x,) Sistemasidan tuzilgan D toplam bo'ladi. n
0 garuvchining funktsiyasi quyidagicha belgilanadi:

y= (X, %0 X ), Y = Y(X, %,,... x.) VA hokazo.



To rtta va undan ortig o zgaruvchiga bog lig
funktsiyalarning aniglanish sohasini chizmalarda ko rgazmali
namoyish qgilib bo Imaydi. Shu sababli, bundan keyin bir necha
0 zgaruvchining funktsiyasi deganda ikki (ayrim hollarda uch)

0 zgaruvchining funktsiyasini nazarda tutamiz.

Bir necha o‘zgaruvchining funksiyasi turli usullarda
berilishi mumkin. Biz quyida funktsiya berilishining analitik
usulidan foydalanamiz. Bu usulda funktsiya formula yordamida
beriladi va funktsiyaning aniglanish sohasi bu formula ma noga

ega bo ladigan barcha nugtalar to plamidan iborat bo ladi.



3X+Y
X=Yy

Funktsiya x—y =0 yoki y=x shartda aniglanmagan. Bu shart geometrik nugtai-

1-misol. z= funktsiyaning aniglanish sohasini toping.

nazardan shu funktsiyaning aniglanish sohasi ikkita yarim tekislikdan tashkil
topishini bildiradi. Bunda birinchi yarim tekislik y=x to g ri chizigdan yugorida,
ikkinchisi esa bu to g ri chizigdan pastda yotadi (1-shakl).




2-misol. z=3%9-x*—y? Funktsiyaning aniglanish sohasini
toping.
Funktsiya 9-x*-y?>0 yoki x*+y?*<9 shartda hagigiy giymatlar
gabul qgiladi. Demak, funktsiya aniglanish sohasi markazi

koordinatalar boshida bo'lgan radiusi uchga teng bo lgan

doiradan i1borat.



3-misol.  z=arcsin(x*+y*-5)  funktsiyaning aniglanish
sohasini toping.
Funktsiya -1<x*+y>-5<1 shartda aniqglangan. Bu shart
4<x* +y*<6 shartga teng kuchli. Funktsiya aniglanish sohasining
chegaraviy chiziglari x*+y*=4 va
x*+y2=6 aylanalar bo'lib, aylana nugtalari ham bu sohaga

tegishli. Demak, funktsiyaning aniglanish sohasi markazi
koordinatalar boshida bo’lgan, radiuslari mos ravishda 2 va /6
ga teng ayalanalar orasida va bu aylanalarda yotuvchi barcha

nugtalardan iborat (2-shakl).



4-misol. Funktsiya (x,y,z) uchlikning bir vaqtda x>0, y>0, z>0 shartni
ganoatlantiruvchi giymatlarida aniglangan. Demak, funktsiyaning aniglanish
sohasi Oxyz koordinatalar fazosining birinchi oktantdagi gismidan iborat.

Ikki o zgaruvchi funktsiyasining geometric tasviri uch o 'Ichovli fazodagi

sirtdan iborat bo ladi.
Masalan, markazi koordinatalar boshida bo’lgan, radiusi to'rtga teng

sferaning yuqori gismi z = \/16 — x* —y* funktsiyaning grafigi bo’ladi.



3-shaklda tasvirlangan aylanish paraboloidi x*+y*-1=z

funktsiyaning grafigidir.




¢ Funktsiyaning xususiy va to la orttirmasi

Fazoda biror sirtni ifodalovchi ikki 0 zgaruvchining
z=f(x,y)= f(P) funktsiyasini garaymiz (6-shakl).

x 0 zgaruvchiga p,(x,,y,) hugtada Ax orttirma beramiz va y
0 zgaruvchini o zgarishsiz goldirib P(x,+Ax;y,) nugtani hosil
gilamiz. P, va P, nuqgtalarga sirtda M,(x,;y,:z,) va M, (X, + AX;Y,;2,)
nugtalar mos keladi, bu yerda z=f(P)-f(P) nugtadagi x
0 zgaruvchi bo'yicha xususiy orttirmasi deb ataladi (shaklda

A,z =N,M, kesma).



Shu kabi, agar y o0 zgaruvchiga Ay orttirma berilsa va x
0 zgarishsiz goldirilsa P,(x,;y,+4y) nugta hosil bo’ladi. Bu
nugtaga sirtda M,(x,;y,+4y;z,) nugta mos keladi, bu yerda

z,=f(P)=f(X,Y,+4y) (shaklda z,=P,M,).



Ajz=f(R)-f(P) yoki A,z= (X, Yo +AY) — (X, Yo) ayirmaga
z= f(x,y) funktsiyaning P,(X,,Y,) nuqtadagi y o zgaruvchi bo'yicha xususiy
orttirmasi deyiladi(shaklda A z=N,M,).

Endi ikkala x va y o zgaruvchiga mos ravishda Ax va Ay orttirma beramiz.
U holda P,(x,,Y,) nugta P,(x,+ AX, Yy, +Ay) nuqgtaga o tadi. Bu nuqgtaga sirtda
M, (X, + AX, Y, + AY, Z,) nuqta mOos keladi, bu yerda
z,=f(R)=f(X,+AX, Yy, +Ay).



Az=f(P,) - f(P) yoki Az = f(x,+AX, Y, + Ay) - f(X,,Y,) aylrmaga
z=f(x,y) funktsiyaning P(x,y) nuqtadagi toliq orttirmasi deyiladi
(shaklda Az=N,M.).

0-misol. z=x*-xy+y* funktsiyaning to‘la orttirmasini toping.

AZ=(X+AX)" = (X+ A)(Y+AY) + (Y +AY) =X+ Xy - y° =
=X+ 2X(AX) + (A%)" = xy = X(Ay) = Y(AX) = (AX)(Ay) + Y + 2y (Ay) + (Ay)* -

—X° XY — Y = 2X(AX) = XAY + 2YAY - YAX + (AX)° = AXAY + (Ay)” =
= (2X = Y)AX+(2y = X)AY + (AX)° = (AX)(AY) + (AX)°



< Xususly hosila

z = f(X,y) funktsiyaning x o zgaruvchi boyicha A,z orttirmasining shu
0 zgaruvchi Ax orttirmasiga nisbati

sz _ f (Xo + AX’ YO) — f (Xo’ YO)
AX AX

ni garaymiz.

1-Ta'rif. Agar AAXZ nisbatining Ax — 0 dagi limiti bolsa, u holda bu
X

limitga z = f (X, y) funktsiyaning P,(x,,Y,) nuqtadagi x o zgaruvchi bo yicha
xususlty hosilasi deyiladi va ushbu

0z of
T~ ) . ) Z’ X ) ’ f, X ’
(axjpo (axjpo (%, Yo)s 1, (%01 o)

Ko rinishlarda belgilanadi.



Demak, ta rifga ko ra

: i A T (X AX Y,) — T (X, Vo)
T(%. o) = A”(TOE B LI(Lno AX

z=f(x,y) funktsiyaning pr(x,y,) huqgtadagi y 0 zgaruvchi

bo yicha xususiy hosilasi ham shu kabi ta riflanadi:

A —
fy,(X01yo): ”m_yZ: lim F (X, Yo +AY) — T (X, ¥o)
-0 Ay Ay-0 Ay

Tariflardan f/(x,,y,) ni topishda y o zgarishsiz qgolishi,

f/(%,Y,) Ni topishda esa x 0 zgarishsiz golishi kelib chigadi.



Demak, ikki o'zgaruvchi funktsiyasining xususiy hosilasi
bu o zgaruvchilardan biri funktsiyasining hosilasi sifatida
topiladi. Shu sababli bir o zgaruvchi funktsiyasining hosilalari
uchun keltirib chiqarilgan barcha differensiallash formulalari va
goidalari bir necha o zgaruvchi funktsiyasining xususiy
hosilalari uchun ham saglanadi. Bunda biror argument bo yicha
xususiy hosilaning goida va formulalarini go llashda ikkinchi
argument o zgarmas deb hisoblanishini yodda tutish lozim.
Uch va undan ortig o zgaruvchi funktsiyasining Xxususiy

hosilalari shunga o xshash ta riflanadi va topiladi.



1-misol. z=In(x*+e) funktsiyaning xususily hosilalari
shunga o xshash ta riflanadi va topiladi.

Yechish. y ni 0 zgarmas deb, o xusu5|y hosilani topamiz:
0z 1 2X
= X=
oxX X +e”’ X +e”’

x NI 0 zgarmas hlsoblab o £ xususiy hosilani topamiz;

o_ 1 .

e_y
oy X +e”? X +e”’



2-misol. u=e" +y®-5z* funktsiyaning xususiy hosilalarini
toping.

Yechish. y va z larni o zgarmas deb, Z—” Xususly hosilani
X
topamiz:

2—“ e -(yz) =yze
X

Xyz

Shu kabi topamiz:

=e¥ . (xz) +3y° = xze™ + 3y?, g_u e . (xy) —20z° = xye™” —20z°.
Z



+» To la differensial

2-Tarif. Agar z=f(x,y) funktsiyaning P(x,y) nugtadagi
to lig ortirmasini

Az = AAX + BAY + y(AX, Ay) @h)

ko rinishda ifodalash mumkin bo'lsa, u holda bu funktsiya
P(x,y) huqtada differensiallanuvchi deyiladi. Bu yerda
AB-Ax,Ay ga bog lig bo Imagan sonlar, y(Ax,Ay)-Ax—0, Ay—0
da cheksiz kichik funktsiya, ya ni, lim y(Ax, Ay) =0,

Ay—0

1-Teorema. Agar z=f(x,y) funksiya P(x,y) nugtada
differensiallanuvchi  bo'lsa, u holda u shu nugtada
f.(x,y) va f/(x,y) Xususiy hosilalarga ega bo ladi, shu bilan birga

A=f/(Xy), B= fy’(x, y).



2-Teorema. Agar z=f(x,y) funksiya P(x,y) nugtaning biror

atrofida uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo'lsa, u holda u shu
nugtada differensiallanuvchi bo ladi.

3-Teorema. Agar z=f(x,y) funksiya P(x,y) nugtada
differensiallanuvchi bo'lsa, u holda u shu nuqgtada uzluksiz
bo ladi.

z=f(x,y) funksiya P(x,y) nugtada differensiallanuvchi
bo Isin.



3-Ta rif. Az to lig orttirmaning Ax, Ay larga nisbatan
chizigli bo lgan bosh gismi AAx+BAy ga z= f(x,y) funktsiyaning
P(x,y) nugtadagi to liq differensiali deyiladi va u dz bilan
belgilanadi.

Demak, ta rifga ko ra dz=AAx+Bay yoki 1-teoremaga
binoan

dz = f,(X, y)Ax+ f (X, y)Ay.
Shunday qilib, funksiyaning to liq differensiali xususiy

hosilalarning mos argumentlar orttirmasiga ko paytmasining
yig indisiga teng.



To'lig differensialni argumentlarning orttirmalari va
differensiallarning tengligi, ya ni Ax=dx, Ay=dy ni inobatga olib,
quyidagicha yozish mumkin:

dz = f,(x, y)dx + f (x,y)dy (2)
3-misol. z =x?y funktsiyaning to lig differensialini toping.
Yechish. Xususly hosilalarni topamiz:
f.(xy)=2xy, f/(x,y)=x".

Bu hosilalar oxy tekislikda uzluksiz. Yugoridagi 2-
teoremaga ko'ra oxy tekislikning har bir nuqgtasida z=x%y

funktsiya differensiallanuvchi hamda dz to'lig differensial
mavjud. Bundan

dz = 2xydx + x“dy.



¢ To la differensialning taqribiy hisobga tadbiqlari

Ko pchilik masalalarni yechishda z=1f(x,y) funksiyaning

P,(X,y) nuc
differensia

tadagi to lig orttirmasi funksiyaning shu nugtadagi
Iga taqriban tenglashtiriladi, ya ni Ay~dy deb olinadi.

Dema

,

F (X +AX, Yo +AY) = £(X, Vo) = £,(%0 Yo) + (X Vo) AY

yoki
f

(X, Y) = f(Xg, Yo) + £,(Xg, Yo)AX + (X5, Yo) Ay 3



Bu almashtirish yordamida gandaydir A Kkattalikni tagribiy
hisoblash algoritmi quyidagicha bo ladi:

1. A ni biror f(x,y) funktsiyaning P(x,y) nugtadagi
qiymatiga tenglashtiriladi, ya ni A= f(x,y) deb olinadi;

2. P(x,Y,) hugta P(x,y) nugtaga yadin va f(x,y,) NI
hisoblash qulay gilib tanalanadi;

3. f(x,Y,) hisoblanadi;

4. fi(xy), f/(xy) lar topilib,  f/(x.v,), f.(%.y,) lar
hisoblanadi;

5. X Y, X Yo TG0 ¥o) F0%Yo) fl(X%,Y,)  qlymatlar — (3)
formulaga qo iladi.



4-misol. In(0,09° +0,99°) ni taqribiy hisoblang.

Yechish. 1. A=In(0,09° +0,99°), f(x,y)=In(x*+Yy*) deymiz.

U holda f(x,y)=A x=0,09, y=0,99;
2. x,=0,y,=1 ya'ni P,(0;1) deb olamiz;
3. f(0,)=In(0*+1®)=In1=0;

2

2X 3y
C fli(x,y) =
X +y° (%, Y) X*+y

5. f(X,y)= f(X,Y,)+ f/(X Y)AX + f,(Xes Yo)AY formuladan

4. f/(x,y)=

3

va f/(0;1) =0, fy’(O,l):S;

In(0,09 +0,99°) =0+ 0- (0,09 —0) + 3- (0,99 —1) = —0,03. natijaga
bo lamiz.

ega



¢ Murakkab va oshkormas funktsiyalarning hosilasi

Quyida murakkab va oshkormas funktsiyalarning hosilasini
olishni garaymiz
4-Teorema. Biror D toplamda z=f(x,y) (bu yerda

x=x(u,v), y=yu,v)) murakkab funktsiya aniglangan va
x=x(u,v), y=y(u,v) funktsiyalar Q,(u,v,)eD nudgtaning biror
atrofida uzluksiz xususiy hosilalarga ega hamda f(x,y) funktsiya
P(x,y,) (bu yerda x=x,(u,v,) y=Y,(u,v,)) murakkab funktsiya

Q,(u,,v,) hugtada differensiallanuvchi bo ladi va ushbu

62_82.8x 0z oy 07 017 ax 0z oy
ou axauayau avﬁxﬁvayﬁv

(4)

tenglik o rinli bo ladi.



Bu tengliklar O a2 xususly hosilalar Q,(u,,v,) nugtada

ou  dv

uzluksiz bo'lishini  ko'rsatadi. Bundan z=f(x(u,v), y(u,v))
murakkab funktsiyaning differensiallanuvchanligi kelib chigadi.

Endi ikki o'zgaruvchining z=f(x,y) funktsiyasi berilgan,
shu bilan birga bu funktsiyaning argumentlari bitta t
0 zgaruvchining funktsiyasi, ya ni x=x(t), y=y() bo Isin deymiz.
Bunda (4) tengliklarning birida (masalan birinchisida) u
0 zgaruvchi sifatida to zgaruvchini olish mumkin. U holda u
0 zgaruvchi boyicha xususiy hosilalar bir o zgaruvchi t ning

hosilalarini beradi. Shunday qilib,

dz oz 8x oz oy

dt ox ot oy ot ®)




Endi y=y(x) shartda z= f(x,y) funktsiyani qaraymiz. Bu yerda z

0 zgaruvchi bitta x 0 zgaruvchining funktsiyasi, ya ni
z=f(x,y(x)). U holda (5) formulaga ko ra

dz _ 0z oOX azay
dx  ox 6x oy OX

yoki

dz oz az oy

dx Eﬁx oy OX (©)

(4), (5), (6) ifodalar istalgan chekli sondagi argumentlarning

murakkab funktsiyalari uchun umumlashtirilishi mumkin.



Masalan, uch o zgaruvchining F = F(x,y,z) funktsiya uchun:

oF _oF X 8F é’y oF oz oF oF ax oF ay oF oz

ou X 8u ayau oz oul v 8xav 8y8v oz ov
oF _oF ox aF ay oF oz (7)
oW OX 8W oy aw oz ow

bu yerda x=x(u,v,w), y=y(u,v,w), z=2z(u,v,w);

OF _oF ox OF &y oF &
o ox ot oy ot er ot

(8)

bu yerda x=x(t), y = y(t), z=2z(t);

OF oF OF &y oF &

=—+ + 9)
ot oOx oy oX 0z OX

bu yerda y=y(x), z=z(x).



0z

5-misol. Agar z=x%y, x=usinv, y=vcosuboIsa, — va E larni

ou

toping.

Yechish. Xususiy hosilalarni (4) tengliklardan foydalanib
topamiz:

oz _ oL X + z % =3x°y-sinv — x’vsinu = x*(3ysinv — xvsinu);

ou OXx ou oy ou

0z _C2 X O O _3xey.ucosv+x°cosu = x2(3y COSV + X COSU).

N X v oy ov



6-misol. F =In(x®+ y?+z?), x =sint, y=t + cost, z=t> b0 1S3, %—T ni

toping.
Yechish.

OF _oF ox OF &y oF &z _
ot ox ot oy ot ez ot

= 2X -COSt + 2y -(I-sint) +— 2 =20 =
2 2 2 2 2
X“+Yy +12 X +y*+12° X +y>+12°

=— 22 ~(xcost +y—ysint + 2xzt).
X“+Yy +12




Ikkita x va y 0 zgaruvchining ushbu F(x,y)=0 (10) tenglamasi

berilgan bo Isin. Agar x ning biror to plamidagi har bir
giymatiga x bilan birgalikda (10) tenglamani ganoatlantiruvchi

yagona y giymat mos kelsa, u holda (10) tenglama bu to plamda
y=p(x) 0shkormas funktsiyani aniglaydi.
Quyida oshkormas funktsiyalarning hosilasini olish

goidalarini keltiramiz:
Ikki 0 zgaruvchili F(x,y)=0 ko rinishdagi oshkormas

funktsiyaning hosilasi quyidagi tenglik bilan aniglanadi.

dy_ Fxy) 0
dx  F(xy)




Agar uch o zgaruvchining F(x,y,z)=0 tenglamasi z=¢(x,y)
oshkormas funktsiyani aniqlasa va F/(x,y,z) =0 bo lsa, u holda
F(x,y,z) funktsiyaning xva y 0 zgaruvchilar bo yicha xususiy

hosilalari shu kabi topiladi.

% —_ FX'(X, Y Z) dz —_ Fy'(X, ys Z) (12)
dx F/(x,y,z) dy  F/(xy,2)




7-misol. ycosx—sin(x—y)=0 tenglama bilan oshkormas
ko rinishda berilgan y(x) funktsiyaning hosilasini toping.
Yechish. Tenglamaning chap tomonini F(x,y) orqali

belgilaymiz va uning hususiy hosilalarini topamiz:

F. (X, y) =—ysinx—cos(x—Y); F/(X,y)=Cosx+cos(x—Y).

demak,

y - _ |:x’(x1 y) _ ySin X+ COS(X — y)
dx  F/(Xy) cosx+cos(x—y)




8-misol. cos(x+z)+%:o tenglama bilan oshkormas

ko rinishda berilgan z(x,y) funktsiyaning hususiy hosilalarini
toping.
Yechish. Tenglamaning o ng tomonini F(x,y,z) bilan

belgilab, topamiz:

F.(X,y,z) =—sin(x + z) LY _y-—zsin(x+ Z);
z Z

z°sin(x+2) +xy

Z2

F(Xy,2)= g; F/(X,y,2) =—sin(x+2) — Xil =
Z

Demak,

az _ F(xy2) _(y-zsin(x+z))z, a_ FKyz) Xz
ox  F/(x,y,2) xy+z°sin(x+z) oy F/(x,y,2) xy+z’sin(x+2z)




< ‘Yuqgori tartibli xususiy hosila va differensial

P(x;y) hudtada va uning biror atrofida aniglangan z= f(x,y)

funktsiya shu atrofda x va y 0 zgaruvchilar bo yicha

%: f/(x,Y), %: f,(x,y) Xususly hosilalarga ega bo Isin. Ular
birirnchi tartibli xususiy hosilalar deyiladi.

Bu hosilalar x vay 0 zgaruvchilarning funktsiyalarini

Ifodalaydi. Shu sabali, bu funktsiyalar uchun xususiy hosilalarni

toppish masalasini go yish mumkin.



Birinchi tartibli xususiy hosilalardan xva y o zgaruvchilar

bo yicha olingan xususiy hosilalarga, agar ular mavjud bo Isa,
Ikkinchi tartibli xususiy hosilalar deyiladi va quyidagicha
belgilanadi:

e I 0°z ., 0°z ., 0’z ...,
- yoki 1 (X,Y), Y yoki f.0(X,y), Sy yoki f (X, y), W yoKi fy2 (X,Y).

Shunday qilib to rtta ikkinchi tartibli xususiy hosilalarga ega
bo ldik. Shu kabi sakkizta uchinchi tartibli hosilalar (ikkinchi
tartibli xususiy hosilalardan olingan xususiy hosilalar)ni hosil

gilish mumkin.



0°z

1-misol. z=x%* funktsiyaning xususlty hosilasini toping.

OX0y’
- Fovi 0’z 0z
Yechish. == =3x?y?, = (3x%y?) =9x%y?, = (9x2y?) =18x2y.
~ y X0y (3x7y7),, ' o (9x7y?), y
- . , L 0%z 0’z :
2-misol. z=sin(xy + y?) funktsiyaning va Xususly
OXoy  OyoX

hosilalarni toping.
Yechish.

2

'
y

Z 2
oy =(ycos(xy + y?))

=cos(Xy + y*) — ysin(xy + y?) - (X + 2y) = cos(xy + y*) — y(X + 2y)sin(xy + y°);

z_ cos(xy + y?) -y,
OX

0%z

== ((x+ 2y) cos(xy + yz))'X _

oz 5
ve _ . 2v),
cos(xy + y°)- (X +2y)

=cos(Xy + y°) — (X + 2y)sin(xy + y*) - y = cos(xy + y*) — y(x + 2y)sin(xy + y?);



2-misolda 22 - %7 tenglikka ega bo'Idik. 22 va 2~
OXoy  0OyoX OXoy  0yoX

hosilalarga ikkinchi tartibli aralash hususiy hosilalar deyiladi.
Ikkinchi tartibli aralash hususiy hosilalar hagidagi quyidagi
teoremani isbotsiz keltiramiz.

1-Teorema. Agar z=f(x,y) funktsiyaning ikkinchi tartibli
aralash xususiy hosilalari p(x,y) nugtaning biror atrofida mavjud
va shu nugtada uzluksiz bo’lsa, u holda ular shu nugtada teng
bo ladi, ya ni

0°z 0’z
X3y  Oyox




Bunday teorema istalgan tartibli hususiy hosilalar uchun ham
o rinli bo ladi.
Masalan, uzluksiz uchinchi tartibli xususiy hosilalar uchun

d’z 0’1 01
OXoyor 0°yox oyo°X '

Ma’lumki, z=f(x,y) funktsiyaning P(xy) nugtadagi toliq

differensiali ushbu
dz = f/(x,y)dx+ f (X, y)dy

ko rinishda bo ladi. U birirnchi tartibli to " liq differensial deb

ataladi.



Ikkinchi tartibli to liq differensial deb birinchi tartibli to lig
differensialdan olingan differensialga aytiladi va d?z kabi
belgilanadi.

Shunday qilib, ta rifga ko ra

d(dz) =d’z=d| f;(x, y)dx+ f(x,y)dy |=| f,(x, y)dx+ f/(x, y)dy]’x dx +

+[ FO0y)dx+ £(x y)dy ] dy =
= £5(x,y)(dx)* + . (x, y)dydx + £/ (x, y)dxdy + fr (dy)>.



Agar f!(xy) va f!(x,y) aralash xususiy hosilalar uzluksiz bo lsa,
u holda
d?z = f%(x, y)(dx)® +2 £ (x, y)dydx + fy’; (dy)* (1)

Bu yerda dx? = (dx)?, dy? = (dy)>.

Uchinchi tartibli to lig differensial shu kabi ta riflanadi va
aniglanadi:

dz = f75(x,y)dx’ +3f7 (x,y)dx’dy + 31" (x,y)dxdy” + f5(x,y)dy’.  (2)
Huddi shunday quyida n chi tartibli to lig differensialni

ta riflanishini keltiramiz:

0 o )
d"z=| —dx+—dy | z 3
Gl ?



3-misol. z=x%siny funktsiyaning d?z va d*z differensiallarni
toping.
Yechish. f(x,y)=x%siny deb, dastlab barcha ikkinchi tartibli

xususlty hosilalarni topamiz:
f.(x,y)=2xsiny, f’,=2siny, f  =2xcosy,

f,(x,y)=x*cosy, f.(xy)= —x*siny
Demak, d?z =2sin ydx? + 4xcos ydxdy — x?sin ydy?.

Endi barcha uchinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz:

- 2
fx’;’ =0, fX’;’y =2C0sY, fx’;’z =—-2Xsiny, fy’": —X°COS Y.

Demak, d®z=6cos ydx2dy —6xsin ydxdy? — x?cos ydy*.



¢+ Yo nalish bo yicha hosila va gradiyent

u=u(xy,z) funktsiyaning m(x,y,z) nugtadagi S vektor yo nalishi
bo yicha olingan hosilasi

ou ou ou ou
— =—C0Sa +—CO0S S + —COS ¥

65  ox oy oz

formulaga asosan topiladi. Bu yerda cosa, cos 3, cosy larga S
vektorning yo naltiruvchi kosinuslari deyiladi. Gradiyent

gradﬁzfg—u+178u +IZau

OX oy 0z

formulaga ko ra aniglanadi. i, 7,k larga ortlar deyiladi.



4-misol. u=xy?z2 funktsiyaning m@;2;1), N(5;4;2)dagl MN
vektor yo nalishi bo yicha hosilasini toping.

ul ol g, au) g
oxM T eyM T oz |M '
N — 2 2 1
MN ={2;2;1}, ‘I\/IN‘::B. CoOSa =—, COSff=—, COSy =—.
3 3 3
N _4.2,10.2,36. 288 52

OMN 3 3 T3 3 3
5-misol. z=x?y funktsiyaning m 1 nuqtadagi
gradiyentini toping.

0z

OX

0z

=2, =| =1largakora gradz=2i+7.
oy M

M



¢ Sirtga o tkazilgan urinma va normal

Sirt tenglamasi F(x,y,z)=0 va unda yotgan m(xy;z) nugta
berilgan. m(x;y;z) nugtaga o tkazilgan urinma tekislik
tenglamasi:

oF oF oF
E&(X—»0+E§(Y—y)+5;(X—X)—O

sirtga normal tenglamasi esa
X=X Y-y Z-12
oF oF oF
OX oy 0z

ko rinishga ega bo ladi.



Bu yerda X, Y, z lar urinma tekislik va normal uchun

0 zgaruvchi koordinatalar. Agar biror nugtada
o5 gt o F =0bo Isa, u nugta maxsus nugta deyiladi. Bu

s (0, 2

OX oy 0z
nugtada urinma tekislik ham, sirtga normal mavjud emas.

6-misol. F(x,y,z)=x*+2y?*-z ning M(L%3) nugtadagi urinma

va normal tenglamalarini yozing.

_p k| 4 Ok
M oy M oz

oF

OX

=1

M

2(X —=X)+4(Y —y)—(Z —z) =0 urinma tekislik tenglamasi.

X - x_Y ; y_Z _12 normal tekislik tenglamasi.




¢ Ikki 0 zgaruvchili funktsiyaning ekstremumi

1-Tarif. z=1t(x,y) funktsiya va p(x;y,) hugtaning
biror atrofida va shu nugtada uzluksiz bo lsin. Agar bu
atrofning barcha P(X,Y) nugtalarida
F(4Y) < F(x ¥o) (FOGY) > F(X%.Y,)) tengsizlik bajarilsa, u holda
P(x:Y,) hugtaga f(xy) funktsiyaning maksimum
(minimum) nuqgtasi deyiladi.

Funktsiyaning maksimum va minimum nugtalari
ekstremum nugtalar deb aytiladi.

Funktsiyaning ekstremum nuqgtadagli giymatiga
funktsiyaning ekstremumi deyiladi.



2-Teorema. (ekstremum mavjud bo lishining zaruriy

sharti). Agar :z=f(xy) funktsiya r(x.y,) hugtada

ekstremumga ega bo'lsa, u holda bu nugtada %va@

xususly hosilalar nolga teng bo ladi yoki ulardan aqgalli
bittasi mavjud bo Imaydi.

7-misol. f(xy)=(x-2)%+(y-1?2-1 funktsiyaning
ekstremumlarini toping.

Yechish. Xususiy hosilalarni topib, nolga
tenglaymiz:



f/(x,y)=2(x-2)=0, f/(x,y)=2(y-1)=0. Bundan x,=2, y,=1yani
P,(2;2) nugta ekstremum nuqgta va f(2;1)=-1. (x;y) = (21)
nugtalarda (x-2)>+(y-1?>0 va f(xy)>-1.

Demak, P,(2;1) nugta minimum nugta va f__(x,y)=-1.

P.(%,;Y,) hugta z= f(x,y) funktsiyaning ekstremum nugtasi
bo Isin. U holda f/(x,,v,)=0, f/(x,¥,) =0 boladi. Bu hosilalarni

z = f(x,y) tenglama bilan berilgan sirtga P,(x,;y,) nugtada
o tkazilgan urinma tekislikning ushbu

L—1,= fx’(xov YO)(X - Xo) + fy,(XO’ yo)(y B yo)

Tenglamasiga qo ysak, z-z,=0 yoki z=z, kelib chigadi.



Bundan ekstremum nugtalarida sirtga o tkazilgan urinma
tekislik oxy koordinata tekisligiga parallel bo ladi degan xulosa
kelib chigadi. Bu hulosa ikki ozgaruvchi funktsiyasi
ekstremumi zaruriy shartining geometrik ma nosini bildiradi.

Bundan tashqari funktsiya differensiallanuvchi bo Imagan
nugtalar ham uzluksiz funktsiyaning ekstremum nugtalari
bo lishi mumkin. Masalan, grafigi markazi koordinatalar
boshida yotgan va oqi 0z 0@ bilan ustma-ust tushuvchi
doiraviy konusdan iborat bo’lgan z=yx*+y*> funktsiya
O(0;0)nugtada  minimumga ega, ammo u bu nuqtada
differensiallanuvchi emas.




Xususly hosilalar nolga teng bo ladigan nugtalarga kritik
nugtalar deyiladi.

Ekstremum nugta hamma vagt kritik nuqta bo ladi, ammo har
ganday kritik nugta ham ekstremum nuqta bo Imasligi mumkin.

Shunday qilib, hususiy hosilalarning nolga teng bo lishi
ekstremum mavjud bo lishining zaruriy sharti bo ladi. Kritik
nugta ekstremum nugta bo lishi uchun ekstremum mavjud
bo lishining yetarli sharti bajarilishi lozim.

3-Teorema. (ekstremum mavjud bo lishining yetarli
sharti). z= f(x,y) funktsiya P,(x,,y,) hugtaning biror atrofida
birirnchi va ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega
bo lib, bunda f(x,,v,)=0, f(x,Y,) =0 hamda

£20%:Yo) = A 5 (%, ¥o) =B, £12(%,, ¥,) =C bo’Isin. U holda



a) agar A=AC-B2>0 bo'lsa, z=f(x,y) huqtada
ekstremumga ega bo lib, bunda A<o0 (yoki C<0)
bo lganda pr,(x,,y,) nugta maksimum nuqta,
A>0 (yoki C >0) bo lganda r,(x,,y,) nugta minimum nugta
bo ladi;

b)agar A=AC-B?<0 bo'lsa, P,(x,y,) nugtada ekstremum
mavjud bo Imaydi;

C) agar A=AC-B*=0 bo Isa, P,(x,,y,) nugtada ekstremum
mavjud bo lishi ham, mavjud bo Imasligi ham mumkin.



Teoremani isbotini keltirmasdan, bu teoremaga (hamda 2-
teoremaga) asoslangan algoritm bilan tanishamiz.

z = f(x,y) funktsiyani ekstremumga tekshirish algoritmi:

1 |& 2

xususly hosilalar topiladi;
oX oy

2. Kritik nugtalar aniglanadi,

3 0’z 0’z 0°z

= = xususly hosilalar topiladi;
oX“ 0oy° oxoy




4. Ikkinchi tartibli hosilalarning kritik nugtalardagi

0%z %1 ikl
A=2Z c=2% vaB= giymatlari hisoblanadi;
OX’ oy axay

5. Har bir kritik nugtada A= Ac -B? ning giymati
hisoblanadi va 3-teorema asosida xulosa chigariladi.

8-misol. z=x*+y*-4xy funktsiyani ekstremumga
tekshiring.

Yechish. Funktsiya oxy tekislikda aniglangan.



. g:4x3—4y, %:4y3—4x;
OX oy

4x° -4y =0, . : : - : :
N av? —ax— sistemani yechib, kritik nugtalarni topamiz.
y —4x=

Ular uchta r.(0;0), P,11), P,(-1-1);

8_22_12 , 0°7 0’z

2 Xy == =
OX oy~ Oxoy

. Har bir kritik nuqtada ikkinchi tartibli hususiy hosilalarni
hisoblaymiz:

a) P(0;0) huqtada A =0,C, =0, B, =—4;
b) P, nugtada A, =12,c, =12, B, =4

C) P(-1-1) nugtada A =12,C,=12, B, =-4.



5. Har bir kritik nugtada A= AcC -B? diskreminantni
hisoblaymiz va 3-teorema asosida xulosa chigaramiz:

a) A, =AC,-B?=-16<0. Demak, P,(0;0)nugtada ekstremum
mavjud emas;

b) A,=AC,-B?=144-16=128>0, bunda A, >0. Demak,
P,(L1) nugta minimum nuqta va z,_ =1*+1*-4.1.1=-2;

C)A,=AC,— B! =144-16=128>0, bunda A, >0. Demak,
P,(-1-1) nhugta minimum nugta va
Zmin — (_1)4 + (_1)4 —4. (_1) ) (_1) =-2.



» Ikki 0 zgaruvchili funktsiyaning eng katta va eng kichik

qlymati

z=f(x,y) funktsiya chegaralangan yopiq D sohada
differensiallanuvchi bolsin. U holda funktsiya bu sohada
eng katta va eng Kkichik giymatlarga ega bo lib, bu
giymatlarga yoki sohaning ichidagi kritik nugtalarda yoki
uning chegarasida erishadi.

Shunday qilib, chegaralangan yopiq b sohada
differensiallanuvchi z-=f(xy) funktsiyaning eng katta va

eng kichik giymatlari quyidagi algoritm bilan topiladi:



1.Sohaning ichida va uning chegarasida yotgan
barcha kritik nugtalar topiladi;

2.Funktsiyaning  bu  nugtalaridagi  va  soha
chegarasining qismlari tutashgan nuqgtalardagi
giymatlari hisoblanadi;

3. Hisoblangan giymatlar orasidan eng katta va eng
kichigi  agjratiladi.  Bu  giymatlar  z=f(xy)
funktsiyaning chegaralangan yopiq b sohadagi eng
katta va eng kichik giymatlari bo ladi.



9-misol. z=x*-xy+y?-4x funktsiyaning
x=0, y=0va 2x+3y—12=0t0 g ri chiziqglar bilan chegaralangan
sohadagi eng katta va eng kichik giymatlarini toping.
Yechish. b sohada oAB uchburchakdan iborat (1-shakl).

(02

—=2X-y—-4=0
i ?z( sistemadan soha ichidagi kritik nugtalarni
—=2y—-x=0
Loy
- \v‘A
topamiz. 1
O Ay

I-shakl



Bundan x_§ y:ﬂ Demak, P, 8.4
3 3 3’3

Soha chegarasidagi kritik nugtalarni topamiz:

a) OAtogrichizigda y=0vaz=x*-4x. U holda z, =2x-4=0.
Bundan x = 2. Demak, P(2;0);

b) AB to g richizigda y:12;3x va z:%(l9x2—120x+144).

U holda z =38x~120=0. Bundan x = °2. Demak, B, 22;°0
19 1919



c)BO to g ri chizigda x=0va z=y> U holda z, =2y =0. Bundan

0(0;0).
2. Funktsiyaning kritik nuqgtalaridagi va soha chegarasining
gismlari tutashgan nuqtalardagi giymatlarini hisoblaymiz;

8 4 16
zo=f(Po)=f(§,§j=—? = £(R)= 1 (2.0)= 4
60 36 96
,=fR)="1| = — |=——=;
.= 1(R) (19 19) 19

z,=f(O)=1(0,0)=0; z,=f(A)=f(6;0)=12; z. = f(B) = f(0;4) =16.

3. Funktsiyaning hisoblangan giymatlarini tagqoslaymiz.

16
Demak, : = f(B) =16 Va Z,, e = f (P) -5

1 Tengkatta



B~

o1
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