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• РЕЖА:

1. Эластиклик назариясининг мувозанат дифференциал

тенгламалар системаси.

2. Қия юзалардаги кучланишлар.

3. Сирт шартлари.

4. Бош кучланишлар.

5. Кучланганлик ҳолатининг инвариантлари.

6. Октаэдрик кучланишлар.

7. Энг катта уринма кучланишлар.

8. Кучланишнинг девиатори.

9. Кучланишлар интенсивлиги.

• 3 ва 4-МАЪРУЗА

ДЕФОРМАЦИЯЛАНУВЧИ  ҚАТТИК ЖИСМ 

МЕХАНИКАСИ



2.1. Эластиклик назариясининг мувозанат

дифференциал тенгламаси

Ташқи таъсир (куч, температура ва бошқа таъсирлар)

натижасида деформацияланувчан қаттиқ жисмнинг ихтиёрий

нуқтасида ҳосил бўладиган кучланишлар умумий ҳолда ўзгарувчи

бўлиб, улар нуқтанинг жойлашиш координаталари (x,y,z)га боғлиқ

(нуқта координаталарининг функцияси) бўлган ҳолда ўзгариши

мумкин, яъни

(2.1)
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Агарда деформацияланувчан қаттиқ жисмнинг бирорта нуқтаси

атрофидан томонлари dx,dy,dz га тенг бўлган параллелепипедни ажратиб олиб

(2.1-расм) унинг ноль нуқтасидан чиққан томонларига таъсир қилувчи

кучланишларни , деб фараз қилсак, у

ҳолда шу томонларга параллел бўлган ва шу томонларда dx,dу,dz масофада

жойлашган параллелепипедни томонларда ҳосил бўладиган кучланишлар:

бўлади (2.1-расм).

Бу ифодаларда

дифференциал оператор шу кучланишларни dx масофада ўзгаришларини

ифодалайди. Қолган кучланиш комоненталари ҳам ва масофаларда шунга

ўхшаб ўзгаради.

Агарда томонлари dx,dy,dz тенг бўлган параллелепипипедни массаси  dm 

бўлса, у ҳолда параллелепипед материалини зичлиги ρ= dm / dx,dy,dz бўлади. У

ҳолда параллелепипедга таъсир қилувчи ташқи кучни деб қарашимиз мумкин.
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2.1-расм. 

Кучланишлар 

таъсиридаги чексиз 

кичик 

параллелепипед



Бу ташқи кучни (компоненталари) координата ўқлардаги 

проекциялари Xρdxdydz, Yρdxdydz, Zρdxdydz бўлади.

X,Y,Zлар бирлик ҳажмга таъсир қилувчи ташқи куч F ни

координата ўқларидаги проекциялари, яъни солиштирма ҳажмий

(масса) кучлари. Даламбер принципидан фойдаланиб элементар

параллелепипедга таъсир қилаётган инерция кучларини ҳам

қараш имкониятига эгамиз, яъни

.

Бу ерда: - элементар ҳажмнинг оғирлик

марказини координата ўқларидаги тезланишлари.
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Деформацияланувчан қаттиқ жисм мувозанатда бўлса, унда ажратиб

олинган элементар ҳажм ҳам мувозанатда бўлади, демак барча таъсир

қилаётган кучлар таъсирида элементар ҳажмни мувозанатини таъминлаш

учун статиканинг мувозант тенгламаларини шарти бажарилиши керак, яъни:

(2.2)

Элементар параллелепипедга таъсир этувчи барча кучларни ўққа

проекциялаб қуйидагини ҳосил қиламиз:

(2.3)

ДЕФОРМАЦИЯЛАНУВЧИ  ҚАТТИК ЖИСМ 

МЕХАНИКАСИ









==

==

==

 

 

 

.0;0

;0;0

;0;0

z

y

x

MZ

MY

MX

.0
2

2


















==+−












++

+−
















++−












+

t

u
dxdydzdzdydxXdxdydxdydz

z

dxdzdxdzdy
y

dydzdydzdx
x

xz
xz

xz

xy
xy

xyx
x

x
















Тенгламадаги қавсларни очиб, икки томонини dxdydz  га бўлиб 

юборсак, қуйидаги дифференциал тенглама ҳосил бўлади: 

(2.4)

Худди шунингдек, элементар параллелепипедга таъсир этувчи барча

кучларни y,z ўқларига нисбатан проекциялаб деформацияланувчан қаттиқ

жисмнинг мувозанат холатини ифодаловчи дифференциал тенгламалар

системасини ҳосил қилиш мумкин:

(2.5)
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Агар таъсир қилиши мумкин бўлган ҳажмий кучни Fdm десак.

Статикани қолган учта моментлар бўйича ҳам мувозанат тенгамаларидан 

фойдаланиш учун параллелепипедга (2.1-расм.) таъсир қилаётган барча кучлардан

x,y,z ўқларига нисбатан моментлар олиб уларни мувозанат тенгламаларига олиб 

бориб қўйсак қуйидаги кўринишдаги тенгламаларни системаси ҳосил бўлади. 

Мисол тариқасида y ўқига нисбатан олинган моментларни моментлар бўйича (2.2) 

мувозанат тенгламанинг биринчисига қўйсак қуйидаги тенглама ҳосил бўлади:

(2.6) 
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Бу тенгламани соддалаштириб чексиз кичик миқдорларни ташлаб

юборсак, у ҳолда

эканлигини келиб чиқади.

Демак, бошқа ўқларга нисбатан моментлар олиб, уларни момент

бўйича мувозанат (2.2) тенгламаларга қўйсак, у ҳолда қуйидаги келиб

чиқади.

(2.7)
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Маълумки, мувозанат дифференциал тенгламалар (2.5)

системасини тўққизта номаълум кучланиш омиллари ташкил этади.

Уринма кучланишлар жуфтлик (2.7) қонунини эътиборга олиб, олти

номаълумли учта дифференциал тенгламалар системасига эга бўламиз.

Демак, эластиклик назариясининг кучланишларга нисбатан тузилган

тенгламлар системаси масалани ечиш учун етарли бўлмаганлиги

сабабли эластиклик назарияси масалалари статик аниқмас эканлиги

маълум бўлди. Эластиклик назарияси масалаларини ечиш учун эластик

жисмнинг деформацияланиш ҳолатини ва унинг физик хусусиятларини

эътиборга олиб қўшимча тенгламалар тузиш лозим. Шундан кейингина

эластиклик назарияси масалаларини ечиш мумкин, яъни эластик

жисмда ҳосил бўладиган кучланишларни координаталарнинг

функциялари сифатида аниқлаш мумкин бўлади.
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Цилиндрик xθr координата системасида эластик жисмнинг

мувозанат тенгламалар системаси қуйидагича ифодаланади:

(2.8)
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2.2. Қия юзалардаги кучланишлар. Сирт шартлари

Ташқи кучлар таъсирида бўлган жисмларнинг кучланганлик

ҳолати тўғрисида тўлиқ тасаввурга эга бўлиш учун унинг координата

ўқларига нисбатан ихтиёрий қия (оғма) юзаларида ҳосил бўладиган

кучланишларни ҳам таҳлил қилиш зарур бўлади.

Мураккаб кучланиш ҳолатидаги (2.1-расм) параллелепипеддан BCD

қия текислик бўйича қирқиб, бирорта OBCD тетраэдр ажратиб

оламиз (2.2-расм). Қия BCD текисликнинг фазодаги ҳолатини ушбу

текисликка ўтказилган ν нормалининг йўналтирувчи косинуслари

белгилайди.

Қия BCD текислик юзасини dA, координата текисликларидаги

юзалар B0C учбурчакнинг юзасини dAx , C0D учбурчакнинг юзасини

dAy , D0B учбурчакнинг юзасини dAz билан белгилаймиз.
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( ) ;cos =vx ( ) ;cos nvy = ( ) mvz =cos



Бу юзалар орасидаги қуйидани муносабатларни аниқлаймиз:
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Ҳажмий кучларни X,Y,Z билан белгилаймиз. Қаралаётган тетраэдр

координата текисликларида кучланишларнинг ташкил этувчилари

ва ҳажмий X,Y,Z кучлар ҳамда

нормали ν бўлган, қия BCD юзадаги тўла кучланиш Pν нинг ўқлар бўйича

ташкил этувчилари Xν,Yν,Zν эканлигини эътиборга олсак, у ҳолда тетраэдрга

таъсир қилаётган барча кучлар мувозанада бўлиши керак. Шуни эътиборга

олиб, 0BCD тетраэдрга таъсир этаётган барча кучларни координата ўқига

проекцияларининг йиғиндиларини нолга тенглаймиз:

Бунда dV тетраэдрнинг ҳажми.

Тенгламада ҳажмий кучлар учинчи тартибли чексиз кичик ҳад

бўлгани учун ташлаб юборамиз. Унда бу тенгламадан қуйидаги

ифодани ҳосил қиламиз:

ДЕФОРМАЦИЯЛАНУВЧИ  ҚАТТИК ЖИСМ 

МЕХАНИКАСИ

xzzyyxzxyzxyzyx  ,,,,,,,,
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.nmX xzxyx  ++= 



Ушбу 0BCD тетраэдрга таъсир этаётган барча кучларни y;z

координата ўқларига проекциялари йиғиндиларини ҳам нолга тенглаб,

(баъзи бир математик амалларни бажариб), яна иккита тенглама ҳосил

қиламиз. Демак, қаралаётган тетраэдр учун сирт шарти қуйидагича

ифоаланади:

(2.9)

Агар қия BCD юза жисм сирти билан устма-уст тушиб қолса,

унда Xν,Yν,Zνлар сиртқи кучларнинг координата ўқлар бўйича ташкил

этувчиларини ифодалайди. Унда бу тенглама ички кучлар билан ташқи

кучлар орасидаги боғланишларни беради. Демак, бу тенглама жисм

чегара ёки сирт шартини ифодалайди.
ДЕФОРМАЦИЯЛАНУВЧИ  ҚАТТИК ЖИСМ 
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2.3.Бош кучланишлар. Кучланганлик ҳолати

инвариантлари

Берилган жисмнинг ихтиёрий нуқтасига шундай ўзаро

перпендикуляр текисликлар ўтказиш мумкинки, бу текисликларда

уринма кучланишлар ҳосил бўлмасдан, фақат нормал кучланишлар

мавжуд бўлади. У ҳолда бу текисликлар бош текисликлар дейилади.

Бу текисликларга мос келувчи нормал кучланишлар эса бош

кучланишлар дейилади.

Агар координата текисликларга параллел бўлган, учта ўзаро

перпендикуляр юзалардаги кучланишларнинг ташкил этувчилари

( ) маълум бўлса, (2.9) фойдаланиб

жисмнинг ихтиёрий қия текислигининг ихтиёрий нуқтасидаги

кучланишларни аниқлаш мумкин.

ДЕФОРМАЦИЯЛАНУВЧИ  ҚАТТИК ЖИСМ 

МЕХАНИКАСИ

zxyzxyzyx  ;;;;;



Қия юзадаги Xν,Yν,Zν ташкил этувчи кучланишларнинг тенг

таъсир этувчиси тўла кучланиш деб аталади ва ташкил этувчи

кучланишларнинг геометрик йиғиндиси кўринишида аниқланади:

(2.10)

Тўла кучланиш Pv ни нормал σν ва уринма ташкил этувчи  τν

кучланишларга ажратамиз. 
Нормал кучланиш координата ўқларига параллел бўлган ташкил

этувчи кучланишларининг юза нормалига олинган проекциялари

йиғиндисига тенг:

(2.11)

ДЕФОРМАЦИЯЛАНУВЧИ  ҚАТТИК ЖИСМ 

МЕХАНИКАСИ
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Ушбу тенгликдан кўринадики, жисмнинг ихтиёрий қия юзасидаги

нормал кучланиш координаталар текисликларига парараллел бўлган

ўзаро перпедикуляр бўлган учта текисликлардаги олтита кучланиш

компонентлари билан аниқланар экан.

Унда бу юзадаги уринма кучланиш тўла ва нормал кучланишлар 

айирмаси каби аниқланади: 

(2.12)

Агар қаралаётган қия юза билан бош юзалар бир-бири билан

устма-уст тушса, бу юзада уринма кучланиш нолга тенг бўлади.

Бош юзага таъсир этувчи бош кучланишни билан белгилаб

(2.9)дан қуйидагича аникланади:

ДЕФОРМАЦИЯЛАНУВЧИ  ҚАТТИК ЖИСМ 

МЕХАНИКАСИ
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Ушбу ифодани (2.9) ифода билан таққослаб, қуйидагини ҳосил

қиламиз:

(2.13)

Аналитик геометриядан маълумки, йўналтирувчи косинуслар

орасида қуйидагича боғланиш мавжуд:

(2.14)

Шунга асосан (2.13)-(2.14) тенгламаларда тўртта номаълумлар

бўлиб, булар бош кучланиш ва унинг учта йўналтирувчи

косинусларидир.

ДЕФОРМАЦИЯЛАНУВЧИ  ҚАТТИК ЖИСМ 

МЕХАНИКАСИ
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Юқоридаги (2.13) тенгламани қуйидаги кўринишга келтирамиз:

(2.15)

Ушбу бир жинсли тенгламалар системаси ечими   

бўлиши мумкин эмас, чунки бу (2.14) шартга зиддир. Ҳеч бўлмаганда, 

йўналтирувчи косинусларининг бирортаси нолдан фарқли бўлганда, бу 

системанинг бошқа ечимлари мавжуд бўлиши учун системанинг 

детерминанти нолга тенг бўлиши лозим, яъни:
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(2.16)

Детерминантини очиб чиқамиз:

Бу ифодадаги қавсларни очиб чиқиб, бош кучланиш даражаси

бўйича гуруҳлашдан кейин қуйидаги куб тенглама ҳосил бўлади:

(2.17)
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Бу ерда

(2.18)

Бу (2.18) ифодаларга кучланиш тензорининг биринчи, иккинчи ва

учинчи инвариантлари дейилади. Улар бош кучланишлар орқали

қуйидагича ифодаланади:

(2.19)
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Бош кучланиш σ га нисбатан учинчи даражали, яъни куб (2.17) 

тенгламани ечиш натижасида учта σ1, σ2, σ3 илдизлар аниқланади. 

Куб (2.17) тенгламани ечишнинг икки усулини кўриб чиқамиз.

1. Куб тенглама (2.17)нинг чап томонини кўпҳадга ажратиш

усули. Агар (2.17) тенгламанинг чап томонини қуйидагича

кўпайтувчиларга ажратиш мумкин бўлса:

(2.20)

унда бу тенгламанинг илдизлари жуда осон топилади, яъни

(2.21)

ДЕФОРМАЦИЯЛАНУВЧИ  ҚАТТИК ЖИСМ 

МЕХАНИКАСИ
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2. Куб тенглама (1.21)ни тригонометрик усулда ечиш.

Куб (2.17) тенгламага алмаштириш киритиб, уни 

қуйидагича ёзиш мумкин:

(2.22)

Бу ерда

(2.23)

Агар дискриминант манфий, яъни бўлса, (2.22) куб

тенгламанинг учала ҳақиқий илдизи мавжуд. Улар қуйидаги

формулалардан аниқланади:

(2.24)
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Бунда

(2.25)

Куб (2.22) тенглама ечимларининг тўғрилиги қуйидаги формула

ёрдамида текширилади

(2.26)

Бош кучланишлар эса қуйидаги формулалар ёрдамида

аниқланади:

(2.27)

Аниқланган кучланишларни тегишлича бош кучланишлар

билан белгилаймиз.
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Куб (2.17) тенглама илдизларининг, яъни бош кучланишларнинг 

тўғрилиги қуйидаги тенгламалар ёрдамида текширилади:

(2.28)

Йўналтирувчи косинуслар қийматларининг тўғрилиги, бош

кучланишлар векторларининг ортогоналлигидан фойдаланиб

текширилади, яъни:

(2.29)
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Агар бош текисликлардан бири маълум бўлса, бош 

кучланишларни топиш учун қуйидаги формулалардан фойдаланилади:

(2.30)

Бош ўқларнинг ҳолати эса қуйидаги формуладан аниқланади:

(2.31)

бу формуладан ва иккита бурчак топилиб, яъни

биринчи ва иккинчи бош ўқларнинг ҳолати аниқланади.

Келтириб чиқарилган натижалар ёрдамида конструкция

элементларида ташқи кучлар таъсирда ҳосил бўлиши мумкин бўлган

кучланиш ҳолатларини кўриб чиқишимиз мумкин:
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1.Оддий чўзилиш (сиқилиш) ҳолатида бош кучланишларни битта

компонентаси ҳосил бўлиши мумкин, яъни (2.3 а-расм).

2.Текис кучланиш ҳолатида эса бош кучланишларнинг иккита

компонентаси ҳосил бўлиши мумкин, яъни (2.3 b-расм). Бу ҳолда

деб қаралади.

3.Ҳажмий кучланиш ҳолатида эса бош кучларнинг ҳамма

компоненталари ҳосил бўлади, яъни (2.3 d-расм). Бу ҳолда

деб қаралади.

ДЕФОРМАЦИЯЛАНУВЧИ  ҚАТТИК ЖИСМ 

МЕХАНИКАСИ
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2.3-расм. Кучланганлик ҳолат турлари



2.4. Октаэдрик кучланишлар.Энг катта уринма

кучланишлар

Ўзаро перпендикуляр бўлган учта бош юзага нисбатан бир хил

бурчак ҳосил қилиб ўтган юза октаэдрик юза деб

аталади. Унда (2.9) формуладан қуйидагиларни ҳосил қиламиз:

Бу юзадаги кучланишлар қуйидаги формулалар ёрдамида 

ниқланади:

Тўла кучланиш:

(2.32)
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Октаэдрик нормал кучланиш:

(2.33)

Октаэдрик уринма кучланиш:

(2.34)

Бош уринма кучланишлар қуйидагича аниқланади, яъни:
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Бу уринма кучланишлар ҳажмий кучланиш ҳолатида, бош

юзаларга 45* бурчак остидаги бўлган юзаларга (2.4-расм) таъсир

этади.
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23  

а) 

σ1 

σ3 

σ2 

σ2 

σ3 

σ1 12  

d) 

σ1 

σ3 

σ2 

σ2 

σ3 

31  

2.4- расм. Қия юзалардаги уринма кучланишлар



Октаэдрик юзалардаги уринма кучланиш бош уринма кучланишлар 

орқали қуйидагича ёзилади:

(2.35)

Бунда

(2.36)

Жисмнинг берилган нуқтасидаги максимал ва минимал уринма 

кучланишлар қуйидаги формулалардан аниқланади:

(2.37)

Октаэдрик уринма кучланиш максимал уринма кучланишдан жуда кам 

фарқ қилади ва улар орасида қуйидаги муносабат ўринли бўлади:

(2.38)
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2.5. Кучланишнинг девиатори. Кучланишлар

интенсивлиги

Кучланишлар тензорини кучланишнинг шар тензорига ва

кучланишнинг девиаторига ажратиш мумкин, яъни:

(2.39)

ёки

(2.40) 

бунда

(2.41)
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xy  
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  
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zy  

xy  y  

xz  

zy  

mz  −  

mx  −  

Кучланишларнинг шар тензори таъсири натижасида жисмнинг

ҳажми ўзгаради (2.5 а-расм). Кучланишларнинг девиатор тензори

таъсири натижасида жисмнинг шакли ўзгаради (2.5 b-расм).

2.5 -расм. 

Кучланишнинг 

шар ва девятор 

тензорининг 

ҳолатлари



Кучланишнинг шар тензор кучланишнинг биринчи инварианти 

билан устма-уст тушади, яъни: 

Девиатор кучланишнинг биринчи инварианти эса нолга тенг бўлади.

Ҳақиқатдан ҳам,

(2.42)

Девиатор кучланишнинг иккинчи инварианти аниқлаш учун тензор

кучланишининг иккинчи инвариантидан фойдаланамиз

кучланшларни айирма билан

алмаштириб, баъзи бир соддалаштиришларни бажарамиз.

Натижада девиатор кучланишнинг иккинчи инварианти қуйидаги

кўринишда ифодаланади:

(2.43)

.31 zyxm
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2 zxyzxyxzzyyxD
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ДЕФОРМАЦИЯЛАНУВЧИ  ҚАТТИК ЖИСМ 

МЕХАНИКАСИ



Кучланишлар девиаторининг учинчи инвариантини ҳам қуйидагича 

ёзиш мумкин:

(2.44)

Кучланишлар итенсивлиги деб, кучланиш девиаторининг иккинчи

инвариантининг квадрат илдизига айтилади. Нормаль ва уринма кучланишлар

интенсивлиги қуйидаги формулалардан аниқланади:

(2.45)

(2.46)
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Бу формулалардан кўринадики, улар бир биридан фақат

пропорционаллик коэффициентлари билан фарқ қилар экан, шунинг учун:

(2.47)

(2.43) ифодани эътиборга олиб (2.45) ва (2.46) формулалар қуйидагича 

ифодалаш мумкин:

(2.48)

(2.49)

Кучланишлар интенсивлигини бош кучланишлар орқали қуйидагича

ифодалаш мумкин:

(2.50)

Октаэдрик уринма кучланиш орқали эса қуйидагича ифодаланади:
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НАЗОРАТ САВОЛЛАРИ

1. Кучланишлар деб нимага айтилади?

2. Жисм нуқтасининг кучланганлик ҳолатини изоҳлаб беринг?

3. Бош юза деб қандай юзага айтилади?

4. Бош кучланишлар қандай кучланишлар?

5. Жисм нуқтасининг кучланганлик ҳолатини қандай кучланишлар

характерлайди?

6. Деформацияланувчан қаттиқ жисмнинг мувозанат дифференциал

тенгламаларини изоҳ беринг?

7. Эластик жисм нуқтасининг кучланганлик ҳолатининг қандай

турларини биласиз?

8. Қандай оғма юза октаэдрик юза деб аталади?

9. Оғма юзадаги кучланишларга изоҳ беринг?

10. Сирт чегара шартини изоҳлаб беринг?

11. Кучланишлар инвариантини изоҳлаб беринг?
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