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ОЦЕНКА ДИНАМИЧЕСКОГО ПОВЕДЕНИЯ НЕОДНОРОДНЫХ 
СООРУЖЕНИЙ С УЧЕТОМ НЕЛИНЕЙНЫХ И ВЯЗКОУПРУГИХ 

СВОЙСТВ МАТЕРИАЛА
Т.З.Султанов – д.т.н., профессор, М.М.Мирсаидов – д.т.н., профессор, академик АН РУз, Э.С.Тошматов – PhD,  
доцент, Ж.А.Ярашов – PhD, доцент,
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Аннотация
Данная работа посвящена численному моделированию динамических процессов в грунтовых сооружениях с учетом 

конструкционной неоднородности, нелинейно упругих и вязкоупругих свойств грунта, разработке методики решения ди-
намических задач и оценке напряженно-деформированного состояния конкретных высотных платин в плоской и про-
странственной постановках. Исследованы собственные формы колебаний и динамическое поведения находящихся на 
территории Узбекистана трех грунтовых плотин различной высоты при различных кинематических воздействиях, вклю-
чая реальные записи акселлерограммы землетрясения. Выявлен ряд новых механических эффектов.

Ключевые слова: грунтовая плотина, нелинейно вязкоупругая, форма колебаний, динамическое поведение. 

Введение. В Республике Узбекиcтан функциони-
рует более 60 грунтовых плотин. Многие из этих 

плотин расположены в высоко сейсмических районах и 
являются уникальными сооружениями, имеющими важ-
ное народнохозяйственное значение. Поэтому их надеж-
ности и безопасности в Республике уделяется большое 
внимание. Проводится мониторинг их состояния и ком-
плексные исследования их напряженно-деформирован-
ного состояния и прочности, поскольку высокие плоти-
ны представляют потенциальную опасность вследствие 
большого объема воды в водохранилище.

При оценке напряженно деформированного состо-
яния грунтовых сооружений особо важен учет неодно-
родности конструкции и реальных свойств материала 
каждой части сооружения, работающей как линейно, 
нелинейно упругая, нелинейно вязкоупругая или пласти-
ческая среда, в которой накапливаются пластические де-
формации под нагрузкой, а также проявляются свойства 
увлажненного грунта при его взаимодействие с водой. 

Продолжающиеся исследования и опыт строительства 
грунтовых плотин указывают, что при создании методи-
ки расчета подобных сооружений необходимо учитывать 
весьма сложные условия их работы, конструктивные осо-
бенности, реальное деформирование материала, проч-
ностные и деформационные свойства самой конструк-
ции и грунта при различных нагрузках. 

Многие материалы, к которым относятся распростра-
ненные на территории Узбекистана грунты, обладают 
зависящей от времени связью между напряжениями и 
деформациями (ползучесть, релаксация), а также физи-
ческую нелинейность, отражающую нелинейно-упругое 
и нелинейно-вязкоупругое деформирование материала 
σ=σ(ε). 

Нелинейность проявляется в различной степени при 
различной интенсивности динамических воздействий. 
Необходимость учета неоднородности конструкции и не-
линейного характера поведения грунта представляется 
актуальной при проектировании и строительстве грунто-
вых сооружений, в частности, грунтовых плотин, находя-
щихся в зоне повышенной сейсмичности, где сооружение 
подвергается интенсивным динамическим нагрузкам.

Проблеме нелинейного расчета грунтовых плотин 
в настоящее время уделяется пристальное внимание, 

однако, основной акцент делается на линейный расчет 
сооружений. В публикациях по динамическому нелиней-
ному расчету грунтовых плотин зачастую используется 
модель упругого или упруго-пластического тела, соглас-
но которой грунт ведет себя линейно-упруго до достиже-
ния предельного состояния. 

При этом часто в качестве динамического воздей-
ствия используются идеализированные воздействия, 
что, на наш взгляд, носит частный характер и не позволя-
ет сделать выводы относительно дальнейшего поведения 
сооружения [1, 2, 5, 9, 11, 12, 13, 15, 20]. 

Методы. Рассматривается неоднородная система 
(рис.1), состоящая из нескольких частей, состояние кото-
рых предполагается линейно-упругим, нелинейно-упру-
гим или нелинейно вязкоупругим. Поверхности основа-
ния и боковых откосов жестко защемлены, поверхности 
свободны от напряжения, а на поверхности Sp приложено 
давление воды.

Здесь: V=V1+V2+V3 объем тела плотины (V1,V3- объемы 
верхней и нижней упорных призм, V2 – объем ядра); Ʃb1, 
Ʃb2 – поверхности береговых склонов, Ʃb0 – поверхность 
основания, а Ʃ1,Ʃ2, Ʃ3 – поверхности упорных призм и 
гребня. 

Для моделирования динамического поведения пло-
тины (рис. 1) в трехмерной постановке используем вари-
ационное уравнение Лагранжа, основанное на принципе 
Даламбера для неоднородных деформируемых тел: 

Рис.1. Модель неоднородной трехмерной системы
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                                                                                                    (1)
 i,j=1,2,3.

Здесь ,εij, σij – соответственно, компоненты вектора 
перемещений, тензоров деформаций и напряжений; 
значок δ означает изоҳронные вариации соответству-
ющих параметров; ρn – плотность материала элементов 
рассматриваемой системы (n =1, 2, 3);  – вектор массовых 
сил; m1, m2, m1y,m2y – коэффициенты заложения откосов и 
ядра плотины;  – давление воды (сумма гидродинами-
ческого и гидростатического давлений), возникающее в 
результате взаимодействия сооружений с водной средой 
и определяемое по формуле [14]

                                                                                                    (2)

 где ρo– плотность воды; (h – y) – глубина точки на на-
порной грани плотины; φ* (x, y, t) – потенциал скорости; 
g – ускорение свободного падения.

В данной работе для описания связи напряжений с 
деформацией для отдельных частей сооружения исполь-
зованы следующие законы: 

- линейный упругий

                                                                                                    (3)
- нелинейно-упругий

                                                                                                    (4)
- нелинейно вязкоупругий с кубической нелинейной 

зависимостью по теории Ильюшина-Огибалова [4] 

                                                                                                  (5)
здесь         ;                                                                                                                                                        

е – первый инвариант тензора деформаций; Кn, µn, – мгно-
венный объемный и сдвиговой модули упругости; γ – ко-
эффициент нелинейности; Г1, Г3 – ядра релаксации для 
линейной и нелинейной составляющих вязкости мате-
риала; δij – символ Кронекера; ϴ – объемная деформация. 

Связь деформации с компонентами перемещений 
описывается линейными соотношениями Коши

                                                                                                    (9)
Здесь        – комплексная матрица жесткости сооруже-

ния;       – матрица массы системы; ω= ωR-iωI- комплекс-
ная собственная частота, а                      - комплексный 
собственный вектор, соответствующий собственным ча-
стотам системы ω.

Комплексные собственные частоты задачи (9) опре-
деляются методом Мюллера [6, 21], а комплексная соб-
ственная форма колебания - методом Гаусса [7].

Решение задачи о неустановившихся вынужденных 
колебаниях сооружений сводится к решению систем не-
линейных интегродифференциальных уравнений N - ого 
порядка 

                                                                                                   (6)
Задаются также кинематические условия в основании 

                                                                                                    (7)
и начальные условия при t=0:

                                                                                                    (8)
где   – заданная функция времени;       - заданные 

функции координат.
В случае неустановившихся вынужденных колебаний 

неоднородной системы (рис.1) рассматриваемая вари-
ационная задача формулируется следующим образом: 
необходимо найти поля перемещений и напряжений   
возникающие в массивном грунтовом сооружении при 
кинематических воздействиях (7) под давлением воды 
(2), удовлетворяющие уравнениям (1), (3)-(5) и началь-

                                                                                                (10)
с начальными условиями 

                                                                                                (11)
Здесь Г1, Г3 – ядра релаксации; γ=const>0 – коэффи-

циент нелинейности, зависящий от свойства материа-
ла сооружения; [M], [K], [C] – матрицы масс, жесткости и 
диссипативных сил; {u(t)} – вектор искомых узловых пе-
ремещений; {f(t)} – вектор амплитуд суммарных внешних 
нагрузок от массовых сил, гидростатического давления 
и кинематического воздействия; {V(t)} – вектор, вклю-
чающий нелинейные физико-механические параметры 
материала и нелинейные узловые перемещения соору-
жений.

Для нахождения решения системы (10) на всем от-
резке времени от t=0 до t=T используется шаговый метод 
Ньюмарка [8], приводящий систему нелинейных инте-
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ным условиям (8) при любом возможном перемещении.
Решение данной задачи осуществляется методом ко-

нечных элементов: при плоско деформированной моде-
ли сооружения используются треугольные конечные эле-
менты первого и второго порядка, для пространственной 
модели - изопараметрические конечные элементы в виде 
четырехугольного параллелепипеда [2, 8].

 В данной работе рассматриваются собственные и не-
установившиеся вынужденные колебания сооружений. 

Под собственными колебаниями понимаются упо-
рядоченные движения сооружений, происходяшие в от-
сутствии внешних воздействий, позволяюшие прогно-
зировать динамические характеристики сооружении, т.е. 
собственные частоты, формы колебаний и коэффициен-
ты демпфирования.

Динамические характеристики – частоты и формы 
- определяются в комплексной форме, где действитель-
ная часть ωR комплексной собственной частоты ω= ωR-iωI 
является частотой свободных затухающих колебаний со-
оружений, а мнимая ωI - несет информацию о скорости 
затухания колебаний и с точностью до знака равна коэф-
фициенту демпфирования, определяющим диссипатив-
ные свойства сооружения. 

Вариационная задача о собственных колебаниях с ис-
пользованием процедуры метода конечных элементов 
сводится к решению комплексной алгебраической систе-
мы уравнений на собственные значения N - ого порядка 
[21]: 
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гродифференциальных уравнений (10) на каждом шаге 
по времени к решению алгебраической системы уравне-
ний [2]

                                                                                                 (12)
где

                                                                                                   (13)
При этом правая часть уравнений (12) будет иметь 

вид:

                                                                                                 (14)

                                                                                                 (15)
Для решения полученной системы алгебраических 

уравнений (12) необходимо задание в начальный момент 
(t=0) значений перемещений {u0 }, скорости {ù} и ускоре-
ний {ü0 } . Обычно задается {ü0}=0. Этот метод безусловно 
устойчив, если β ≥ 0.5, α ≥ 0,25(β + 0,5)2. Таким образом, 
алгоритм, реализующий метод Ньюмарка для решения 
системы интегродифференциальных уравнений (10) c 
начальным условием (11) заключается в следующем: 

1. Задаются начальные значения: {u0 }, {ù}, {ü0}=0.
2. Формируется система алгебраических уравнений 

(12) и (13), с правой частью (14), (15) содержащие нели-
нейные слагаемые, описывающие нелинейные упругие и 
вязкие свойства материала, зависящие от достигнутого 
деформированного состояния системы.

В зависимости от учета или, соответственно, не учета 
тех или иных свойств материала, в правую часть уравне-
ния, т.е в (14)-(15), включаются соответствующие слага-
емые.

Особенностью алгоритма является то, что интегралы, 
входящие в выражение (15) вектора {Wi+1} вычисляются 
от начала процесса, в то время как на каждом шаге инте-
гралы определяются в пределах от ti до ti+1. При этом пол-
ное значение {Wi+1} в момент времени ti+1 получается в 
результате суммирования сохраненного на предыдущем 
шаге значения {Wi} с интегралом, полученным на послед-
нем этапе с пределами интегрирования от ti до ti+1. 

Результаты и обсуждение. С помощью разработан-
ной методики и алгоритма исследовались собственные 
колебания и динамическое поведение трех грунтовых 
плотин с высотами 185 м, 138 м и 87 м в плоской и про-
странственной постановках с учетом вязкоупругих и не-
линейных свойств грунта при различных воздействиях, 
включая реальные записи акселерограммы Газлийского 
землетрясения и др.

 Собственные частоты 87-метровой плотины, полу-
ченные в пространственной постановке с учетом только 
упругих свойств материала получились равными: ω1=3,-
15667Гц; ω2=3,21417Гц; ω3 =3,37497Гц; ω4 =3,72830Гц; ω5 
=3,92863Гц; ω6 =4,18768Гц; ω7 =4,45980Гц; ω8 =4,47694Гц; ω9 
=4,60391Гц; ω10 =4,66635Гц; ω11 =4,69283Гц; ω1 2=4,75336Гц; 
ω13 =4,83976Гц; ω14=5,02015Гц; ω15=5,07195 Гц. На рис.2 по-
казаны соответствующие им пространственные формы 
собственных колебаний.

Анализ собственных форм колебаний плотины пока-
зывает совпадение первой собственная частоты и соот-
ветствующей ей формы колебаний в плоской и простран-
ственной постановках. При этом колебания плотины 
происходят вдоль русла. Некоторое уменьшение зна-
чения собственной частоты, полученной по простран-
ственной схеме, объясняется влиянием высших форм 
изгибных колебаний гребня, не учитываемых в плоской 
постановке.

 При исследование динамического поведения соо-
ружений с учетом нелинейных вязкоупругих свойств 
грунта в качестве ядер релаксации использованы трехпа-
раметрические ядра Ржаницина [19] с вязкоупругими па-
раметрами грунтов, определяемыми из кривых ползуче-
сти [16, 17] по методике [3]. 

При конкретных расчетах в качестве кинематических 
воздействий были использованы: кратковременный и 
продолжительный прямоугольные импульсы, гармони-
ческое и синусоидально-затухающее воздействие, синте-
зированная акселерограмма и реальная запис акселеро-
граммы Газлийского землетрясения.

Исследовалось динамическое поведение высокой 
185-метровой грунтовой плотины с учетом давления 
воды, собственного веса сооружения, а также кинемати-
ческого горизонтального синусоидально-затухающего 
воздействия или горизонтальной составляющей записи 
Газлийской акселерограммы [18]. Данная задача решена 
для плоско деформированной модели сооружений. 

На рис. 3 и рис. 4 приводятся изолинии распределе-
ния интенсивности напряжений σi в поперечном сече-
нии плотины при пустом (рис.3) и заполненном (рис.4) 
водохранилище с учетом собственного веса сооружения 
и гидродинамического давления воды при воздействии 
Газлийской акселерограммы в момент наиболее интен-
сивного воздействия. 

Изменение по времени нормальных напряжений σ11 
и σ22 в различных точках сооружения при синусоидально 
затухающем воздействии с частотой собственных коле-
баний сооружения происходит с периодом воздействия 
или, что то же, с периодом собственных колебаний пло-
тины. При этом значения напряжений существенно за-
висят от положения точки в сечении плотины. При этом 
в большей части плотины грунт работает на сжатие. Ис-
ключение составляют зоны, близкие к поверхности отко-
сов и на гребне, где кратковременно, с продолжитель-
ностью 0,02 с появляются растягивающие нормальные 
напряжения, величина которых достигает 25 МПа (тс/м2), 

Рис.2. Собственные формы колебаний грунтовой 
плотины высотой 87 м
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Рис. 3. При пустом водохранилище

Рис. 4. При заполненном водохранилище

которые затем сменяются сжимающими напряжениями. 
Это явление наблюдается при резонансных колебаниях. 
При этом в указанных зонах плотины происходит ло-
кальное нарушение прочности грунта. 

 Учет гидродинамического давления воды приводит 
к появлению дополнительных напряжений, в основном, 
в верхней упорной призме и увеличению периода коле-
баний сооружения. При этом нарушается симметричный 
характер напряженно-деформированного состояния в 
профиле плотины. В верхней упорной призме значения 
нормальных напряжений σ11 увеличиваются до 25%, а 

σ22– до 20%. Учет гидродинамического давления воды в 
откосных зонах приводит к увеличению напряжений от 
50% – для σ11 до 200% – для σ22.

Учет гидродинамического давления воды при сейс-
мических воздействиях, как показано на рис. 3 и рис. 
4, приводит к увеличению напряжений и перемещений 
точек плотины и нарушению их симметричного распре-
деления. В количественном отношении интенсивность 
нормальных напряжений в откосных зонах верхней 
упорной призмы увеличивается в 1,5 раза по сравнению с 
напряжениями σi, получаемыми без учета давление воды.

При исследование динамического поведения грун-
товой плотины высотой 138 м с учетом неоднородности 
конструкции и нелинейно вязкоупругих свойств грунта 
при синусоидальном кинематическом воздействие в ре-
зонансном режиме позволил выявить ряд механических 
эффектов.

Заключение.
1. Разработан комплексный подход к решению про-

блемы прочности и сейсмостойкости грунтовых плотин с 
учетом неоднородности конструкции, пространственно-

го характера работы сооружения и нелинейно вязкоупру-
гих свойств грунта.

2. Спектр пространственных собственных частот и ха-
рактер форм колебаний грунтовых плотин существенно 
зависят от соотношения геометрических размеров. С уве-
личением отношения длины плотины Lg к её высоте   Н (Lg 
/ Н>2,5) колебания средней части плотины менее зависят 
от условий закрепления её к береговым склонам.

3. Напряженное состояние участков плотины суще-
ственно зависит от их расположения по сечению соо-
ружения и характера воздействия. При воздействиях, 
вызывающих резонансные колебания, у поверхности 
откосов и в пригребневой зоне появляются кратковре-
менные растягивающие нормальные напряжения, кото-
рые на этих участках могут вызывать локальные разру-
шения грунта. 

4. Высокий уровень заполнения водохранилища вы-
зывает дополнительные напряжения и перемещения в 
упорных призмах и частично в ядре, что указывает на 
необходимость учета гидродинамического давления при 
исследовании динамического поведения и напряжен-
но-деформированного состояния грунтовых плотин.

5. Напряженно-деформированное состояние грунто-
вых плотин при реальном сейсмическом воздействии 
при заполненном водохранилище зависит не только от 
максимального значения ускорения, но, в большей сте-
пени, от его частотного спектра и продолжительности;

6. Продолжительные сеймические воздействия со 
временем приводят к появлению опасных растягиваю-
щих напряжений в некоторых зонах плотины, а учет не-
линейной вязкости – к постепенному затуханию колеба-
ний во времени.
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