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Аннотация
Статья посвящена определению полного давления жидкости и 

давления над свободной поверхности, которая определяется с исполь-
зованием линеаризованного интеграла Лагранжа-Коши. Градиент поля 
массовых сил при этом считается перпендикулярным продольной оси 
оболочки.

Установлено, что положение места закрепления оболочки значи-
тельно влияет на низшую частоту колебаний, в то время как высшие 
частоты изменяются незначительно.

Ключевые слова: Оболочка, интеграл Лагранжа – Коши, сооруже-
ния, взаимодействия,  деформируемость, грунт, жидкость.

Annotation
The article is devoted to the determination of the total 

fluid pressure and the pressure above the free surface, which is 
determined using the linearized Lagrange-Cauchy integral. The 
gradient of the field of mass forces is considered perpendicular to 
the longitudinal axis of the shell.

It has been found that the position of the attachment point of 
the shell significantly affects the lower frequency of vibrations, 
while the higher frequencies change slightly.

Key words: Shell, Lagrange–Cauchy integral, structures, 
interactions, deformability, soil, liquid.
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ОБ ОДНОЙ МЕТОДИКЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ГИДРОДИНАМИЧЕСКОЙ 
СИЛЫ НА ПОВЕРХНОСТИ ОБОЛОЧЕЧНОЙ КОНСТРУКЦИИ

Введение: Пусть рассматриваемый элемент 
гидротехнического сооружения на глубине h за-
полнена жидкостью с плотностью ρ0. Градиент 
поля массовых сил считается перпендикуляр-
ным продольной оси оболочки. 

Постановка задачи: Для определения давления 
∆p будем использовать линеаризованный интеграл 
Лагранжа – Коши 

  (1)
где Ф – потенциал смещений частиц жидкости 

при ее возмущенном движении; j – ускорение поля 
массовых сил. Потенциал смещений Ф должен быть 
решением в следующей краевой задачи: 

(2)

(3)  

Метод и алгоритм решения задачи:  
Для собственных колебаний с частотой ω функ-

ции u , v, w и Ф, учитывая условия их периодично-
сти по β , можно представить в форме : 

(4)

Введем безразмерные переменные и безразмер-
ные параметры:

(5)

А также безразмерные коэффициенты жестко-

стей β1, связанные с исходными значениями жестко-
стей с1 соотношениями:

(6)

Как следует из формул (6), безразмерные коэф-
фициенты жесткостей β1 могут меняться в пределах  
0≤β1≤1, что соответствует переходу до абсолютно 
жесткого закрепления в рассматриваемом направ-
лении.

После подстановки (4) в (2), (3) с учетом (5) най-
дем, что функции Фm при m≥1 должны удовлетво-
рять следующим уравнениям и граничным услови-
ям: 

(7)

(8)

Краевая задача (7), (8) может быть непосредствен-
но решена методом разделения переменных. В итоге 
получим. 

(9)
где Im и Im

1 - функции Бесселя чисто мнимого ар-
гумента и их производные ξn - корни уравнения 

(10)
а Nn

2  - квадрат нормы, вычисляемый по формуле 

(11)

Выражение (9) для функции Фm непосредственно 
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учитывает влияние волновых движений и не требу-
ет дополнительного определения обобщенных ко-
ординат, характеризующих колебания свободной 
поверхности жидкости.

Уравнения, которым должны удовлетворять 
безразмерная частота λ и функции Um, Vm, Wm при 
собственных неосесимметричных колебаниях (m1), 
можно получить на основании соотношений (1) , 
(4) и (11) . При вычислении давления жидкости на 
оболочку по формуле (1) необходимо полагать R=R0 
(r = 1) , причем, в соответствии с исходными предпо-
сылками должна быть оставлена только гидродина-
мическая давления. Таким образом, будем иметь :

(12)

(13)

(14)

Граничные условия при использовании соотно-
шений (4) – (6) примут вид  

(15)

Итак, определение частот и форм собственных 
неосесимметричных колебаний цилиндрической 
оболочки, частично заполненной жидкостью, све-
лось к решению краевой задачи (12), (15). Число 
m≥1 следует рассматривать в качестве параметра. 
Оно характеризует форму собственных колебаний 
системы “оболочка – жидкость” в окружном на-
правлении и равно половине числа узловых линий 
срединной поверхности оболочки, параллельных 
оси Ох, или числу узловых диаметров свободной 
поверхности жидкости.

Приведем численные результаты определения 
собственных частот колебаний и присоединенных 
масс цилиндрической оболочки, частично запол-
ненной жидкостью. На рис.1 приведены графики 
изменения первых трех частот колебаний пологой 
оболочки с параметрами: 

 

Рис.1. Зависимость значений частот колебаний от 
уровня ее заполнения жидкостью.

Вывод: Изменение χ, соответствующего первым 
трем частотам, в зависимости от уровня заполнения 
при углах закрепления показано на рис.1. При этом 
положение места закрепления оболочки значитель-
но влияет на низшую частоту колебаний, в то время 
как высшие частоты изменяются незначительно.
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