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Профессор
ХОЛМАТВАЙ ШАДИМЕТОВ
(к 70-летию со дня рождения)

В знак уважения и признания заслуг, настоящий специальный выпуск журнала
посвящен Холматваю Махкамбаевичу Шадиметову – известному ученому матема-
тику, доктору физико-математических наук, профессору. Работы Х.М. Шадиметова
внесли большой вклад в развитие вычислительной математики и теории приближе-
ний в нашей республике и за ее пределами. В формировании Х.М. Шадиметова как
ученого, большую роль сыграл один из крупнейших математиков ХХ века – академик
С.Л. Соболев.

Х.М. Шадиметов родился 5 мая 1953 года в городе Чимкенте. После окончания
средней школы им А. Навои в 1970 году он поступил на механико-математический
факультет Ташкентского государственного университета (ныне Национальный Уни-
верситет Узбекистана им. Мирзо Улугбека).

После окончания университета в 1975 году, Х.М. Шадиметов начинает свою тру-
довую деятельность в лаборатории «Теории приближенного интегрирования» Ин-
ститута кибернетики АН РУз. В 1977 году он поступает в аспирантуру, где его руко-
водителями были Г.Н. Салихов и З.Ж. Жамалов. Во время обучения в аспирантуре
он занимался оптимальными квадратурными формулами в пространстве дифферен-
цируемых функций. В 1979 году Х.М. Шадиметов был направлен для завершения
аспирантуры в Новосибирск, где продолжил свои научные исследования под руко-
водством академика С.Л.Соболева. В 1983 году он успешно защитил кандидатскую
диссертацию на тему «Оптимальные формулы приближенного интегрирования для
дифференцируемых функций».

По возвращении Х.М. Шадиметов продолжил свою трудовую деятельность в Ин-
ституте кибернетики АН РУз в должностях научного сотрудника и старшего науч-
ного сотрудника. Начиная с 1995 года он работал заведующим лаборатории «Вы-
числительных методов» Института математики им. В.И.Романовского АН РУз, а в
2005 году был избран также заведующим кафедрой «Информатики и компьютерной
графики» Ташкентского института инженеров железнодорожного транспорта.

Х.М. Шадиметов известен как автор глубоких научных исследований по вычис-
лительной математике. Им получены оптимальные алгоритмы для приближенного



вычисления регулярных, сингулярных интегралов и интегралов Фурье в функцио-
нальных пространствах Соболева. Создан метод для приближенного решения ин-
тегральных уравнений на функциональных пространствах. Разработаны методы по-
строения оптимальных квадратурных и кубатурных формул в функциональных про-
странствах Соболева. Х.М. Шадиметов решил ряд фундаментальных задач теории
квадратурных и кубатурных формул под руководством академика С.Л. Соболева.
Особым вкладом в теорию кубатурных формул являются его следующие результа-
ты: весовые кубатурные формулы в пространстве Соболева периодических функций
и кубатурные формулы типа Эйлера–Маклорена. Итогом этих исследований явилась
защита в 2002 году докторской диссертации на тему: «Оптимальные решетчатые
квадратурные и кубатурные формулы в пространствах Соболева».

Отрадно отметить, что в 2008 году на конгрессе, посвященном 100-летию С.Л. Со-
болева, Х.М. Шадиметов в числе пяти известных ученых был награжден медалью
Соболева. В 2012 году Х.М. Шадиметову было присуждено ученое звание профессо-
ра.

В последующие годы Х.М.Шадиметовым развиваются исследования оптималь-
ных кубатурных формул и сплайн функций в гильбертовых пространствах. Кроме
того, он занимается созданием оптимальных алгоритмов решения краевых задач.
Х.М. Шадиметовым опубликованы более 250 научных работ в престижных зару-
бежных и республиканских изданиях, написаны две монографии, один учебник и 6
учебных пособий. Под его руководством защищены 2 докторские, 4 кандидатские и
10 PhD диссертаций. Х.М. Шадиметов оказывает большое влияние на формирова-
ние кандидатов и докторов наук по специальностям вычислительная математика и
математическое моделирование в нашей республике.

Как педагог он активно читает лекции в Ташкентском государственном транс-
портном университете, в Национальном университете Узбекистана им. Мирзо Улуг-
бека, в Бухарском государственном университете, Государственном педагогическом
университете им. Низами, а также принимает активное участие в организации и
проведении республиканских школьных математических олимпиад.

Х.М.Шадиметов является главным редактором журнала «Международный науч-
ный журнал вычислительных технологий и математического моделирования», чле-
ном редакционных коллегий журналов:Узбекский математический журнал, Пробле-
мы вычислительной и прикладной математики и Вестник КРАУНЦ (Камчатской ре-
гиональной ассоциации «Учебно-научный центр»). Х.М. Шадиметов являлся членом
экспертного совета по математике Высшей Аттестационной Комиссии при Кабинете
Министров Республики Узбекистан. Начиная с 1995 года Х.М. Шадиметов руководит
работой научного семинара по вычислительной математике и теории чисел в Инсти-
туте математики им. В.И.Романовского АН РУз, где проходит апробация результа-
тов, полученных математиками Узбекистана в области вычислительной математики
и теории чисел.

Свой семидесятилетний юбилей Холматвай Махкамбаевич встречает в расцвете
творческих сил.

Редакционная коллегия журнала «Проблемы вычислительной и при-
кладной математики» от имени многочисленных коллег и благодарных
учеников сердечно поздравляет Холматвай Махкамбаевича с 70-летним
юбилеем, желает ему крепкого здоровья, больших творческих успехов и
семейного благополучия.



Содержание

Хаётов А.Р., Кулдошев Х.М.
Оптимальная квадратурная формула с сигма параметром . . . . . . . . . . . . . . . 7

Ахмадалиев Г.Н.
Коэффициенты оптимальных формул приближенного интегрирования в гильбер-
товом пространстве . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

Исматуллаев Г.П., Шадиметов Х.М., Мирзакабилов Р.Н.
Кубатурные формулы с минимальным числом узлов для параболических областей 37

Шадиметов Х.М., Каримов Р.С.
Коэффициенты оптимальной явной разностной формулы в гильбертовом простран-
стве . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

Болтаев А.К.
Алгоритм для нахождения оптимальных коэффициентов интерполяционных формул 58

Гуломов О.Х.
Об одном алгоритме отыскания граней области Вороного второй совершенной формы 70

Бабаев С.С.
Оптимальная квадратурная формула для численного интегрирования правого
дробного интеграла Римана-Лиувилля в гильбертовом пространстве . . . . . . . . 79

Бахромов С.А.
Построение квадратурных формул с помощью одного локального интерполяцион-
ного кубического сплайна дефекта-2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

Давронов Ж.Р.
Дискретный аналог дифференциального оператора восьмого порядка . . . . . . . . 101

Шадиметов Х.М., Тошбоев О.Н.
Квадрат нормы функционала погрешности весовых квадратурных формул в про-
странстве Соболева . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

Шадиметов Х.М, Шоназаров С.К.
Разностные формулы для приближенного решения дифференциального уравнения
второго порядка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

Шадиметов Х.М., Эсанов Ш.Э.
Существование и единственность одной оптимальной разностной формулы . . . . . 127

Ахмедов Д.М.
Построение оптимальных квадратурных формул приближенного решения сингу-
лярного интегрального уравнения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

Шадиметов Х.М., Нуралиев Ф.А., Уликов Ш.Ш.
Об одной оптимальной формуле приближенного интегрирования . . . . . . . . . . . 146

Бабаев С.С., Олимов Н.Н.
Оптимальная интерполяционная формула в гильбертовом пространстве . . . . . . 160

Хайриев У.Н.
Оптимальная квадратурная формула в классе периодических функций . . . . . . . 169

Шадиметов Х.М., Давлатова Ф.И.
Оптимизация приближенного вычисления интегралов от быстроосциллирующих
функций . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180

Равшанов Н., Таштемирова Н., Азамова Н.А.
Сопряженная математическая модель для оптимального размещения промышлен-
ных объектов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187



Об одном алгоритме отыскания граней . . . 69

УДК 511.513.82

ОБ ОДНОМ АЛГОРИТМЕ ОТЫСКАНИЯ ГРАНЕЙ
ОБЛАСТИ ВОРОНОГО ВТОРОЙ СОВЕРШЕННОЙ

ФОРМЫ
Гуломов О.Х.

otabek10@mail.ru
Институт математики им. В.И.Романовского АН РУз,

100174, Узбекистан, Ташкент, ул. Университетская, 9;

Национальный исследовательский университет “Ташкентский институт

инженеров ирригации и механизации сельского хозяйства”,

100000, Узбекистан, Ташкент, ул. Кари Ниязий 39.

Посвящается 70-летию со дня рождения профессора Холмата Шадиметова

Задача классификации целочисленных квадратичных форм имеет долгую исто-
рию, на протяжении которой многие математики внесли свой вклад в ее решение.
Бинарные формы были всесторонне изучены Гауссом. Он и позднейшие исследова-
тели наметили также основные пути решения проблемы классификации тернарных
форм и форм более высоких размерностей. Величайшими достижениями последую-
щего периода явились глубокое развитие теории рациональных квадратичных фор-
ми проведенная Эйхлером полная классификация неопределенных форм в размер-
ностях 3 и выше в терминах спинорных родов.

В настоящей работе предлагается алгоритм для вычисления неэквивалентные

соответствующий квадратичные формы граням области Вороного второй совершен-

ный формы от много переменных и с помощью этого алгоритма вычислено все со-

ответствующий неэквивалентные квадратичные формы.

Ключевые слова: Квадратичние формы, совершенние формы, область Вороного,

окрестность Вороного, усовершенствованный алгоритм Вороного.

Цитирование: Гуломов О.Х.Об одном алгоритме отыскания граней области Воро-

ного второй совершенной формы // Проблемы вычислительной и прикладной мате-

матики. – 2023. – №2/1(48). – С. 70-78.

1 Введение: постановка задачи

Тематика работи относится к одному из современных разделов геометрической
теории чисел – геометрии положительных квадратичных форм. Термин «геометрия
положительных квадратичных форм» и выделение этого раздела из геометрии чисел
впервые встречаются в фундаментальной работе Б.Н.Делоне [1].

В работе С.С.Рышков, Е.П.Барановский [2] перечислены основные в настоящее
время задачи геометрии положительных квадратичных форм и классические методы
подхода к этим задачам.

В работе [2] речь идет о классической проблеме Вороного отыскания совершенных
форм, тесно связанной с известной проблемой Эрмита арифметических минимумов
положительных квадратичных форм.

Эти проблемы являются интересными и нетривиальными задачами геометриче-
ской теории чисел, которыми занимались многие математики (Эрмит, Гаусс, Коркин,
Золотарев, Минковский, Вороной, Делоне, Рышков, Малышев, Барнс, Владимиров,
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Скотт, Лармоут, Стаси, Барановский, Шушбаев, Анзин, Умаров и др.). Они появи-
лись и в работах С.Л.Соболева [3] и Х.М. Шадиметова [4] в связи с построением
решетчатых оптимальных кубатурных формул.
Пусть

𝑓 = 𝑓(𝑥) = 𝑓 (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) =
∑︁

1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 (1)

положительно определенная квадратичная форма от n переменных (n⩾2 ) с ве-
щественными коэффициентами 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖(𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑛), матрицей коэффициентов
A=(a𝑖𝑗) и определителем 𝑑 = 𝑑(𝑓) = det (𝑎𝑖𝑗) > 0. Форму f можно интерпретировать

точкой 𝑓 = (𝑎11, ..., 𝑎𝑛𝑛, 𝑎12, ..., 𝑎𝑛−1𝑛) в 𝑁 = 𝑛(𝑛+1)
2

- мерном евклидовом простран-
стве Е𝑁 . Множество всех положительно определенные квадратичные формы в Е𝑁

образует конус положительности K𝑁 .
Пусть f – положительно определенная квадратичная форма вида (1). Точная

нижняя граница
𝑚 = 𝑚(𝑓) = inf

𝑥∈𝑍𝑛|{0}
𝑓(𝑥), (2)

взятая по всем целым точкам х ̸= 0, называется арифметическим минимумом формы
f. Эта точная нижняя граница достигается, ибо множество f (x )⩽с ограничено для
любого с > 0.

Пусть
±𝑚𝑘 = ± (𝑚1𝑘, ...,𝑚𝑛𝑘) (𝑘 = 1, ..., 𝑠; 𝑠 = 𝑠(𝑓)) (3)

все представления минимума 𝑚(𝑓) = 𝑓 (±𝑚1) = ... = 𝑓 (±𝑚𝑠). Отсюда, в частности,
следует, что m(f ) >0. Так как тело f (x ) = m(f ) строго выпукло, то 1⩽ s ⩽ 2𝑛 – 1.

Точки в (3) мы иногда будем называть минимальными точками (векторами), а
матрицу

𝑀 (𝑓) =

⎛

⎜

⎜

⎝

𝑚11 𝑚21 ... 𝑚𝑛1

𝑚12 𝑚22 ... 𝑚𝑛2

....... ....... ........ ..........

𝑚1𝑠 𝑚2𝑠 ... 𝑚𝑛𝑠

⎞

⎟

⎟

⎠

−

минимальной матрицей формы 𝑓 .
Ввиду того, что m(𝜆f) = 𝜆m(f), 𝜆 > 0, естественно рассматривать нормированный

арифметический минимум

𝜇(𝑓) =
𝑚(𝑓)
𝑛

√︀

𝑑(𝑓)
.

Теперь 𝜇(𝜆f)=𝜇(f). Арифметический минимум m(f) есть непрерывная функция от f,
заданная на конусе положительности K𝑁 (см. [5–7]). Нормированный арифметиче-
ский минимум 𝜇(f ) есть непрерывная функция от f, заданная на эквидискриминант-
ной поверхности {f : d(f)=1}⊂K𝑁 , то есть на множестве положительно определенные
квадратичные формы. определителя, равного 1.

Две положительно определенная квадратичная форма f 1(x ) и f 2(y) называются
целочисленно эквивалентными (эквивалентными, f 1 ∼ f 2) если существует целочис-
ленная унимодулярная подстановка х = уU, переводящая форму f 1(x ) в f 2(y), то
есть f 1(уU) = f 2(y) или f1U = f 2. В частности, в случае f 1=f 2= f U называется
целочисленным автоморфмизмом формы f, т.е. fU = f.

Говорят, что положительно определенная квадратичная форма f – предельная
(экстремальная) форма Коркина-Золотарева [6, 7], если f есть точка локального мак-
симума функции 𝜇(f), то есть если существует такая окрестность v𝑓⊂{f : d(f)=1}
точки f, что 𝜇 (f ’)⩽ 𝜇 (f), если f

′

∈ v𝑓 .
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Говорят, что положительно определенная квадратичная форма f – оптимальная
предельная форма Коркина-Золотарева [6, 7], если f есть точка абсолютного макси-
мума функции 𝜇(f), то есть если 𝜇 (f ’)⩽ 𝜇 (f) для всех f

′

∈ {f : d(f)=1}.

Известно [6, 7], что число различных классов предельных форм от n перемен-
ных для данного 𝑛 конечно. Отсюда вытекает проблема отыскания неэквивалентных
предельных форм для фиксированного n. Это и есть проблема Эрмита арифмети-
ческих минимумов положительных квадратичных форм. Следовательно, существует
оптимальная предельная форма 𝑓0, для которой 𝛾𝑛 = sup

𝑓∈{𝑓 :𝑑(𝑓)=1}

𝜇 (𝑓) = 𝜇 (𝑓0). Чис-

ло 𝛾𝑛 называется постоянной Эрмита. 𝛾𝑛есть наибольшее из чисел 𝜇 (𝑓1) , ..., 𝜇 (𝑓𝑡),
где 𝑓1, ..., 𝑓𝑡 - суть представители всех лучей классов предельных форм. В работах
Minkowskii H. [8], C.A.Rogers [9], С.С. Рышков [10], задача вычисления постоянной
Эрмита получила геометрическую интерпретацию как задача о плотнейшей решет-
чатой упаковки равных шаров в Е𝑁 .

2 Проблема Вороного отыскания совершенных форм и
алгоритм Вороного

Отметим одно известное [6, 7] важное свойство предельных форм: представления
(3) минимума (2) предельной формы f однозначно определяют форму, т.е. следую-
щая система линейных уравнений

∑︁

1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

𝑎𝑖𝑗𝑚𝑖𝑘𝑚𝑗𝑘 = 𝑚 (𝑘 = 1, ..., 𝑠) (4)

имеет относительно неизвестных 𝑎𝑖𝑗 единственное решение. На основе этого свойства
Вороным создана теория совершенных форм.

Говорят, что положительно определенная квадратичная форма f является совер-
шенной формой Вороного [5], если системой линейных уравнений (4) коэффициенты
𝑎𝑖𝑗(1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑛) формы f определяются однозначно.

Так как система (4) однозначно определяет N неизвестных коэффициентов (а𝑖𝑗),

то верны неравенства 𝑛(𝑛+1)
2

⩽ 𝑠 ⩽ 2𝑛 − 1 для любой совершенной формы.

Таким образом, из вышеупомянутого свойства предельной формы и определения
совершенной формы следует, что всякая предельная форма является совершенной.
Обратное не верно. Начиная с n=6, существуют совершенные, но не предельные
формы.

Известно [5], что число различных классов совершенных форм от n переменных
при данном n конечно. Отсюда вытекает проблема отыскания неэквивалентных со-
вершенных форм для фиксированного n. Это и есть проблема Вороного отыскания
совершенных форм. Теперь ясно, что из постановок этих проблем (Эрмита, Вороного)
следует, что проблема Эрмита содержится в проблеме Вороного, другими словами,
проблема Эрмита сводится к проблеме Вороного.

Согласно теории Вороного [5], каждой совершенной форме f вида (1) ставится в
соответствие область 𝑉 𝑁(𝑓) ⊂ �̄�𝑁 − 𝑁 - мерная бесконечная пирамида с конеч-
ным числом (N – 1) − мерных граней и с вершиной в начале координат (совершен-
ный гоноэдр [2, 5, 10–12]) – совокупность всех неотрицательных квадратичных форм,
представимых в виде

∑︁

1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 =
∑︁

1⩽𝑘⩽𝑠

𝜌𝑘𝜆
2
𝑘 (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) , (5)
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где �̄�𝑁 − замыкание конуса 𝐾𝑁 , 𝜌𝑘 ⩾ 0,

𝜆𝑘 = 𝜆𝑘(𝑥) = 𝜆𝑘 (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) = 𝑚1𝑘𝑥1 + ...+𝑚𝑛𝑘𝑥𝑛 (𝑘 = 1, ..., 𝑠).

В пространстве Е𝑁 область V𝑁(f ) есть множество решений некоторой системы
однородных неравенств с неизвестными а𝑖𝑗 :

Ψ𝑘 (𝑎𝑖𝑗) =
∑︁

1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

𝑃
(𝑘)
𝑖𝑗 𝑎𝑖𝑗 ⩾ 0 (𝑘 = 1, ..., 𝜎). (6)

Тогда по алгоритму Вороного [5] совершенные формы f𝑘, смежные с совершенной
формой f, строятся следующим образом:

𝑓𝑘(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑟𝑘Ψ𝑘(𝑥) (𝑘 = 1, ..., 𝜎), (7)

где

𝑟𝑘 = min
{𝑥∈𝑍𝑛/{0}:Ψ𝑘(𝑥)<0}

{︂

𝑓(𝑥)−𝑚

[−Ψ𝑘(𝑥)]

}︂

, (8)

Ψ𝑘(𝑥) = Ψ𝑘 (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) =
∑︁

1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

𝑃
(𝑘)
𝑖𝑗 𝑥𝑖𝑥𝑗. (9)

Выделив из совокупности {𝑓, 𝑓1, ..., 𝑓𝜎} неэквивалентные относительно группы
G(n; Z ) (группа целочисленных унимодулярных подстановок переменных х 1,. . . ,х𝑛),
получаем окрестность Вороного {𝑓, 𝑓1, ..., 𝑓𝜏} (см. [5, 6, 13, 14]) совершенной формы f
относительно группы G(n; Z ) (группа целочисленных унимодулярных подстановок
переменных х 1,. . . ,х𝑛), или просто окрестность Вороного, которую обозначают VN (f ;
G(n; Z )) или VN (f ).

Основные трудности в реализации алгоритма Вороного следующие: отыскание
уравнений всех (N–1 ) -мерных граней области V𝑁(f ); выделение среди всех (N–1 )
-мерных граней неэквивалентных относительно группы G(f ) целочисленных авто-
морфизмов совершенной формы f ; нахождение числа r𝑙и вычисление VN (f ).

3 Алгоритм установления эквивалентности положительных
квадратичных форм

Прямоугольная (s×n) матрица всех представлений минимума положительных
квадратичных форм f называется минимальной матрицей формы f и обозначает-
ся через М=М (f ), а миноры n – го порядка этой матрицы называются минималь-
ными определителями формы f (см. [2, 5]). Понятия «минимальная матрица», «ми-
нимальный определитель» введены в [2, 5] под другими названиями: соответственно
«характеристическая матрица», «характеристический определитель». Минимальный
определитель, абсолютная величина которого равна 1, называется базисным опреде-
лителем формы f, а соответствующая матрица называется базисной подматрицей
минимальной матрицы или просто базисной матрицей. В решетке, отвечающей по-
ложительных квадратичных форм f, базисной подматрице соответствует основной
репер минимальных векторов этой решетки. По минимальной матрице М (f ) поло-
жительных квадратичных форм f вида (1) вычисляем матрицу Г=МАМ, т.е. сим-
метричную (s×s) матрицу, составленную из скалярных произведений (𝑚𝑘,𝑚

′

𝑘) пред-
ставлений минимума m в метрике формы f. При этом каждой базисной подматрице
матрицы М будет отвечать подматрица Υ матрицы Г, являющаяся матрицей Грама,
соответствующей этой базисной матрице основного репера минимальных векторов.
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Лемма 3. Пусть f𝑖, где i =1, 2 - две такие п.к.ф. от n переменных с матрица-
ми коэффициентов А𝑖, что матрица M𝑖 = M (f𝑖) для каждого i = 1, 2 имеет базис-
ную подматрицу. Тогда для того, чтобы положительных квадратичных форм f 1 и
f 2 были целочисленно эквивалентны, необходимо и достаточно, чтобы в матрицах
𝑀𝑖𝐴𝑖𝑀

𝑇
𝑖 = Γ𝑖 нашлись одинаковые подматрицы Υ𝑖, отвечающие базисным подмат-

рицам минимальных матриц М𝑖 ,соответственно.
Лемма 3 содержит в себе алгоритм для отыскания целочисленной унимодулярной

подстановки U, переводящей п.к.ф. f 1 в п.к.ф. f 2, то есть
f 1(yU)=f 2(y). Основой этого алгоритма является отыскание в матрице
Γ1 = 𝑀1𝐴1𝑀

𝑇
1 подматрицы Υ2, отвечающей какому нибудь базисному определителю

матрицы М 2=М (f 2) поэлементно методом перебора.

4 Алгоритм для отыскания граней области Вороного
совершенной формы 𝜙𝑛

1
(𝑥1, ... , 𝑥𝑛)

В [5] доказывается, что квадратичные формы (9), соответствующие (𝑛+2)(𝑛−1)
2

-

мерным граням Ψ𝑘 = Ψ𝑘 (𝜙
𝑛
1 ) области 𝑉

𝑛(𝑛+1)
2 (𝜙𝑛

1 ) совершенной формы

𝜙𝑛
1 = 𝜙𝑛

1 (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) = 𝑥2
1 + ...+ 𝑥2

𝑛 + 𝑥1𝑥3 + ...+ 𝑥𝑛−1𝑥𝑛 (10)

имеют вид:
−𝑥1𝑥3, (11)

𝑥1𝑥2 − 𝛿34𝑥3𝑥4 − ...− 𝛿𝑛−1𝑛𝑥𝑛−1𝑥𝑛. (12)

Следовательно, чтобы найти совершенные формы, смежные с 𝜙𝑛
1 , необходимо вы-

делить среди форм
𝛿34𝑥3𝑥4 + ...+ 𝛿𝑛−1𝑛𝑥𝑛−1𝑥𝑛 (13)

неэквивалентные относительно группы 𝐺 (𝜙𝑛
1 ) целочисленных автоморфизмов фор-

мы 𝜙𝑛
1 , где 𝛿𝑖𝑗 = 0 или 1 (3 ⩽ i < j ⩽ n). Число форм (12) достаточно большое, и

равно

2
(𝑛−2)(𝑛−3)

2 . (14)

А затем с помощью формулы (7) строятся совершенные формы, смежные с со-
вершенной формой 𝜙𝑛

1 .
В связи с этим предлагается следующий алгоритм. Обозначим через q число чле-

нов формы (13) так, что 𝑞 ⩽
(𝑛−2)(𝑛−3)

2
. Каждой переменной х𝑖

(i=3,. . . ,n) ставим в соответствие натуральное число l𝑖, равное фактическому количе-
ству переменной х𝑖 в сумме 𝛿34𝑥3𝑥4+ ...+𝛿𝑛−1𝑛𝑥𝑛−1𝑥𝑛, то есть сколько раз переменная
х𝑖 фактически участвует в сумме.

Будем говорить, что два натуральных числа l𝑖, l𝑗 соединены (этот факт будем
обозначать через l𝑖 l𝑗), если в сумме (13) есть произведение x𝑖x𝑗. Тогда форму (13)
можно интерпретировать как представление числа 2q в виде суммы чисел l𝑖 при усло-
вии, что каждое число данного представления имеет возможность для соединения
с другими оставшимися числами. Такое ограничение представления числа 2q следу-
ет из самой природы формы 𝛿34𝑥3𝑥4 + ... + 𝛿𝑛−1𝑛𝑥𝑛−1𝑥𝑛. Число натуральных чисел,
участвующих в сумме представления числа 2q, не меньше 2 и не больше n – 2.

5 Основной результат

Теорема 1. Число 20-мерных граней области Вороного V21(𝜙6
1)
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совершенной формы 𝜙6
1, неэквивалентных относительно группы S 4перестановок пе-

ременных х 3, . . . , х 6, равно 12.
Доказательство. В самом деле, по алгоритму имеем 1⩽ q ⩽ 6.

I.Если q = 1, то 2 представляется в виде: 1100 → 0000 и получаем форму х 3х 4.
Число возможных перестановок 1100 равно 6

(︀

4!
2!2!

= 6
)︀

, т.е. 1100, 1010, 1001,0110,
0101, 0011. Все они эквивалентны между собой, так как форма 𝜙6

1 имеет автомор-
физмы, состоящие из перестановок переменных х 3, х 4, х 5, x 6. Поэтому оставляем
только одну 1100(𝑥3𝑥4).

II. Если q=2, то 4 представляется в виде 2110 → 0000, и получаем форму х 3(х 4

+ х 5). Число всевозможных перестановок 2110 равно 12
(︀

4!
1!2!1!

= 12
)︀

, т.е.

2110, 2101, 2011, 1210, 1201, 1021, 1120, 1102, 1012, 0112, 0211, 0121. (15)

Остальные представления числа 4 (см.(15)) эквивалентны 2110, так как форма 𝜙6
1

имеет автоморфизмы, состоящие из перестановок переменных
х 3, x 4,x 5, x 6. Здесь всего форм 12, и все они эквивалентны между собой. Пусть q = 2,
тогда 4 представляется также в виде: 1) 1111→0000 (x 3x 4 + x 5x 6); 2) 1111→0000 (x 3x 5

+ x 4x 6); 3) 1111→0000 (x 3x 6 + x 4x 5) – это всевозможные соединения. Их всего три.
Они эквивалентны между собой, так как 1111 имеет группу перестановок перемен-
ных x 4, x 5,x 6. Таким образом, при q=2 из 15 возможных случаев неэквивалентными
оказываются только два: х 3(х 4+х 5), х 3х 4 + х 5х 6.

III. Пусть q=3, тогда 6 представляется в виде: 1) 3111→0000, и получаем фор-
му х 3(х 4 + х 5 + х 6). Число всевозможных перестановок 3111 равно 4

(︀

4!
1!3!

= 4
)︀

,
т.е. 3111, 1311, 1131, 1113. Остальные представления числа 6 эквивалентны 3111,
так как форма 𝜙6

1 имеет автоморфизмы, состоящие из перестановок переменных х 3,
x 4, x 5,x 6. Всего их 4, и все они эквивалентны между собой. Поэтому остается 1:
3111(𝑥3 (𝑥4 + 𝑥5 + 𝑥6)).Дальнейшие рассуждения аналогичны предыдущему случаю.

2) 2220 → 0110 → 0000, и получаем форму x 3(x 4 + x 5) + x 4x 5. Число всевозмож-
ных перестановок равно 4

(︀

4!
1!3!

= 4
)︀

, т.е. 2220, 2202, 2022, 0222. Другие (2202, 2022,
0222) представления числа 6 эквивалентны 2220. Всего форм 4, и все они эквива-
лентны между собой.

3) 2211→0101→0000, и получаем форму х 3(х 4 + х 5) + х 4х 6. Число всевозмож-
ных перестановок равно 6

(︀

4!
2!2!

= 6
)︀

. Остальные представления числа 6 (2121, 2112,
1221, 1212, 1122) эквивалентны 2211. Получается 6 форм, и они эквивалентны меж-
ду собой. У 2211 есть еще одно соединение 2211→0110→0000: х 3(х 4 + х 6) + х 4х 5,
оно эквивалентно 2211 (так как 2211 имеет х 5→х 6, х 6→х 5в качестве автоморфизма).
И здесь получается 6 форм, эквивалентных между собой. Таким образом, при q=3
из 20 возможных случаев неэквивалентными представлениями оказались только 3:
3111, 2220, 2211.

IV. Пусть q=4, тогда 8 представляется в виде: 1) 3221→0110→ 0000;
х 3(х 4+х 5+х 6)+ х 4х 5. Число всевозможных перестановок равно 12

(︀

4!
1!2!1!

= 12
)︀

. Осталь-
ные представления числа 8 (их 11) эквивалентны 3221.Дальнейшие рассуждения ана-
логичны предыдущему случаю.

2) 2222→0112→0000; х 3(х 4 + х 5) + х 6(х 4+ х 5). У 2222 есть еще другие соедине-
ния, но все они эквивалентны 2222, так как 2222 имеет группу перестановок перемен-
ных х 4, х 5, х 6; 2222→0112→0000; 2222→0121→0000; 2222→0211→0000. При q=4 из
15 возможных случаев неэквивалентными оказались только 2 представления: 3221,
2222.

V. Пусть q=5, тогда 10 представляется в виде: 3322→0211→0000;
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х 3(х 4 + х 5+ х 6) + х 4(х 5+ х 6). Число всевозможных перестановок равно 6
(︀

4!
2!2!

= 6
)︀

.
Остальные представления числа 10 (их 5) эквивалентны 3322.
Поэтому, при q=5 из 6 представлений остается только 1: 3322.

VI. Если q=6, то 12 представляется в виде: 3333→0222→0011→0000;
х 3(х 4+х 5+х 6)+х 4(х 5+х 6)+ +х 5х 6.

VII. В случае, когда 𝛿34, 𝛿35,𝛿36, 𝛿45, 𝛿46, 𝛿56 все одновременно равны нулю, имеем
одну форму х 1х 2.

В силу (14) число всевозможных форм

𝑥1𝑥2 − 𝛿34𝑥3𝑥4 − 𝛿35𝑥3𝑥5 − 𝛿36𝑥3𝑥6 − 𝛿45𝑥4𝑥5 − 𝛿46𝑥4𝑥6 − 𝛿56𝑥5𝑥6 (16)

равно 26=64. С одной стороны, наши приведенные выше рассуждения показывают,
что число всевозможных представлений числа 2q для 1⩽q⩽ 6 с учетом соответству-
ющих перестановок чисел и их различных всевозможных соединений также равно
6 + 15 + 20 + 15 + 6 + 1 + 1 = 64. Число всевозможных форм вида (16) и чис-
ло всевозможных представлений числа 2q в виду суммы чисел l𝑖 (при условии, что
каждое натуральное число l𝑖имеет возможность для соединения с другими числами
этого представления) совпадают. С другой стороны, как видно из вышеприведенных
рассуждений, с помощью алгоритма, приведенного в пункта 2, число 64 значительно
сокращается: форм вида (16), неэквивалентных относительно перестановок перемен-
ных х 3, . . . , х 6, будет только 11 (1 + 2 + 3 + 2 + 1 + 1 + 1).

Таким образом, в случае n=6 число различных неэквивалентных форм вида (15)
и (16) равно 12:
1) х 1х 2, 7) x 1x 2 – x 3(x 4 + x 5)
2) x 1x 2 – x 3x 4, 8) x 1x 2 – x 3x 4 – x 5x 6,
3) x 1x 2 – x 3(x 4+ x 5 + x 6), 9) x 1x 2 – x 3(x 4 + x 5)– x 6(x 4 + x 5),
4) x 1x 2 – x 3(x 4 + x 5) – x 4x 5, 10) x 1x 2 – x 3(x 4 + x 5 + x 6) – x 4(x 5 + x 6),
5) x 1x 2 – x 3(x 4 + x 5) – x 4x 6, 11) x 1x 2 – x 3(x 4 + x 5 + x 6) – x 4(x 5 + x 6) – x 5x 6,

6) x 1x 2 – x 3(x 4 + x 5 + x 6) – x 4x 5, 12) – x 1x 3.

Каждая из этих форм, в силу теории Вороного [5], определяет 20-мерную грань
области Вороного V 21(𝜙6

1) cовершенной формы 𝜙6
1.

Теорема 1 доказана.

6 Заключение
В работе речь идет о классической проблеме Вороного отыскания совершенных

форм, тесно связанной с известной проблемой Эрмита арифметических минимумов
положительных квадратичных форм.

В работе предложен алгоритм для вычисления неэквивалентные соответствую-
щий квадратичные формы граням области Вороного второй совершенный формы от
много переменных и с помощью этого алгоритма вычислены все соответствующий
неэквивалентные квадратичные формы.
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The problem of classifying integer quadratic forms has a long history, during which
many mathematicians have contributed to its solution. Binary forms were comprehen-
sively studied by Gauss. He and later researchers also outlined the main ways to solve
the problem of classifying ternary forms and forms of higher dimensions. The greatest
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achievements of the subsequent period were the deep development of the theory of ra-
tional quadratic forms and the complete classification of indefinite forms in dimensions
3 and higher by Eichler in terms of spinor genera.

The paper proposes an algorithm for calculating non-equivalent quadratic forms corre-

sponding to the faces of the Voronoi domain of the second perfect form in many variables,

and using this algorithm, all corresponding non-equivalent quadratic forms are calculated.

Keywords: Quadratic forms, perfect forms, Voronoi domain, Voronoi neighborhood,

improved Voronoi algorithm.
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