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Окрестность Вороного главной совершенной формы
от пяти переменных

О. Х. Гуломов

Гуломов Отабек Худайбердиевич — кандидат физико-математических наук, доцент, Ин-
ститут математики им. В. И. Романовского Академии наук Республики Узбекистан (Узбеки-
стан, г. Ташкент).
e-mail: otabek10@mail.ru

Аннотация

Вороной получил для совершенных форм три результата. Во-первых, он доказал, что
форма, отвечающая плотнейшей упаковке, является совершенной. Во-вторых, он устано-
вил, что совершенных форм от данного числа переменных конечное число. И самое глав-
ное, в-третьих, Вороной предложил метод нахождения всех совершенных форм. Этот ме-
тод опирается на так называемый совершенный полиэдр, весьма сложный многомерный
многогранник, введенный Вороным. В принципе, найдя методом Вороного все совершен-
ные формы, можно вычислить плотности для конечного числа соответствующих упаковок
и выделить те, которые отвечают максимальному значению. Классической задачи Вороно-
го отыскания совершенных форм, тесно связанной с известной проблемой Эрмита ариф-
метические минимумы положительных квадратичных форм. Они появились и в работах
С.Л.Соболева и Х.М. Шадиметова в связи с построением решетчатых оптимальных куба-
турных формул. В настоящей работы предлагается усовершенствованные алгоритма Воро-
ного для вычислении окрестности Вороного совершенной формы от много переменных и с
помощью этого алгоритма вычислена окрестность Вороного главной совершенной формы
от пяти переменных.

Ключевые слова: плотнейшей упаковке, совершенных форм, алгоритм Вороного, мно-
гомерный многогранник.

Библиография: 15 названий.
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The neighborhood of the Voronoi main perfect
form from five variables

O. Kh. Gulomov
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Abstract

Voronoi obtained three results for perfect forms. First, he proved that the form corresponding
to the closest packing is perfect. Secondly, he established that there are a finite number of perfect
forms from a given number of variables. And most importantly, thirdly, Voronoi proposed a
method for finding all perfect forms. This method relies on the so-called perfect polyhedron,
a highly complex multidimensional polyhedron introduced by Voronoi. In principle, having
found all perfect forms by the Voronoi method, one can calculate the densities for a finite
number of corresponding packings and single out those that correspond to the maximum value.
The classical Voronoi problem of finding perfect forms, closely related to Hermite’s well-known
problem of arithmetic minima of positive quadratic forms. They also appeared in the works
of S.L. Sobolev and Kh.M. Shadimetov in connection with the construction of lattice optimal
cubature formulas. In this paper, we propose an improved Voronoi algorithm for calculating
the Voronoi neighborhood of a perfect form in many variables, and using this algorithm, the
Voronoi neighborhood of the main perfect form in five variables is calculated.

Keywords: densest packing, perfect forms, Voronoi algorithm, multidimensional polyhedron.

Bibliography: 15 titles.

For citation:

O. Kh. Gulomov, 2023, “The neighborhood of the Voronoi main perfect form from five variables” ,
Chebyshevskii sbornik, vol. 24, no. 1, pp. 219–227.

1. Введение

Геометрический исследования, относящиеся к теории чисел и алгебре, естественно мож-
но разделить на 1) теорию положительных квадратичных форм, 2) теорию неопределенных
квадратичных форм и обобщений алгорифма непрерывных дробей и 3) геометрию теории
Галуа.

Параллелоэдром называется выпуклый многогранник P, допускающий разбиение грань-в-
грань T(P) аффинного пространства своими транслятами (параллельными копиями). Термин
параллелоэдр был введен в 1885 году российским кристаллографом Е. С. Федоровым. Па-
раллелоэдры привлекли внимание таких замечательных математиков конца XIX начала XX
века, как Г. Минковский и Г. Ф. Вороной, которые и считаются основоположниками теории
параллелоэдров в математике.
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В 1908 году Г. Ф. Вороной сформулировал гипотезу о том, что для всякого параллелоэдра
можно указать такую евклидову метрику, в которой он будет ячейкой разбиения Вороного (эк-
вивалентные термины: мозаики Вороного, разбиения Дирихле, разбиения Дирихле–Вороного)
для некоторой решетки. Для параллелоэдров Вороного (параллелоэдров, являющихся обла-
стью Вороного для некоторой решетки) разработана глубокая теория. Фундамент этой теории
заложил сам Вороной, разработавший метод непрерывного параметра алгоритм, позволяющий
классифицировать все параллелоэдры Вороного данной размерности.

Теория параллелоэдров Вороного и тесно связанная с ней геометрия положительно опреде-
ленных квадратичных форм изучались в работах Г. Ф. Вороного, Б. Н. Делоне, С. С. Рышкова,
Е. П. Барановского, Р. Эрдала, С.Ш. Шушбаева, М. Дютура, А. Шюрманна, Ф. Валлентина
и др.

Задача о наименее плотных решетчатых покрытиях состоит отыскании для каждой раз-
мерности 𝑛 такой решетки Γ𝑛, которая дает наименьшее значение плотности 𝜃𝑛 (Γ) решет-
чатого покрытия евклидова пространстве E𝑛. Из однозначные соответствие между решеткой
Γ𝑛 и совершенной квадратичной формой, это проблемы сводиться к изучения главной совер-
шенных форм. К настоящей работы вычисляется окрестности Вороного от пяти переменных
с помощью усовершенствованные алгоритма Вороного.

Классической задачи Вороного отыскания совершенных форм, тесно связанной с извест-
ной проблемой Эрмита арифметические минимумы положительных квадратичных форм. Эти
проблемы являются интересными и нетривиальными задачами геометрической теории чисел,
которыми занимались многие математики [6-14]. Они появились и в работах С.Л.Соболева [15]
в связи с построением решетчатых оптимальных кубатурных формул.

2. Проблема Эрмита. Предельные формы Коркина-Золотарева

Пусть
𝑓 = 𝑓(𝑥) = 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

∑︁

1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 (1)

положительно-определенная квадратичная форма от n переменных, 𝑛 ⩾ 2, с веществен-
ными коэффициентами 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖(𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛), матрицей коэффициентов 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)
и определителем 𝑑 = 𝑑(𝑓) = det (𝑎𝑖𝑗) > 0. Форму f можно интерпретировать точкой

𝑓 = (𝑎11, . . . , 𝑎𝑛𝑛, 𝑎12, . . . , 𝑎𝑛−1𝑛) в 𝑁 = 𝑛(𝑛+1)
2 - мерном евклидовом пространстве Е𝑁 . Мно-

жество всех положительно-определенная квадратичная форма в Е𝑁 образует конус положи-
тельности K𝑁 .

Пусть f – положительно-определенная квадратичная форма вида (1). Точная нижняя гра-
ница

𝑚 = 𝑚(𝑓) = inf
𝑥∈𝑍𝑛|{0}

𝑓(𝑥) (2)

взятая по всем целым точкам 𝑥 ̸= 0, называется арифметическим минимумом формы 𝑓 . Эта
точная нижняя граница достигается, ибо множество 𝑓 (𝑥) ⩽ 𝑐 ограничено для любого 𝑐 > 0.

Пусть
±𝑚𝑘 = ± (𝑚1𝑘, . . . ,𝑚𝑛𝑘) (𝑘 = 1, . . . , 𝑠; 𝑠 = 𝑠(𝑓)) (3)

все представления минимума 𝑚(𝑓) = 𝑓 (±𝑚1) = . . . = 𝑓 (±𝑚𝑆). Отсюда, в частности, следует,
что 𝑚 (𝑓) > 0. Так как тело 𝑓 (𝑥) = 𝑚 (𝑓) строго выпукло, то 1 ⩽ 𝑠 ⩽ 2𝑛 − 1.

Ввиду того, что 𝑚 (𝜆𝑓) = 𝜆𝑚 (𝑓) , 𝜆 > 0, естественно рассматривать нормированный
арифметический минимум

𝜇(𝑓) =
𝑚(𝑓)
𝑛
√︀

𝑑(𝑓)
.



222 О. Х. Гуломов

Теперь 𝜇 (𝜆𝑓) = 𝜇 (𝑓). Арифметический минимум 𝑚 (𝑓) есть непрерывная функция от
𝑓 , заданная на конусе положительности 𝐾𝑁 . Нормированный арифметический минимум
𝜇 (𝑓) есть непрерывная функция от 𝑓 , заданная на эквидискриминантной поверхности
{𝑓 : 𝑑 (𝑓) = 1} ⊂ 𝐾𝑁 , то есть на множестве положительно-определенная квадратичная форма
определителя, равного 1.

Две положительно-определенная квадратичная форма 𝑓1 (𝑥) и 𝑓2 (𝑦) называются целочис-
ленно эквивалентными (эквивалентными, 𝑓1 ∼ 𝑓2), если существует целочисленная унимо-
дулярная подстановка 𝑥 = 𝑦𝑈 , переводящая форму𝑓1 (𝑥) в 𝑓2 (𝑦), то есть 𝑓1 (𝑦𝑈) = 𝑓2 (𝑦). В
частности, в случае 𝑓1 = 𝑓2 = 𝑓 𝑈 называется целочисленным автоморфмизмом формы 𝑓

т.е. 𝑓𝑈 = 𝑓 .
Говорят, что положительно-определенная квадратичная форма f – предельная (экстре-

мальная) форма Коркина-Золотарева, если 𝑓 есть точка локального максимума функции 𝜇 (𝑓),
то есть если существует такая окрестность 𝑣𝑓 ∈ {𝑓 : 𝑑 (𝑓) = 1} точки 𝑓 , что 𝜇 (𝑓 ′) ⩽ 𝜇 (𝑓), если
𝑓 ′ ∈ 𝑣𝑓 .

Известно, что число различных классов предельных форм от 𝑛 переменных конечно. От-
сюда вытекает проблема отыскания неэквивалентных предельных форм для фиксированного
𝑛. Это и есть проблема Эрмита – арифметических минимумов положительных квадратичных
форм.

3. Проблема Вороного отыскания совершенных форм.

Отметим одно важное свойство предельных форм: представления (3) арифметических ми-
нимума (2) предельной формы 𝑓 определяют форму однозначно. На основе этого свойства
Вороным создана теория совершенных форм.

Говорят, что положительно-определенная квадратичная форма f является совершенной
формой Вороного, если системой линейных уравнений

∑︁

1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

𝑎𝑖𝑗𝑚𝑖𝑘𝑚𝑗𝑘 = 𝑚 (𝑘 = 1, . . . , 𝑠) (4)

коэффициенты 𝑎𝑖𝑗(1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑛) формы 𝑓 определяются однозначно. Из этого определения
следует, что для того, чтобы форма f была совершенной, необходимо чтобы 𝑠 ⩾ 𝑁 .

Таким образом, из вышеупомянутого свойства предельной формы и определения совер-
шенной формы следует, что всякая предельная форма является совершенной. Обратное не
верно. Начиная с 𝑛 = 6, существуют совершенные, но не предельные формы.

Известно, что число различных классов совершенных форм от 𝑛

переменных для данного 𝑛 конечно. Отсюда вытекает проблема отыскания неэквивалент-
ных совершенных форм для фиксированного 𝑛. Это и есть проблема Вороного – отыскание
совершенных форм. Теперь ясно, что из постановок этих проблем (Эрмита, Вороного) следует,
что проблема Эрмита содержится в проблеме Вороного, другими словами, проблема Эрмита
сводится к проблеме Вороного.

4. Окрестность Вороного.

Согласно теории Вороного, каждой совершенной форме 𝑓 вида (1) ставится в соответ-
ствие область 𝑉 𝑁 (𝑓) ⊂ �̄�𝑁𝑁 - мерная бесконечная пирамида с конечным числом 𝑁 − 1 -
мерных граней и с вершиной в начале координат (совершенный гоноэдр) – совокупность всех
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неотрицательных квадратичных форм, представимых в виде:

∑︁

1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 =
∑︁

1⩽𝑘⩽𝑠

𝜌𝑘𝜆
2
𝑘 (𝑥1 . . . , 𝑥𝑛) ,

где �̄�𝑁 - замыкание конуса𝐾𝑁 ,𝜌𝑘 ⩾ 0,𝜆𝑘 = 𝜆𝑘 (𝑥) = 𝜆𝑘 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑚1𝑘𝑥1+. . .+𝑚𝑛𝑘𝑥𝑛,𝑘 = 1,
, 𝑠.

В пространстве 𝐸𝑁 область 𝑉 𝑁 (𝑓) есть множество решений некоторой системы однород-
ных неравенств с неизвестными 𝑎𝑖𝑗 :

Ψ𝑘 (𝑎𝑖𝑗) =
∑︁

1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

𝑃
(𝑘)
𝑖𝑗 𝑎𝑖𝑗 ⩾ 0 (𝑘 = 1, . . . , 𝜎).

Тогда по алгоритму Вороного совершенные формы𝑓𝑘 (𝑥), смежные с совершенной формой 𝑓 ,
строятся следующим образом:

𝑓𝑘 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) + 𝑟𝑘Ψ𝑘 (𝑥) (𝑘 = 1, . . . , 𝜎) (5) ,

где

𝑟𝑘 = min
𝑥∈𝑍𝑛| {0}:Ψ𝑘(𝑥)<0

{︂

𝑓(𝑥)−𝑚

[−Ψ𝑘(𝑥)]

}︂

(6) ,

Ψ𝑘(𝑥) = Ψ𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
∑︁

1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

𝑃
(𝑘)
𝑖𝑗 𝑥𝑖𝑥𝑗 (7) .

Выделив из совокупности {𝑓, 𝑓1, . . . , 𝑓𝜎} неэквивалентные относительно группы 𝐺 (𝑛;𝑍)
(группа целочисленных унимодулярных подстановок переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), мы получаем
окрестность Вороного {𝑓, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑟} совершенной формы 𝑓 относительно 𝐺 (𝑛;𝑍), или просто
окрестность Вороного, которую обозначают 𝑉 𝑁 (𝑓 ;𝐺) или 𝑉 𝑁 (𝑓).

Группа 𝐴𝑢𝑡
(︀

𝜙5
0

)︀

представляется в виде объединения смежных классов по симметрической
группе 5- степени 𝑆5: 𝐴𝑢𝑡

(︀

𝜙5
0

)︀

=
⋃︀5

𝑖=0 𝑔𝑖𝑆5, где 𝑔𝑖- матрица, получающаяся из единичной
матрицы заменой ее 𝑖- строки на строку (−1,−1,−1,−1,−1).

Основным результатом этого работе является следующее предложение.
Теорема. Окрестность Вороного совершенной формы

𝜙5
0 = 𝜙5

0 (𝑥) = 𝜙5
0 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) = 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 + 𝑥24 + 𝑥25+

+𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥1𝑥4 + 𝑥1𝑥5 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥2𝑥4 + 𝑥2𝑥5 + 𝑥3𝑥4 + 𝑥3𝑥5 + 𝑥4𝑥5.

состоит только из одной совершенной формы 𝜙5
1, т.е. 𝑉 𝑁

(︀

𝜙5
0

)︀

=
{︀

𝜙5
1

}︀

.

Доказательство. Арифметический минимум совершенной формы 𝜙5
0 равен 1. Представ-

ления минимума суть следующие:

(1, 0, 0, 0, 0) ; (0, 1, 0, 0, 0) ; (0, 0, 1, 0, 0) ; (0, 0, 0, 1, 0) ; (0, 0, 0, 0, 1) ;

(1,−1, 0, 0, 0) ; (1, 0,−1, 0, 0) ; (1, 0, 0,−1, 0) ; (1, 0, 0, 0,−1) ; (0, 1,−1, 0, 0) ;

(0, 1, 0,−1, 0) ; (0, 1, 0, 0,−1) ; (0, 0, 1,−1, 0) ; (0, 0, 1, 0,−1) ; (0, 0, 0, 1,−1) .

Область Вороного 𝑉 15
(︀

𝜙5
0

)︀

совершенной формы 𝜙5
0 состоит из совокупности квадратичных

форм представимых в виде:

∑︁

1⩽𝑖,𝑗⩽5

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 = 𝜌1𝑥
2
1 + 𝜌2𝑥

2
2 + 𝜌3𝑥

2
3 + 𝜌4𝑥

2
4 + 𝜌5𝑥

2
5 + 𝜌6 (𝑥1 − 𝑥2)

2 + 𝜌7 (𝑥1 − 𝑥3)
2+
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+𝜌8 (𝑥1 − 𝑥4)
2 + 𝜌9 (𝑥1 − 𝑥5)

2 + 𝜌10 (𝑥2 − 𝑥3)
2 + 𝜌11 (𝑥2 − 𝑥4)

2 + (8)

+𝜌12 (𝑥2 − 𝑥5)
2 + 𝜌13 (𝑥3 − 𝑥4)

2 + 𝜌14 (𝑥3 − 𝑥5)
2 + 𝜌15 (𝑥4 − 𝑥5)

2 .

Из равенства (5) приравнивая коэффициенты при одинаковых степениях 𝑥𝑖𝑥𝑗 получаем
следующую систему уравнений с неизвестными 𝜌1, . . . , 𝜌15:

𝜌1 + 𝜌6 + 𝜌7 + 𝜌8 + 𝜌9 = 𝑎11,

𝜌2 + 𝜌6 + 𝜌10 + 𝜌11 + 𝜌12 = 𝑎22,

𝜌3 + 𝜌7 + 𝜌10 + 𝜌13 + 𝜌14 = 𝑎33,

𝜌4 + 𝜌8 + 𝜌11 + 𝜌13 + 𝜌15 = 𝑎44,

𝜌5 + 𝜌9 + 𝜌12 + 𝜌14 + 𝜌15 = 𝑎55,

𝜌6 = −𝑎12, (9)

𝜌7 = −𝑎13,

𝜌8 = −𝑎14,

𝜌9 = −𝑎15,

𝜌10 = −𝑎23,

𝜌11 = −𝑎24,

𝜌12 = −𝑎25,

𝜌13 = −𝑎34,

𝜌14 = −𝑎35,

𝜌15 = −𝑎45,

Система (9) имеет единственное решение 𝑠 = 𝑁 = 15 :

𝜌1 = 𝑎11 + 𝑎12 + 𝑎13 + 𝑎14 + 𝑎15,

𝜌2 = 𝑎22 + 𝑎12 + 𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎25,

𝜌3 = 𝑎33 + 𝑎13 + 𝑎23 + 𝑎34 + 𝑎35,

𝜌4 = 𝑎44 + 𝑎14 + 𝑎24 + 𝑎34 + 𝑎45,

𝜌5 = 𝑎55 + 𝑎15 + 𝑎25 + 𝑎35 + 𝑎45,

𝜌6 = −𝑎12, (10)

𝜌7 = −𝑎13,

𝜌8 = −𝑎14,

𝜌9 = −𝑎15,

𝜌10 = −𝑎23,

𝜌11 = −𝑎24,

𝜌12 = −𝑎25,

𝜌13 = −𝑎34,

𝜌14 = −𝑎35,
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𝜌15 = −𝑎45,

15 равнеств в (10) полностью определяют все 14- мерные грани области 𝑉 15
(︀

𝜙5
0

)︀

. Следо-
вательно, здесь формы Ψ𝑙 (𝑥) из равенства (7) будут имееть вид

Ψ1 = 𝑥21 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥1𝑥4 + 𝑥1𝑥5,

Ψ2 = 𝑥22 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥2𝑥4 + 𝑥2𝑥5,

Ψ3 = 𝑥23 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥3𝑥4 + 𝑥3𝑥5,

Ψ4 = 𝑥24 + 𝑥1𝑥4 + 𝑥2𝑥4 + 𝑥3𝑥4 + 𝑥4𝑥5,

Ψ5 = 𝑥25 + 𝑥1𝑥5 + 𝑥2𝑥5 + 𝑥3𝑥5 + 𝑥4𝑥5,

Ψ6 = −𝑥1𝑥2,

Ψ7 = −𝑥1𝑥3,

Ψ8 = −𝑥1𝑥4,

Ψ9 = −𝑥1𝑥5,

Ψ10 = −𝑥2𝑥3,

Ψ11 = −𝑥2𝑥4,

Ψ12 = −𝑥2𝑥5,

Ψ13 = −𝑥3𝑥4,

Ψ14 = −𝑥3𝑥5,

Ψ15 = −𝑥4𝑥5.

Используя группу 𝐴𝑢𝑡
(︀

𝜙5
0

)︀

непосредственными вычислениями устанавливаем, что

Ψ6 ∼ Ψ7 ∼ Ψ8 ∼ Ψ9 (𝑥2 → 𝑥3, 𝑥3 → 𝑥2;𝑥2 → 𝑥4, 𝑥4 → 𝑥2; 𝑥2 → 𝑥5, 𝑥5 → 𝑥2; ) ,

Ψ10 ∼ Ψ11 (𝑥3 → 𝑥4, 𝑥4 → 𝑥3) ,Ψ10 ∼ Ψ12 (𝑥3 → 𝑥5, 𝑥5 → 𝑥3) ,

Ψ10 ∼ Ψ13 (𝑥2 → 𝑥4, 𝑥4 → 𝑥2) ,Ψ10 ∼ Ψ14 (𝑥2 → 𝑥5, 𝑥5 → 𝑥2) ,

Ψ10 ∼ Ψ15 (𝑥2 → 𝑥4, 𝑥4 → 𝑥2, 𝑥3 → 𝑥5, 𝑥5 → 𝑥3) ,

Ψ10 ∼ Ψ11 ∼ Ψ12 ∼ Ψ13 ∼ Ψ14 ∼ Ψ15,Ψ6 ∼ Ψ10 (𝑥1 → 𝑥3, 𝑥3 → 𝑥1) .

Следовательно, Ψ6 ∼ Ψ7 ∼ Ψ8 ∼ Ψ9 ∼ Ψ10 ∼ Ψ11 ∼ Ψ12 ∼ Ψ13 ∼ Ψ14 ∼ Ψ15. Далее
Ψ1 ∼ Ψ2 ∼ Ψ3 ∼ Ψ4 ∼ Ψ5 (𝑥1 → 𝑥2, 𝑥2 → 𝑥1;𝑥1 → 𝑥3, 𝑥3 → 𝑥1; ) (𝑥1 → 𝑥4, 𝑥4 → 𝑥1, 𝑥1 → 𝑥5,

𝑥5 → 𝑥1).
Поэтому, достаточно рассмотреть Ψ1 = 𝑥1 (𝑥1 + . . .+ 𝑥5) , Ψ6 = −𝑥1𝑥2. Сравнивая Ψ1и Ψ6

убеждаемся в том, что подстановка 𝑥1 → 𝑥1, 𝑥2 → −𝑥1−. . .−𝑥5, 𝑥𝑖 → 𝑥𝑖 (𝑖 = 3, 4, 5) преобразует
Ψ6 в Ψ1, т.е. Ψ1 ∼ Ψ6.

Таким образом, Ψ1 ∼ Ψ2 ∼ Ψ3 ∼ Ψ4 ∼ Ψ5 ∼ Ψ6 ∼ Ψ7 ∼ Ψ8 ∼ Ψ9 ∼ Ψ10 ∼
∼ Ψ11 ∼ Ψ12 ∼ Ψ13 ∼ Ψ14 ∼ Ψ15. Следовательно, совершенной форма 𝜙5

0 имеет только
одну смежную форму 𝑓6 = 𝜙5

0 + 𝑟6 (−𝑥1𝑥2), где

𝑟6 = min
(𝑥1,...,𝑥5)∈𝑍5/{0};𝑥1𝑥2<0

𝜙5

0
−1

(−𝑥1𝑥2)
и этот min достигается в точке 𝑥0 = (1,−1,−1, 0, 0), т.е.

𝑟6 =
𝜙5

0
(1,−1,−1,0,0)−1

1 = 2− 1 = 1. Отсюда имеем 𝑓6 = 𝜙5
0−𝑥1𝑥2 = 𝜙5

1, поэтому 𝑉 𝑁
(︀

𝜙5
0

)︀

=
{︀

𝜙5
1

}︀

.
Теорема полностью доказана.

Результаты, приведенные известны из работ [1,2,3,4,5]. Здесь они получены другим путем,
но с меньшим объемом вычислений.
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5. Заключение
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